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第 一 章 “ 有 限 群 理论 基础 


在 这 一 章 中 首先 讨论 有 限 群 理论 中 的 基本 概念 , 以 及 相关 的 定理 ; 而 后 重点 讨论 有 
限 群 表示 问题 , 以 及 特征 标 , 给 出 并 证 明 一 些 重要 定理 ,为 以 后 各 章 中 群 的 专题 研究 提 
供 必 要 的 准备 ， 这 一 章 的 内 容 是 学 习 群 论 的 必要 的 基础 ,是 进入 群 论 这 一 数学 领域 的 必 
由 之 路 . 深刻 地 理解 群 , 特别 是 群 的 表示 理论 , 需要 一 定 的 线性 代数 基础 知识 , 读者 必 
要 时 可 补习 一 下 线性 代数 的 基础 知识 . 


1.1 # 


在 本 节 中 将 讨论 群 的 定义 , 以 及 相关 的 定理 . 群 (group) 是 数学 中 的 一 个 重要 概念 ， 
它 描述 内 部 存在 特定 联系 的 元 素 集合 , 集合 内 的 元 素 在 数学 上 是 抽象 的 , 但 在 物理 或 化 
学 以 及 其 它 学 科 的 应 用 中 , 这 些 元 素 将 具有 特定 的 物理 意义 和 几何 意义 . 

定义 1.1.1 令 C= {gi, gx." g | 是 一 元 素 集合 ， 81，82，…,8w 是 集合 G 中 的 元 
R, 在 这 些 元 素 之 间 定 义 一 种 运算 , 通常 称 为 乘法 . 如 果 集 合 G 中 的 元 素 在 这 种 运算 下 ， 
满足 如 下 4 个 条 件 , 则 称 集合 6 为 一 个 群 . 这 4 个 条 件 是 : 

(1) 如 果 取 集合 6 中 任意 两 个 元 素 Bi, Ek? 它们 的 乘积 8， “ g, = 81, g, 一 定 也 是 集合 
G 中 的 一 个 元 素 , Bl: Ee, gi eG, 则 g, g, =g1e G. 这 一 性 质 称 为 封闭 性 

(2) 对 于 集合 Ç 中 的 任意 元 素 Eis Ers 8 存在 关系 : 

(g; ' Bi) * B1 = 8:* (Er g) 

即 集合 内 元 素 在 所 定义 的 运算 下 ,遵循 结合 律 . (这 也 是 群 内 元 素 间 的 运算 称 为 乘法 的 
原因 , 因为 所 有 的 乘法 都 遵循 结合 律 ). 

(3) 集合 Ç 中 存在 一 个 而 且 只 存在 一 个 元 素 go 使 得 对 集合 内 任意 元 素 z, 存在 关 
系 

go ° £i = Bi’ So = Bi 

称 这 个 唯一 的 元 素 go 为 单位 元 , 一 般 记 为 e. 

(4) 集合 中 每 个 元 素 z, 都 存在 一 个 元 素 s; ,使 得 

ET SE tg = e 

ËR g, 与 gi 互 为 逆 元 素 . 

下 面 举 几 个 简 例 来 说 明 群 的 定义 . 

例 1 全 部 实数 在 加 法 下 构成 一 个 群 . 

实数 相 加 仍然 为 实数 , 因而 它 满足 封闭 性 ; 加 法 运算 满足 结合 律 , 0 为 单位 元 , 实数 
( -x) 与 x EHAN. 

例 2 除去 0 之 外 的 全 部 实数 在 乘法 下 构成 一 个 群 . 

这 个 群 也 是 显然 的 ,实数 相 乘 还 是 实数 , 满足 封闭 性 ; 实数 乘法 符合 结合 律 ; 1 为 单 
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位 元 ; 实数 x 与 实数 1/x 互 为 着 元 素 . 但 是 实数 0 与 任意 实数 相 乘 都 不 可 能 为 1, 因而 0 
没有 道 元素 存在 , 所 以 包括 0 在 内 的 全 部 实数 在 乘法 下 不 构成 群 . 

例 3 二 维 旋 转 群 R, 

在 三 维 空间 中 取 任 一 矢量 尽 , 绕 R 的 所 有 转动 构成 一 个 群 , 称 为 二 维 旋转 群 , 通常 
记 为 R,. 绕 R 转 动 9 角 , 为 群 R, 中 的 一 个 元 素 , 记 为 R(9) , 两 个 旋转 RCO) 0 R( 0,) 
之 间 的 乘法 定义 为 转动 R(0, +0,), Bl) 

R(0.) : R(0,) = R(0, + 0,) 
显然 这 种 转动 是 封闭 的 , 而且 遵 守 结合 律 , R(0) = R(2nm) 为 单位 元 , R(0) 55 R( - 0) T. 
为 逆 元 素 . | 

定义 11.2 iH EB G 的 一 个 子 集 , 若 对 于 群 G 定义 的 乘法 运算 , 如 也 构成 一 个 
FE, WIEK H A G 的 子 群 (subgroup), 记 为 .HCG.、 

群 G 的 子 集 五 构成 子 群 的 条 件 是 : Eg, gj e H, 则 g,: ge, 若 g,eH, 则 g;!e 
H, HERIT e. 

对 于 任何 群 G, 单位 元 e 本 身 为 G 的 子 群 ，G 也 可 认为 是 G 本 身 的 子 群 . 但 是 这 两 
个 子 群 并 没有 实质 上 的 意义 , 一般 称 为 平庸 子 群 或 显然 子 群 ， 群 G 除了 上 述 平庸 子 群 外 
的 真正 子 群 称 为 真子 群 或 固有 子 群 

例 4 前 面 例 1 所 给 出 的 实数 群 中 , 取 全 部 整数 , 它们 在 加 法 运算 下 , 仍然 为 一 个 
群 ,因而 全 部 整数 所 构成 的 加 法 群 为 全 部 实数 所 构成 的 加 法 群 的 子 群 

例 5 C,#, 保持 平面 上 正三 角形 不 变 只 有 一 个 轴 的 转动 构成 的 对 称 群 称 为 C, 群 . 
它 包括 绕 垂直 正三 角形 平面 并 通过 正三 角形 中 心 的 轴 转 2mr/3, 40/3 和 6mv/3 =2 的 三 
个 转动 , 转动 27 的 转动 为 单位 元 素 ， 显 然 它 是 R, 群 的 子 群 . 

从 前 面 的 例子 可 看 到 一 个 群 可 包括 子 群 , 群 的 元 素 可 以 是 连续 的 无 穷 多 个 ,如 实数 
群 ; 也 可 以 是 分 立 的 无 穷 多 个 , 如 整数 群 ; 也 可 以 是 有 限 个 , 如 C, 群 . 由 有 限 个 元 素 构 
成 的 群 称 为 有 限 群 ， 有 限 群 所 包括 的 元 素数 目 称 为 群 的 阶 数 . 

对 于 有 限 群 , 一 般 要 构造 出 它们 的 乘法 表 , 用 这 种 表 来 描述 它们 乘法 运算 的 关系 . 
如 C, 群 只 有 3 个 元 素 , 即 e, R(2m/3) ,，R(4mr/3) ,下面 列 出 了 它 的 乘法 表 : 

l C, 的 乘法 表 
R(24r/3) 
e R(27/3) 


R(4x/3) 
R(4m/3) 
R(27/3) R(4m/3) e 


R(27/3) 
R(47/3) 


R(4x/3) e: R(27/3) 


为 了 构造 和 描述 群 的 乘法 , 有 一 个 重要 定理 , 邑 重 排 定理 . 

定理 1.1.1( 重 排 定 理 ) < CG(g1, 8 ，…8gw) 为 一 个 群 ， 取 其 中 的 一 个 特定 元 素 z, 
e Ç, 它 与 6 中 任 一 元 素 g。 之 乘积 , zg, ` g, = z 仍然 为 G 中 的 一 个 元 素 ， 当 a 取 遍 整个 
群 时 , 也 取 遍 整个 群 , 而且 对 给 定 的 ga, z, 只 出 现 一 次 . 

证 明 首先 证 明 Ç 中 的 任何 元 素 g。 都 可 写 为 群 中 一 个 元 素 z, 与 另 一 个 元 素 g, 之 
积 , 即 g。= gs* g, 为 了 证 明 g, 为 群 G 中 的 元 素 , 只 须 用 z, 之 逆 g; RENIA 
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“ga = Ea ` gs ` By = 8, 
进一步 再 证 明 对 给 定 元 素 g。 和 ga, g, 是 唯一 的 ， 比如 还 存在 元 素 gy 与 ga 之 积 也 是 ga 
即 gs * g, =gs* gy. 此 时 用 g; RERA gp “8,=88 “ 80° Ey, TEzg,= gy, 
而 对 一 定 的 元 素 ge， 当 g, 取 不 同 元 素 时 ， 就 得 到 了 不 同 的 g。 最 后 就 可 得 到 当 g, BON 
整个 群 时 , 就 对 一 定 的 gs 得 到 了 群 的 全 部 元 素 ga 而 且 每 个 z, 只 出 现 一 次 . 这 就 证 明 
了 这 个 定理 . 

重 排 定理 告诉 我 们 , 对 有 限 群 可 构造 一 个 乘法 天， 即 把 NN 个 群 元素 按 一 定 次 序 排 成 
一 行 , 按 相同 次 序 再 排 成 一 列 , 把 第 i 行 与 第 j 列 的 元 素 z, 和 g, 之 积 g;* g, 列 人 第 i 行 
与 第 j 列 交叉 之 处 , 于 是 全 部 乘法 结果 就 构成 了 一 个 NN 行列 的 乘法 表 . 在 这 个 表 中 每 
一 行 或 每 一 列 都 是 和 个 群 元 素 的 不 同 排列 . 

例 6 D, 群 的 乘法 表 . 

D, 群 是 由 保持 平面 上 正三 角形 不 变 的 转动 群 , 它 有 六 个 元 素 , 分 别 为 (如 下 图 所 
示 ) 

e( 单 位 元 ) : 不 变 ; 

d: 绕 垂 直 正 三 角形 平面 并 通过 三 角形 重心 的 轴 转 20/3 角度 ; a. b 

f: 绕 上 述 轴 转 4m/3; | 

a, b, c 分别 为 绕 正三 角形 三 个 分 角 线 转 n 角 的 转动 . 

下 面 列 出 了 这 六 个 变换 操作 的 乘法 表 . c 


D, 的 乘法 表 


利用 子 群 可 定义 群 的 左 陪 集 和 右 陪 集 ， 陪 集 ( cosr) 在 群 论 中 有 着 重要 的 作用 . 
定义 1.1.3 S HER GHT H= h, h, 2, h), 取 G 中 一 个 不 属于 子 群 五 的 
TR g, 即 geC, g e H. 按 群 的 乘法 , 可 由 g 和 子 群 构造 出 一 个 元 素 集 合 ， 即 


= [z ` hi, g€ ° h, `) £ ° hl 
由 于 & 是 从 左边 乘 有, 称 这 个 集合 为 子 群 卫 的 左 陪 集 , 同样 也 可 构造 出 元 素 集合 . 
Hg = {h g, h," g, 0, hye g) 


称 Hg FE H KARR. 由 于 gs G, h,o, h,e G, 因而 陪 集中 均 为 群 6 的 元 素 , 而 g 
€H, h, v, hr < 互 ,因而 陪 集中 的 元 素 均 不 在 子 群 豆 之 中 ,否则 将 破坏 子 群 的 封闭 性 . 
陪 集 中 元 素 的 数目 等 于 子 群 内 元 素 的 数目 , 也 就 是 说 陪 集中 元 素 的 数目 等 于 子 群 的 阶 
数 . 

定理 1.1.2( 陪 集 定理 ) <H GH TE, 则 子 群 石 的 两 个 左 陪 集 或 者 具有 完全 相 
RETR, 或 者 没有 任何 相同 的 元 素 , 对 右 陪 集 亦 然 . 
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证 明 $g. gs e G, Ego gs # H, 它们 分 别 构造 出 两 个 左 陪 集 ， 即 
BaH = {gs hi, Za t Se 
gH = |£ ` hi, gg ` h,, `, Zg `° h} = {gg “hl h; e H| 

假定 它们 之 间 有 一 个 公共 元 素 ， 即 
8a ` h, = gg * h, 
用 g。 的 逆 ge ,从 左边 乘 上 式 ， 得 到 
Ba So 
再 用 的 道 h' 从 右边 乘 上 式 得 到 
h. hi. 


=g ` Ep 
根据 群 的 封闭 性 , hi- hs" e H. 因而 集合 
[gp = lh: hi’ +h} 


H y 取 遍 子 群 五 中 的 元 素 时 ， A h, hi h, 取 饥 整个 子 群 豆 ,而且 每 元 素 
只 出 现 一 次 . 于 是 左 陪 集 
g, H = Íz, ` gi! * ga h,l h, eH} = lgs * h,! h, e H} 

与 左 陪 集 : 
H = g hl h, e H) 
有 完全 相同 的 元 素 . 从 而 证 明了 如 果 两 个 陪 集 gH 和 gsH 若 有 一 个 相同 的 元 素 ， 则 它们 
的 元 素 全 部 相同 , 或 者 它们 间 根 本 没有 相同 的 元 素 . 

这 个 定理 给 出 了 一 种 利用 子 群 把 群 的 元 素 分 解 为 互 不 相交 的 若干 元 素 集合 的 方法 . 

定理 1.1.3( 拉 格 郎 日 定理 ) 有 限 群 的 子 群 的 阶 数 等 于 该 有 限 群 阶 数 的 因子 . 

证 明 令 G 是 nn 阶 有 限 群 ， H £ G BJ m Br BË. 取 g,, 83,…, gx EC 而 不 属于 子 群 
H, 构造 出 一 系列 左 陪 集 . 

H = eH, g,H, gH, -:: , gH 

这 些 陪 集 覆 盖 了 整个 群 G. 根据 陪 集 定理 ， 这 一 系列 陪 集 或 者 完全 不 相交 ， 或 者 完全 重 
合 , 完全 重合 的 陪 集 只 保留 一 个 .于 是 各 陪 集中 的 元 素 互 不 相同 , 这 些 完全 不 相交 的 陪 
集 系 列 ( 包 括 子 群 吾 , 它 可 视 为 陪 集 eH) 和 覆盖 了 群 6 的 元 素 . 而 每 个 陪 集 包 括 m 个 元 素 ， 
因而 n/m 等 于 ,上 为 完全 不 相交 的 陪 集 的 数目 , 即 m 为 n 因子 . 即 群 6G 的 阶 n 等 于 子 
RE H B m 乘 以 完全 不 相交 的 陪 集 数 目下 

由 拉 格 郎 日 定理 可 得 到 一 个 推论 , 即 如 果 有 限 群 的 阶 是 素数 ， 它 只 包括 一 个 因子 1 
和 它 自身 ， 即 素数 =1: 素数 ， 因 而 阶 为 素数 的 群 只 有 两 个 平庸 子 群 , 即 只 由 单位 元 e 8 
成 的 一 阶 子 群 和 它 自 身 . | 

ET n MWR CIECHI m Br of ik H YR H E$ RARR), 即 

| G=H@g:H@g ° HO @ z, * H 

时 g, gogr 称 为 陪 集 的 代表 元 素 , k=n/m. 陪 集 的 代表 元 素 是 可 以 不 同 选择 的 , 但 对 
一 定 的 陪 集 分 解 , 它们 是 完全 确定 的 . 

例 7 D, 群 . 它 的 阶 为 6, 因 式 分 解 为 6=2 .3 =1 :6, 表明 除 平 良子 群 外 , 它 包括 
2 阶 子 群 和 3 阶 子 群 ， 绕 通过 正三 角形 中 心 而 且 垂直 正三 角形 所 在 平面 转动 0, 20/3, 
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4m/3 的 三 个 转动 构成 C, 群 , CE D, 群 的 三 维 子 群 ; 分 别 绕 三 个 角 平 分 线 转 0, z 的 三 
个 子 群 C, 是 D, 的 二 阶 子 群 . 
由 子 群 五 构成 的 左 陪 集 
= lg:hl h, e H} 
与 右 陪 集 
Hg = [hi * g! h; e H| 
一 般 是 不 相同 的 ( 因为 群 的 乘法 一 般 是 不 符合 交换 律 的 ， 即 g g; 头 g;: g,)， 如 果 对 任 
ER ge G 子 群 的 左 陪 集 gH 与 右 陪 集 Hs 都 完全 相同 ， 即 
g*H=H:g 
则 称 子 群 五 为 不 变 子 群 (invariant subgroup) 或 正则 子 群 (regule subgroup). 
如 台阶 群 五 是 及 阶 群 6 的 不 变 子 群 , 由 五 构成 的 左 陪 集 与 右 陪 集 相同 , 可 不 加 分 


别称 为 陪 集 ， 互 不 相交 的 陪 集 (包括 子 群 妃 = e 有 8) 共有 并 个 ， 这 nm 个 元 素 集合 可 视 为 新 


的 元 素 , 它们 也 构成 一 个 群 , 称 为 6 的 商 群 、 记 为 C/H. REE C/H 的 元 素 为 
| eH, gH, gH, +, gH (k = n/m) 
商 群 的 元 素 为 C HONRAR, 它 的 乘法 由 群 G 的 乘法 决定 , 可 得 到 如 下 规则 : 
(1) H: H = SN hat © {hi, ha, °, hn} 
=f- “=, h, 1 =H 
(2) IH C e, =g,*g ° H-H=g,` ge H=g, t H 
在 得 到 上 式 时 , 利用 了 五 为 不 变 子 群 , IJ H - gs = gs, * H EYE. 
因为 陪 集 的 代表 元 素 g,, g;,…, g&; ERBEN, 因而 g, ss 可 能 有 两 种 情况 ， 
一 是 g。: gg = g, 8y 为 代表 元 素 e, gz ,8 ，…， g, 中 的 一 个 , 因而 陪 集 之 积 为 
Ba H: ge H = g," H, g, = Es ` gp 
另 一 种 情况 是 z, ` gp E PERRRENR, 但 是 g。. gp © H=g,H 仍然 是 一 个 陪 集 ， Ñ 
据 陪 集 定理 , 这 个 陪 集 一 定 是 。 g, gs,… ,gi 为 代表 元 素 的 一 个 陪 集 ， 比 如 为 g， ` 
因而 它 就 是 那个 陪 集 ， 即 
g, H*g H = g, ` H 
RP g, zg。 ` ga, ME zg, * gç = g, ° hi 
g.H * g H = {ga h, ° Ée ° h} = TA “ h;} = g,H 
显然 商 群 的 单位 元 为 不 变 子 群 HH, gH AAH gH, 由 群 6 乘法 遵循 结合 律 可 得 到 
商 群 的 乘法 也 遵循 结合 律 , 显然 在 这 种 乘法 下 商 群 是 封闭 的 .下面 给 出 商 群 的 定义 . 
定义 1.1.4 设 m 阶 群 二 是 n 阶 群 G 的 不 变 子 群 , 互 不 相交 的 陪 集 H, gH, 
& 五 覆盖 了 整个 群 G(k=n/m), 可 把 元 素 集 合 H, gH, =, gH 看 成 是 新 的 群 元 素 ， 定 
义 这 些 元 素 集合 的 乘法 为 陪 集 集合 中 元 素 按 群 的 乘法 相 乘 而 得 到 的 另 一 个 集合 , 即 
H-H=H 
get H: ga H = g, H 
这 在 种 乘法 之 下 ,n/m 个 元 素 集合 构成 一 个 群 ， 称 为 群 G 的 商 群 (factor group) ， 记 为 
G/H. 
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例 8 群 D, 的 商 群 . 
D, 的 6 个 元 素 为 
e, d = C,(2zm/3), f = CG (4m3) 
a =CG(Tm), b= C,(m), c= C, (m) 
它 包括 4 个 子 群 : . 
H = {e, a}, H, = le, b}, H, = le; c}, H, = le, d, f} = Cs 
HE H, 是 不 变 子 群 . 它 的 陪 集 为 
aH, = {a, b, c} 
因而 {C;, aC;| 构 成 D, 的 商 群 D;/C,, 这 个 商 群 包括 两 个 元 素 . 
如 果 群 的 乘法 满足 交换 律 ， 即 对 任何 元 素 a, a, 均 有 
则 称 这 种 可 交换 的 群 为 Abel Ff. 显然 Abel 群 的 左 陪 集 等 于 右 陪 集 , 因而 Abel 群 的 非 平 
良子 群 都 是 不 变 子 群 , 它们 都 可 生成 商 群 . 


1.2 jt 3 2E 


l 

在 上 节 中 讨论 了 用 子 群 及 其 陪 集 把 群 元 素 分 解 为 若干 互 不 相交 的 子 集 的 方法 ， 分 类 
群 元 素 另 一 个 更 为 重要 的 方法 是 定义 群 元 素 间 的 共 轿 关系 , 利用 共 罗 性 质 把 群 元 素 分 为 
互 不 相交 的 共 轿 元 素 类 , 或 简称 为 类 ， 类 的 概念 在 群 论 中 是 十 分 重要 的 . 

定义 1.2.1 令 群 6G 包括 元 素 e, a, b, c, d, f, =, 对 于 两 个 元 素 a, be G, 若 存在 
男 一 元 素 fe G, Ef- a-f =b, MUJER b E a FHE ( conjugate) , 记 为 b~a. 

显然 共 辆 元 素 是 相互 共 恩 , Bb5 adti, a tE bM, 因为 f+ oa flap, 
则 广 5 f=a. 共 因 的 另 一 个 性 质 , 是 共 轿 具 有 传递 性 , Bla- b, b~e, Maj e. 因为 

f: b f fl = a, g b+ g = ec 
则 
a=fib- f’ =f:(g" erg): 
=(f:g')+e (g f'y = h+e + h? 
JeEf:zg'=h, gf! =h-!， 这 说 明 a ~c, 注意 元 素 之 积 a b 的 逆 为 (a .5)-! = 
boa~, 亦 即 交换 相 乘 的 元 素 之 顺序 ,再 分 别 取 逆 ， 这 一 点 容易 证 明 .因为 
(a-b) (ba) =a+esall =e 
(b oa). (a-b) =b -a -a-b=b"-e-b>=e 

由 于 共 罗 元 素 之 间 具 有 传递 性 , AETR T. 

定义 1.2.2 群 G 内 彼此 共 力 的 元 素 集合 称 为 这 个 群 的 一 个 共 示 元 素 类 ( conjugate 
class) ,简称 为 类 ( class). 

H T3E3B26 38 e 4B R 33808 , MERRIER, 因而 由 共 罗 元 素 类 中 的 一 个 元 
素 决定 了 全 部 共 配 类 中 的 元 素 ,， 因 而 包括 元 素 g HHX, TERN 

8 类 = {FIF = hah; , ha PORRE C) 
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注意 : 34 h, PORRE G BF, /可 能 出 现 多 次 , 在 寻求 类 时 ,只 保留 一 个 . 

由 于 共 思 具有 传递 性 , 两 个 共 力 类 中 不 可 能 有 共 辣 的 元 素 , 否则 将 是 一 个 类 . 因而 
可 用 共 轰 类 把 整个 群 的 元 素 分 为 类 的 集合 . 

Abel 群 乘 法 是 可 交换 的 ,因而 Abel 群 中 每 个 元 素 自 己 成 为 一 个 类 ,， 即 

a=f-b-f! =f:-fl:b =esb =b 
在 任何 群 中 单位 元 。 自身 为 一 个 类 , 即 
fref’ =e 

不 同 共 示 元 素 类 中 所 包括 的 元 素数 目 不 一 定 相 同 , 这 一 点 与 陪 集 都 有 相同 的 元 素数 
目 是 不 同 的 . 为 了 讨论 有 限 群 共 恩 类 内 元 素 的 数目 , 将 给 出 定理 1. 2. 1. 为 了 证 明 这 个 定 
H, 首先 给 出 两 个 引 理 . 

引 理 1 有 限 群 G 中 与 任 一 元 素 z 相交 换 的 所 有 元 素 构成 G 的 一 个 子 群 , 记 为 Hs, 
H = {heGlh- g=g'h}. 

证 明 这 条 引 理 证 明 起 来 是 简单 的 ,只 须 证 明 严 中 包括 单位 元 和 在 群 6 的 乘法 下 
是 封闭 的 , 而 且 H° PEBE h, 则 一 定 也 包括 六 的 道 凡 就 可 以 了 . 显然 单位 元 e 与 g 交 
1, 即 e.&g&=&'…e, 因而 严 PRRI AAAA h, h. eH Bl h, g=zg hi, 
h, g=zg ` h,, 则 h, 与 h, Zh =h, ° ht- g 交换 ， 即 

(h, -h)g = h, ° (À, ° g) = h, ° 8 * h, = g+ (h, ` h,) 
亦 即 
h, +g = g ° h, 

如 果 h.g=gh, 则 hh-.g:h =g, BMR- hog h'lah'. g, B|) z + h ! = 
h` -g EW he H°, 则 hh”'e Hs 这 就 证 明了 引 理 1. . 

引 理 2 XR GTE H, 构造 左 陪 集 8 H'= {g 8;,…, gl , 构成 这 个 陪 集中 元 
素 的 充 要 条 件 是 : 

BB ET = 

证 明 LE ze G, 不 属于 严 , CMER g gtg =8 E g’, Pg= 
go ° €> ° £ ° 82 ID 这 表明 gr ` z, 与 5 交换 ， 因而 gr ` gx e H. TE z, ` ET ”22 
是 陪 集 gH 中 的 一 个 元 素 . 反之 若 z, ERE z, H° 中 的 一 个 元 素 则 g, =g ` h., heH, 
因而 f 

B28°B87 =m hegihegi =m egte 

这 就 证 明了 这 一 引 理 2. 

定理 1.2.1 zm 阶 有 限 群 每 一 个 共 忽 类 中 元 素 的 数目 为 群 Ç 阶 n 的 因子 . 

证 明 根据 陪 集 定理 , 群 G 可 按 子 群 H: 的 陪 集 分 解 为 

Ç = H @ gH @ gH O Ogh 
TE H 和 各 陪 集中 的 元 素 均 不 相同 . 令 H° 的 阶 为 m, 于 是 
H = {h =e, h, pp 天 | 
g&H = 1g = pi, P, s Ph} 
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gH = |g, = Pi, pi, ts Phal 
ps = 8, ° h, 
h,, pi 都 不 相同 而 且 包 括 了 群 G 的 全 部 元 素 . 
由 于 六 -g=zg:h, MH 
h sg h? = h, gh) = =h, gh = g 
根据 引 理 2， 
pig: (p) = p g: (py) = 
=p, g (Ph) ` 
并 且 可 证 明 元 素 p; ° g ° (pi) 与 可 g ° (pi) “BAH. 因为 若 
Pig’ (p) = piege (pi) ” 
则 得 到 
(p) pig: (pi) -gs = z 
即 
((p) pi) tg: ((p) sp) =g 
因而 要 求 g 与 (p;) “pj 交换 ,如果 满 足 这 个 条 件 ，(p!) -' + pi 则 为 H° 中 的 元 素 , 从 而 f 
mH = gH , JEO A. 
PKHEBH Y 8 pitin S A EE H MER gH, gH, =, gE 各 自给 出 了 包括 元 素 g 
的 共 轿 类 中 的 一 个 元 素 , aku 9368 Y X33652 02 Bor, 因而 


包括 元 素 z 的 共 氏 e 类 中 元 素数 目 = 人 的 阶 )a， 亦 即 类 中 元 素 的 数目 为 群 阶 的 因 
CHE 的 阶 )m 


子 . 
例 FED, IHX. 
D, 的 6 个 元 素 : 
e, C,(2m/3), C (4m/3) = C' (20/3), COm) =G)", 
Co(T) = Cn)”, G(r) = G(r)" 
分 为 3 SH, BH . 
fel, {C.(2m/3), CI(4z/3)], IC (z), C (mn), C,( 7) | 
在 上 节 中 我 们 定义 左 陪 集 与 右 陪 集 相同 的 子 群 为 不 变 子 群 ; 从 类 的 角度 看 , 也 可 定 
义 不 变 子 群 为 包括 整个 类 的 元 素 的 子 群 ， 即 若 不 变 子 群 中 包括 一 个 元 素 h, 则 它 一 定 
包括 与 疡 相 共 配 的 全 部 元 素 , 这 两 个 定义 是 完全 等 价 的 . 
我 们 首先 从 后 一 个 定义 推出 前 一 个 定义 , 即 不 变 子 群 五 的 左 陪 集 和 右 陪 集 为 
gH = fg rhil h; e H| 
Hg = lh. ` gl h; e H} 
由 于 五 中 包括 了 与 h, ARHAR, AN e hg 也 在 妃 之 内 ,于 是 左 陪 集中 
的 元 素 
g- (zg? ` h, ° g) = h ` g 
也 出 现 于 右 陪 集 中 , 这 说 明 了 包括 整个 类 的 子 群 左 陪 集 与 右 陪 集 完全 相同 . 
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从 左右 陪 集 相同 定义 为 不 变 子 群 , 也 可 推出 这 种 子 群 , 一 定 包括 整个 类 的 元 素 ， 由 


于 
> gH = Hg, geG 
即 
[8 
Bp 
gh = h * 8 
由 此 得 到 


gh °g sh, geG 
即 矿 中 若 包 括 元 素 h, —Et1b 41815 Z 3tin n) p 36. 


1.3 群 的 直 积 与 直 积 群 


令 两 个 群 G, F G, 它们 的 元 素 分 别 为 {gi。} 和 | gg} BH G, = lgu; gn, 813, s Bul, 
G = {gx 82 ，…， gx1， 可 定义 两 个 群 的 直 积 . 

定义 1.3.1 包括 个 元 素 的 集合 G, = {gu, En» s Eia | 与 包括 n, 个 元 素 的 集合 
G, = fg2 ， E2, t, Eml 的 直 积 ， 为 一 个 新 的 集合 ， 其 中 包括 nin, 个 元 素 Bop = BlaB2g， 即 

G, @ G, = {gs}l, oa=1,2,.,nm,B=1,2,..,n, 

元 素 gp 为 Bla828 =8S2s8lo， 亦 即 元 素 对 Sia826， 它们 之 间 并 不 存在 乘法 关系 ， 只 是 把 这 一 
对 元 素 记 为 集合 G 的 一 个 元 素 . 

定义 1.3.2 车 集合 G, 和 G, 是 两 个 阶 分 别 为 n, fll n, 的 群 , 它们 的 直 积 

GIG =G, G= lgal, G= 1,2,-,. m, B=1,2,..,n, 

仍然 是 一 个 群 , 称 为 G, 与 G, 的 直 积 群 , 记 为 6G = G, @G,. 

ER C, 和 G6, 内 部 存在 元 素 间 的 乘法 , ERRA G 中 乘法 定义 为 

Bop ` Eys = Eil ` B1y828 = El * Eilg ` B28 
其 中 
Ela “Bly = Eiro B28 ° B28 = Erm 
因而 
Ela ° E1782 * 828 = Br8m = Erm 
显然 G 中 的 单位 元 为 
f e = eile, 
可 以 看 到 
er Eo = @6 ° BlaB2p = el * Bla€2 ` Eag = Bilag = Bop 
Eog ° € = BlaB2p * C1€2 = Bia ° G€; ° C = Bop 


元 素 Bog 的 道 为 


-1 ~1 -1 


g; = Bib 
由 定义 得 到 
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Bog Ea =E ' EI E = ee, = e 
Ea ` Eg = El E ` Sila82p = elez = e 
H + G, 和 Ç, 的 乘法 符合 结合 律 ， 因 而 直 积 群 中 元 素 乘法 也 符合 结合 律 .显然 直 积 群 的 
元 素 在 上 述 定义 的 乘法 下 是 封闭 的 .因而 G 确 是 一 个 群 . 
若 群 G 包括 两 个 子 群 C 和 G,, G,@G, = G, 群 G 中 的 每 个 元 素 So 都 可 唯一 地 表示 
为 go = == ° Bp Bia eb, Eg E G,) , 而 且 按 群 6G 的 乘法 gia ` Eg TER ° Elas 则 称 群 G 是 
HTE G 和 G, HERE, G = G, @G,. 容易 证 明 每 个 子 群 C 和 G, 都 是 不 变 子 群 . 此 时 
称 Ç, 和 G, JE Ç 的 直 积 因子 . 
HFG 是 6 的 不 变 子 群 , 可 定义 商 群 6/G = G,, 同样 也 可 定义 商 群 CAC =C， 


1.4 和 群 的 同 态 与 同 构 
1.4.1 同 态 


同 态 (homomorphism) 和 同 构 (isomorphism ) 是 群 论 中 的 两 个 重要 概念 , 它们 把 数学 上 
的 抽象 群 与 应 用 中 的 具体 群 沟通 起 来 , 是 群 表示 理论 的 重要 基础 

定义 1.4.1 两 个 非 空 集合 对 = EE xn 和 了 = | 和， Into 如果 存在 
一 种 对 应 关系 f, 使 了 中 的 元 素 x; 与 集合 了 中 的 唯一 一 个 元 素 y, 相对 应 ， 而 且 这 种 对 应 


穷尽 了 集合 了 中 的 元 素 , 则 称 这 种 对 应 关系 了 为 集合 到 集合 了 的 映射 ， 记 为 


y— y 


把 x 一 yy WA f(x) = Yks 即 YE Æ x, 的 象 . 
l ERR X RNEER Y HRAS 只 要求 下 中 的 每 一 个 元 素 x, 与 唯一 的 一 

应 , 但 不 要 求 不 同 的 x; 对 应 不 同 的 y RESE X S E PA N 则 称 
AWAS 

定义 1.4.2 G 和 五 是 两 个 群 ， TERMS, EI CHANI E 这 种 映射 使 C 的 


元 素 {go，82 ，…， A H H RTX | ho, h, è h | 对 应 起 来 ， 而 且 在 映射 中 保持 群 中 
相对 应 的 元 素 之 积 也 相对 应 , 即 

8!1 Es 

Eaha , , gh, 

8g 8 
而 且 , 若 


ga —h,, Eg ` hm 


Ea ` Eg — h, * h, 
称 存在 这 种 关系 的 群 G 与 群 五 同 态 . . 
一 般 来 讲 , 群 G 1532 H AAS, 不 能 保证 五 与 6 同 态 , 因为 同 态 只 要 求 群 Ç 中 的 若干 
个 元 素 与 群 五 中 一 个 元 素 对 应 , 并 不 要 求 一 一 对 应 .因而 群 G 的 阶 可 能 大 于 群 五 的 阶 . 


第 一 章 有限 群 理论 基础 11 


反之 对 群 鼠 来 讲 , 它 的 一 个 元 素 与 6 中 若干 个 元 素 相 对 应 , 这 就 破坏 了 群 五 与 群 6 同 态 
的 条 件 . 

定义 1.4.3 WRR CSE FAS, EF 6 中 与 群 单 位 元 hh 相对 应 的 元 素 集合 总 = 
1g8。，"…，&8p| 称 为 同 态 核 (kernel of homomororphism). 

定理 1.4.1( 同 态 核定 理 ) EE 6 与 群 同 态 , WASA H AR C 的 一 个 不 变 子 
群 ; 而 且 不 变 子 群 五 对 应 于 下 群 的 单位 元 有 ,不 变 子 群 二 的 每 一 个 独立 的 陪 集 zH, 对 
应 于 正中 的 一 个 元 素 太 . 

证 明 首先 证 明 鼠 是 G 的 子 群 . 由 于 同 态 要 求 保 持 乘 法 结构 , 因而 G 群 的 单位 元 z. 
一 定 对 应 于 下 群 的 单位 元 及, 否则 若 z —f,=f,, Bafa W| g, * Ba =g,—f., ` f,=f., 所 以 
太一 定 是 hh. 五 中 的 任意 两 个 元 案 ha, hs KIER ha heh © h =h, IKWA 五 是 封闭 的 . 
对 于 右 中 的 任 一 元 素 h, HW ha, 令 ha f AIA ha t ha f, frs WI h, hi! =Z 
fo HWER A =f, MA, =A 这 说 明 h e H. 从 而 证 明王 是 Ç 的 一 个 子 群 . 

进一步 证 明 互 是 不 变 子 群 , 为 此 只 须 证 明 五 中 车 包括 元 h., 则 一 定 包 括 h 的 整个 
289028. 若 h es 万, W h, 的 共 二 元 素 gh - gr —f, h E = 有 ， 即 是 为 不 变 子 群 . 
( 同 态 映射 中 , 若 gafas Maa fa s 否则 ga A Afa s M| g, ` gx! = zf, ` f,, AN 
是 不 可 能 的 . ) 

根据 陪 集 定理 , 群 Ç 的 全 部 元 素 也 可 分 解 为 不 变 子 群 H 和 它 的 不 相交 的 陪 集 ， 即 

G = IH, gH, gH, …, g H| 
上 式 说 明 Hh. Æ ef MER gH 的 全 部 元 素 都 对 应 于 f;， AA z, hef ` f, =f， 
h,e H. MESAER gH 和 g,H 对 应 于 不 同 的 f 和 f. 如 果 f; 和 相同, MJ g h.— 
F ho FSi g hh fo EFFI, ERER g BAe g h — fr £ h =Á, BH 
g ‘g’ h,e H, 这 与 g,， £; 不 属于 已， WIB g, g; EHTE, 因而 只 能 有 #f.. 这 便 证 
明了 定理 的 第 二 部 分 . 

由 这 个 定理 可 得 群 G 与 群 同 态 时 , 群 的 阶 数 之 间 的 关系 . 

推论 : WMR n MEE G 与 m MEEF RS, 同 构 核 的 阶 数 为 天， 则 n = km. 

例 1 D, 群 与 二 维 空间 的 反 演 群 1 同 态 . 

三 维 空间 反 演 群 1 包括 两 个 元 素 , Mie, il, e 为 单位 元 , i 为 空间 反 演 ，D, 群 的 元 
素 为 

e, C,(2m/3), C,(4w/3), CCa), Cm), CCm). 
D, 群 的 不 变 子 群 为 
le, C,(2m/3), C, (41/3) } 
” —1 
= le, C,(27/3), C.(4z/3)] — e 

C, ays (CCa), Cn), Cn) — 
DETH H = le, C, (20/3), C,(4z/3)] 为 同 态 核 , 它 的 陪 集 Ci(nm) 吾 = |C (T), 
Cz(T) ，C:(T) | 对 应 于 这 
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1.4.2 同 构 


定义 1.4.4 两 个 阶 相同 的 群 G 和 下 , 存在 一 种 一 一 对 应 的 映射 ， 即 群 G 的 元 素 与 
群 眉 中 的 元 素 一 一 对 应 , MEAE gfi gf NJ z, gj =e 也 对 应 于 ff fa, El 8 一 
S 则 称 存在 这 种 关系 的 群 6 与 同 构 ,当然 F tB 25 Ç 同 构 . 

显然 同 构 是 一 种 特殊 的 同 态 . 

例 2 三 个 对 象 的 置换 群 5 与 D, 群 同 构 . 

nn 个 对 象 的 置换 群 由 n 个 对 象 的 全 部 置换 构成 ， 记 为 Sa, 其 阶 数 为 n!， 置换 群 的 元 
素 可 表示 为 

(: 2 3 oe ”) 


i, i, e, LRL, 2, 0, n 中 的 不 同 数值 , 它 的 意义 是 个 对 象 的 一 种 置换 , 在 这 个 置 
换 中 ， 1 换 为 i, 2 换 为 i, ”9 k 换 为 ip, n 1828 in 


S, 群 的 元 素 为 
Gaa baa Gaz 
Gaa hai kis 

D, 群 的 六 个 元 素 为 


C,(2x=/3), C (47/3), Ci(T) ， .C.,(m), G(T), e 
在 它们 之 间 可 建立 对 应 关系 : 


< 一 人 2 `), CC2m3) 一 人， 2 中 G45/3) 一 人 : 2 >) 
1 2 3 2 3 1 3 1 2 

1 2 3 1 2 3 1 2 3 
cm Ed Ce ewh ° 3) 
1(™) 1 3 2 m = 2 1 (m) 2 1 3 


从 两 个 群 的 乘法 可 看 到 这 种 对 应 关系 也 保证 积 的 相互 对 应 . 

例 3 # Ç 的 两 个 共 斩 子 群 相 互 同 构 . 

WR HER G 的 子 群 , H Bg3tin Ë Ë X gig (ge G), TRHAT B= gHg `! 
与 五 同 构 , 对 应 关系 为 

H— H, kh,— ghz" 
而 且 
je 和 一 (je e g) =gh,” hgg’ 

两 个 同 构 的 群 , 有 相同 的 乘法 结构 , 有 限 群 有 相同 的 乘法 表 , 因而 从 纯 数学 角度 来 

看 , 它们 是 完全 相同 的 . 两 个 群 G 和 下 同 构 , 记 为 G= F. 


1.5 线性 空间 和 线性 变换 群 ， 线 性 变换 群 的 矩阵 表示 | 
| 
线性 空间 (linear space) 也 称 线性 向 量 空间 ,是 一 个 重要 的 数学 概念 ， 它 是 一 个 定义 
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空间 内 元 素 ( 一 般 称 为 向 量 ) 间 的 加 法 和 空间 内 元 素 ( 向 量 ) 与 数 域 内 数 的 徘 法 的 集合 / 
面 给 出 严格 的 定义 . 
定义 1.5.1 由 向 量 x, y, z, …, 组 成 的 向 量 集合 V, 对 向 量 定义 轴 法 -后 县 煌 法 遵 
从 交换 律 , 即 
x+y=y+x, x,yeV 
并 且 存 在 唯一 的 一 个 零 元素 , 记 为 0, 使 
O+tx=x+0 =x 
定义 向 量 与 数 域内 的 数 的 乘法 ， 即 
a(x +y) =ax+ay, a e K 
(ab)x = a(bx) 
(a +b)x = ax + bx 
对 数 域 中 的 1 有 lx =x， 对 数 域 中 的 -1 有 -lxr= -x,x+(-x)=0. 这 种 集合 了 称 为 数 
域 K 上 的 线性 空间 , 如 果 天 是 实数 域 及 则 称 为 实 线性 空间 , K 为 复数 域 C 则 称 为 复线 性 
空间 . 
显然 线性 空间 是 一 个 Abel 群 ,此 时 把 空间 中 的 向 量 视 为 群 元 案 ， 把 向 量 间 的 加 法 视 
为 群 的 乘法 , 0 向 量 为 群 的 单位 元 , 向 量 x 的 逆 为 -x. 
线性 空间 中 的 向 量 可 分 为 线性 相关 的 或 线性 无 关 的 , 这 是 向 量 空间 的 一 种 重要 关 
系 . 
定义 1.5.2 ”如果 线性 空间 7 HAE a, x;,…, xi 8 V, 存在 一 组 不 全 为 0 的 
Ea, a,, t, a, e K, 使 
y ax; = 0 
则 称 向 量 x, , x, ，…, % 是 线性 相关 的 , 反之 , 若 不 存在 不 全 为 0 的 一 组 实数 , 则 这 组 向 
量 是 线性 无 关 的 . 
有 了 线性 无 关 的 概念 ,就 可 定义 线性 空间 的 维 数 ， 如 果 在 线性 空间 了 中 , 最 多 只 能 
有 个 向 量 是 线性 无 关 的 , 也 就 是 说 任何 (n+1) 个 向 量 一 定 是 线性 相关 系 的 , 这 时 称 线 
性 空间 是 n 维 的 . 
对 =” 维 的 线性 空间 V, 可 任意 选择 个 线性 无 关 的 向 量 e , e,,…, e, 作为 了 的 基 向 
量 或 称 基 矢 (basis) , 于 是 V 中 任意 向 量 x 都 可 表示 为 这 组 基 矢 的 线性 组 合 .因为 按 定 
义 ， 基 矢 以 外 的 任何 向 量 x 都 与 整个 基 矢 线性 相关 ， 即 
> ae, + bx = 0 
或 写 为 
x = > [- Je = È, mei, x; -- 


称 这 nn 个 数 x = -F i=l, 2, o, n WARNER e, ez, =, e, 的 坐标 
在 线性 空间 了 上 可 定义 线性 变换 
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定义 1.5.3 若 变换 4 是 把 空间 了 映射 到 了 的 映射 , 它 把 了 中 的 向 量 x 变 为 y,，x，,y 

eV, Ep 
A(x) =y 
而 且 
A(ax + by) = aA(x) + bA(y) 

则 称 4 为 线性 空间 V 上 的 线性 变换 . 变换 的 线性 表现 在 上 述 第 二 个 式 子 上 . 

两 个 线性 变换 A 和 B , 相继 施加 于 向 量 x 得 到 

B(A(x)) = B(y) =z 
它 的 结果 相当 于 另 一 个 变换 C 使 
C(x) =z 
因而 可 定义 线性 变换 的 乘积 ， 即 
BA = C, BA(x) = C(x) 

而 且 [C(CB4) ](x)，=[ (CB)4](x), 即 线性 变换 之 积 遵 循 结合 律 . 

也 可 定义 线性 变换 4 和 8B 间 的 加 法 , Bp 

(A +B)(x) = A(x) + B(x) 
还 可 定义 线性 变换 与 数 a WRA, B l 
(aA) (x) = a[A(x)] 

如 果 线 性 变换 是 满 映射 , BDA 把 矢量 x 变换 为 y, 而 且 对 不 同 向 量 的 变换 其 结果 是 

不 相同 的 , 即 
A(x) = y, A(z') =y, # x = x', Myy 

于 是 一 定 存在 一 个 变换 4 把 y 变 为 x, 即 


A` (y) = x 
而 且 
474(x) = (AA) (x) = A! (A(z)) = A1(y) = < 
因而 
AA = E 
另 一 方面 


(AA) (y) = A(A™(Y)) = A(x) =y, AA =E 
可 见 五 为 保持 向 量 x 或 7 不 变 的 变换 , 因为 +, y 是 任意 向 量 , 为 空间 V 中 把 向 量变 换 
为 自身 的 变换 . 

由 上 面 分 析 可 看 到 , 线性 空间 了 上 的 全 部 满 映射 所 构成 的 线性 变换 ,构成 一 个 群 . 
这 个 群 的 乘法 为 线性 变换 乘法 , 单位 元 为 E, 线性 变换 4 的 逆 为 4 的 道 变 换 4-!. 称 这 个 
群 为 定义 数 域 C F BJ n 维 线性 空间 了 上 的 一 般 线 性 变换 群 ( linear transformation group) ， 
记 为 CL(n, C). 

如 果 向 量 z 对 基 矢 e, e,,…, e, 展开 为 


x = Y ze, 
则 线性 变换 4 作用 后 得 
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AG) = A( ae) = È zAGe) 


因而 4 的 性 质 完全 由 4 NEK e, e, o, e, 的 作用 决定 ，4(e ) 也 是 了 空间 的 一 个 向 量 ， 
因而 也 可 由 基 矢 表示 , 可 令 


4(ei) = Ý ae, 


于 是 对 全 部 基 矢 得 到 一 个 以 ai ,为 矩阵 元 的 矩阵 ， 这 个 矩阵 描述 变换 A. 因而 ， 可 把 线性 
变换 4 表示 为 以 o 为 矩阵 元 的 矩阵 ， 即 


CI Go ` day, 
A=]: : : (1.5.1) 
Qni Go `. Onn ` 


逆 变 换 4 为 矩阵 4 的 逆 矩 阵 , 矩阵 4 存在 逆 矩 阵 的 条 件 是 
detA # 0 (1.5.2) 

这 种 行列 式 不 为 0 的 矩阵 称 为 非 奇 异 和 矩阵. 这 说 明 GL(n, C) 群 的 线性 变换 可 由 全 部 nx 
n 的 非 奇异 和 矩阵 表示 . 每 个 满 映射 的 线性 变换 可 在 一 定 基 矢 下 表示 为 一 个 n x n 的 非 奇 
异 和 矩阵 .线性 变换 间 的 乘法 为 矩阵 的 乘法 . 因为 两 个 矩阵 之 积 的 行列 式 为 

f det(AB) = detAdetB 
所 以 非 奇 矩 阵 之 积 仍 为 非 奇 矩阵 , 非 奇 矩阵 之 积 是 封闭 的 . 

可 以 把 线性 空间 的 基 矢 e, e;, ，…, e, BAPER 


e 


向 量 % 在 这 组 基 矢 中 的 坐标 mm , x,，…, x, 写 为 行 矩 阵 
(x, s MX2， °°, Xa) 
于 是 向 量 x 为 行 矩 阵 和 列 和 矩阵 之 积 ， 即 


el 


x = (x,, X,, t, Z.) e = Xe, (1.5.3) 
en 
线性 变换 4 作用 于 向 量 x 得 到 
an ° Gi, Ye 
Ala) = Y sA(6) = Ga,z s| ey (5.4) 
Ga a. 


向 量 y 的 坐标 为 (yi， Xo, s Yn) > 于 是 


人 . 
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| : G, e day, 
(yi, yo, ts Ya) = (x), X), `° x,) : : (1.5.5) 


a e G, 
HEERA] 
y; = > a; : 
对 于 一 个 线性 变换 4, 它 的 矩阵 表示 与 基 矢 选择 有 关 . 如 果 对 基 矢 el, e，…, 6,, 它 
的 表示 和 矩阵 为 4, 而 对 另 一 组 基 矢 el, e; , …， e, 变换 4 KERREN A, 则 矩阵 4 与 


4' 间 的 关系 , 由 两 组 基 矢 间 的 变换 矩阵 决定 . 
若 两 组 基 矢 ee ，…，e, 和 el , e; ,…, e 之 间 的 变换 关系 为 


, 
el ei €i ei 
e el , 
-1| € e, 
M °? |=|? | 或 MT| 2 |= | ° (1.5.6) 
, , 
En e, °, en 


M 为 基 矢 间 的 变换 矩阵 ， 上 式 展 开 后 为 


my 为 矩阵 M 的 矩阵 元 . 
向 量 x 在 两 组 基 矢 中 的 表示 分 别 为 


e, êi 
x= (zi, X;, ee, Xa) 2 = (xi, 22, , X, ) K 
e, e 
线性 变换 4 作用 于 向 量 x, 则 为 
e ， e; 


4(z) = (xi, =", Â] |= (ar, e x) A 
en 
其 中 4 是 4 的 对 基 矢 e, e, …， e, 的 矩阵 表示 , 4 是 4 的 对 基 矢 e, …, e' 的 矩阵 表示 . 
由 于 向 量 * 对 基 矢 el , e, =, e, 的 坐标 
CR e, w) = (xX1, 22, e, £) M 


因而 


， - 
€i el 
e, e 

, , I、 13 
I (mi, xx, t, x,)A' 2 |= (s, 2, s 2) MU Â'M ? 
! . 
e 
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由 此 得 到 
Â = M'Â'M 或 A' = MAM-! (1.5.7) 

这 说 明 线 性 变换 4 在 不 同 基 矢 中 的 表示 矩阵 间 的 关系 ,由 基 矢 间 的 变换 矩阵 决定 .为 了 
符号 简单 , 通常 把 矩阵 4, AWK A, A. 

通过 上 述 讨 论说 明 n 维 线性 空间 中 的 一 般 线性 变换 群 G6L(n, C), 可 表示 为 nxn 的 
非 奇 矩 阵 群 ， 这 个 群 的 抢 阵 元 ay 取 数 域 C 内 的 数 . n xn 的 非 奇 矩阵 群 是 GL(n，C) 群 在 
选 定 空间 基 矢 后 的 具体 表示 ， 与 线性 变换 4 相对 应 的 n x n 的 非 奇 矩阵 是 线性 变换 4 的 
ASE BE. 或 者 说 m” 维 线性 空间 上 定义 的 全 部 非 奇 矩 阵 群 与 6L(n, C) 群 同 构 . 


1.6 内 积 空间 与 西 变 换 


在 线性 空间 中 并 没有 向 量 长 度 的 概念 , 为 了 表示 向 量 长 度 , 引入 内 积 (inner prod- 
uct) 从 而 定义 出 内 积 空 间 (inner product space). 

定义 1.6.1 如 果 对 线性 空间 V 中 任意 两 个 向 量 x 和 y, 都 存在 一 个 数 as C 与 之 对 
应 , 记 为 (x, y) =a, 而 且 (x, y) 具 有 如 下 性 质 : 

(1) (x, x) 宇 0, 仅 当 x=0 时 , (x, x) =0; 

(2) C, y) =(y,x)°, (y, *) "为 数 (y, x) BMEM, 

(3) (wí +23, y) = (w, y) +(x,, y); 

(4)(ax, y) =a" (x,y); 
则 称 (*, y) 为 向 量 x 与 y 的 内 积 , 定义 有 内 积 的 线性 空间 称 为 内 积 空间 . 

由 性 质 (2) 和 (3) 可 导出 

(w, yi +y) = (wi, yi) + (%1, y2) 
由 性 质 (2) 和 (4) 可 导出 
(x, ay) = a(x, y) 

定义 工 6.2 如 果 两 个 向 量 *, y, 它们 的 内 积 (*, y) =0, 则 称 向 量 * 与 向 量 y EX, 
WH x 1 y. 

定理 1.6.1 相互 正 交 的 向 量 是 线性 无 关 的 . 

证 明 设 一 组 向 量 x, , x,,…, x, 是 相互 正 交 的 , 如 果 它 们 是 线性 相关 的 , 则 存在 一 
组 非 0 的 数 a ,a,,…, an, 使 


取 这 组 正 交 向 量 中 的 任 一 向 量 x, 做 内 积 , 则 
( È ax, x) = > a (si x;) = > a; ôb; = bja? = 0 
其 中 
(x;, x) = bô;, (x, x) = b, 
H x0 时 , b0, 这 说 明 a1 ,a,,…, a, 均 为 0, 即 不 存在 一 组 非 0 的 数 aa ，…，a， 使 
前 述 等 式 成 立 ， 因 而 1, x,, °, x, 是 线性 无 关 的 . 


mm 
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有 了 相互 正 交 的 向 量 是 线性 无 关 的 这 种 性 质 , 就 可 选择 正 交 基 矢 , 这 在 使 用 上 是 十 
分 方便 的 . . 

定义 1.6.3 称 向 量 x 与 本 身 的 内 积 (x, x) 为 向 量 % 的 模 . 对 实 空间 的 向 量 , 模 即 为 
它 的 长 度 的 平方 , 通常 记 为 Ixl? = (z, z). 

有 了 模 的 概念 ,就 可 对 正 交 基 进 行 归 一 化 , 使 之 成 为 正 交 归 一 化 的 基 矢 , 即 令 正 交 
ER 1s E23 "5, Cn 中 每 一 个 基 矢 的 模 为 1, 亦 即 

(e;, ej) = ô; 

在 正 交 归 一 化 基 矢 中 向 量 * 和 y 为 


x = Xi Y5 XY; 
则 它们 的 内 积 为 
(x,y) = ( re, Eye) = >, x: yi 
向 量 x 的 模 为 
(x, x) = > xí zi 
对 实 空间 的 向 量 
(x, 4) = Fa 


与 通常 向 量 长 度 的 定义 是 一 致 的 . 
在 内 积 空间 中 , 选择 一 组 正 交规 一 化 的 基 矢 e, e, t, en, 空间 内 的 任 一 向 量 x 都 
可 表示 为 


e . 
x = (xi; Xas tt, Xa) ? = 4 Xiei 


线性 变换 4 作用 x 后 得 到 


4(x) =(x,, X>, `°" x,) A 


% 
, , , êz , , 
= (Xi, Zx, ``", Z,) . 一 X xi e, = x 
n i 


e 


n 


A 为 nxn 的 矩阵， 变换 后 的 坐标 (x1 ， xx, `... s) H, 


, a 
Xi = > a 
pe 


x 自身 的 内 积 为 
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(x, x) = (Yx, Y ae) = 了 (1.6.1) 
x' 自 身 的 内 积 为 
(w',z') = Da = > ( PERAI È aus) 
-EE TENEN (1.6.2) 
如 果 变 换 4 保持 向 量 的 模 不 变 , B 
(x, x) = (x’, x) (1.6.3) 
则 要 求 
2 a; ay = Ox 


同样 , 利用 x = A"! (x) TER E a; ap = 6n. 满足 这 种 要 求 的 矩阵 4 为 本 矩阵 (unitary 
matrix). 所谓 酉 矩阵 即 和 矩阵 的 逆 等 于 矩阵 的 厄 米 共 示 和 矩阵 , 矩阵 4 的 厄 米 共和 矩阵 4: 为 
A'*=A* 即 ar = az 


4 表示 4 MRES, A 为 矩阵 4 56 ELSA ESE Sk 3EqSa. HFE A = 
A", 则 


于 是 | 
8; = F aray = D aray = È, ai ty (1.6.4) 
E >J n x n 的 单位 和 矩阵 . 
上 述 讨论 证 明了 由 丁 抢 阵 表示 的 线性 变换 保持 变换 前 后 向 量 的 模 不 变 ， 容易 证 明 西 
矩阵 不 仅 保持 向 量 模 不 变 ， 而 且 还 保持 所 有 向 量 的 内 积 不 变 . 
因 
detA* detA = detÁ*detA = (detA4)*det4 = 1 
故 西 矩阵 的 行列 式 为 
detA = e“, a 为 实数 (1.6.5) 
因而 本 矩阵 是 非 奇 矩阵 ， 而 且 丁 和 抢 阵 之 积 仍然 为 西 卸 阵 . 
因为 , 若 4, B 为 西 矩 阵 , 它们 之 积 
AB =C 
则 
C = B'A, C*C = BtAtAB = E 
而 且 
detC = detAdetB = ef) detA =e”, detB = eË 
所 习 AB = C 为 本 矩阵. 
这 表明 n 维 内 积 空间 中 全 部 保持 向 量 内 积 不 变 的 线性 变换 构成 一 个 群 ， 称 为 n 维 西 
群 (unitary group) , 记 为 U(n, C), 称 这 种 变换 为 西 变换 (unitary trans for mation). 定义 
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在 =” 维 空间 上 的 全 部 酉 矩阵 也 构成 一 个 群 , 这 两 个 群 相互 同 构 ， 称 全 部 西 矩 阵 构成 的 群 
为 U(n, CHER, 或 酉 矩阵 是 西 变换 的 表示 矩阵 . 
西 矩 阵 的 一 个 子 集 , 即 单 模 西 矩阵 


det4 =1 (1.6.6) 
它们 在 矩阵 乘法 下 是 封闭 的 ， 即 单 模 本 矩阵 之 积 还 是 单 模 本 矩阵 . 
det(AB) = detAdetB =1.1 = 1 


因而 这 个 子 集 构成 一 个 子 群 , 称 为 n 维 空间 的 单 模 西 群 , 记 为 SU(n, C). 
如 果 一 个 矩阵 4, 它 的 道 等 于 它 的 转 置 , 即 
A = A” 

称 为 正 交 矩阵, 正 交 年 阵 的 行列 式 或 模 为 上 1， 即 

detA = deU =+1 (1.6.7) 
AM n. 维 空间 中 全 部 正 交 和 矩阵 构成 一 个 群 , 称 为 正 交 群 , 记 为 0(n, C). ZE GL(n, C) 
的 子 群 .在 复 空间 中 AA"! =4*. 因而 群 0(n, C) 不 能 保持 向 量 模 不 变 .车 空间 是 实 
HJ, 则 正 交 和 矩阵 也 是 酉 矩阵 ,因而 实 空间 中 U(n, R) 群 与 O(n, R) 是 相同 的 . 
的 单 模 西 群 SU(n, R) 与 单 模 正 交 群 S0(n, R) 是 完全 相同 的 . 它 在 几何 上 表示 n 维 实 
间 向 量 的 旋转 , 也 称 为 n 维 空间 的 旋转 群 , 记 为 R,， 作 为 R, 的 特例 ， 即 R,， PB = 
空间 的 旋转 群 . 


1.7 群 的 表示 


1.7.1 群 表 示 的 定义 ' 


群 的 表示 理论 是 群 论 的 重要 内 容 , 而 且 是 群 论 在 各 种 学 科 中 应 用 的 主要 基础 . 实际 
上 在 上 节 中 我 们 已 经 应 用 了 群 表示 的 概念 , 在 这 节 中 给 出 群 表示 的 精确 定义 ,并 讨论 各 
种 类 型 的 表示 . 

定义 1.7.1 群 C 到 线性 空间 V 上 线性 变换 群 CL(n, C) 的 一 个 子 群 族 的 同 态 映 射 / 
区 为 群 6 的 一 个 线性 表示 ,线性 空间 /为 群 6 的 表示 空间 ， 空间 了 的 维 数 n 为 表示 的 维 
数 , 即 


G— , W C GL(n, C) 


因而 对 群 G 的 任 一 元 素 8i e Ç, 都 有 一 个 线性 变换 4 与 之 对 应 , 记 为 
gi— A(g;), Alg) e€ M 
gr Alg’) = Alg) 
而 且 . 
gg; > A(g,)A(g;) 
如 果 在 线性 空间 7 中 选择 一 组 基 , MJ CL(n, C) 的 子 群 M 可 表示 为 上 xz 的 非 奇 矩 
阵 群 , 因而 G 也 与 这 个 矩阵 群 同 态 , ER M BE C 的 一 个 表示 . 因此 , 也 可 等 价 定义 
群 的 表示 为 : 
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定义 1.7.1' WR G nxn WER M ER, 则 称 和 矩阵 群 M 为 抽象 群 G 的 表示 
(representation). 

这 两 种 定义 显然 是 等 价 的 ， 前 面 已 指出 由 第 一 个 定义 可 推出 第 二 个 定义 ,现在 从 第 
二 个 定义 出 发 , 推出 第 一 个 定义 ， 因 为 nxn 矩阵 群 中 的 每 一 个 矩 阵 一 定 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 
因为 非 奇异 抢 阵 才 有 逆 撼 阵 存在 .每 个 非 奇异 矩阵 是 在 一 定 基 矢 中 线性 变换 的 表示 撼 
FE. 因而 群 G 与 非 奇 矩阵 群 同 态 ， 也 就 是 与 这 个 非 奇异 抢 阵 群 所 表示 的 线性 变换 群 
GL(n, C) 中 的 一 个 子 群 同 态 . 

群 的 表示 本 质 上 是 把 抽象 群 G 与 线性 变换 群 或 矩阵 群 联系 起 来 , 从 而 利用 矩阵 群 来 
讨论 抽象 群 , 这 在 群 论 的 理论 和 应 用 中 都 是 非常 重要 的 . 

在 线性 空间 中 选 定 一 组 基 矢 后 , 就 可 对 线性 变换 群 的 每 一 个 元 素 给 出 一 个 表示 算 
BE, 也 就 是 说 线性 变换 群 的 矩阵 表示 由 基 矢 的 选择 决定 . 不同 基 矢 有 不 同 的 和 矩阵 表示 ， 
但 是 不 同 基 矢 下 , 同一 个 线性 变换 的 矩阵 之 间 存 在 变换 关系 , 即 

A = MA'M” (1.7.1) 
其 中 矩阵 4 和 4' 分 别 为 基 矢 ei , e, 0, e, 和 el , ez,…, e 下 的 同一 线性 变换 的 表示 和 矩 
EF, M 是 两 组 基 矢 间 的 变换 矩阵 ， 则 称 4 和 4' 是 群 G 的 两 个 等 价 表示 . 

定义 1.7.2 如果 表示 空间 了 上 的 矩阵 群 14(go) ,gse GI ER G= |g, g g) 
的 一 个 表示 , 而 空间 V HAPEE A (Ea), g。e G1 也 是 G 的 一 个 表示 , 车 这 两 种 
表示 之 间 存 在 变换 关系 . 

A(gs) = MA'(gs)M™ 
则 称 表示 4' 与 4 是 等 价 的 表示 . 

一 般 空间 中 的 单位 矩阵 忆 的 特殊 情况 是 一 维 空间 的 1 可 以 认为 是 阶 为 1 的 矩阵 群 ， 
任何 群 C 都 与 一 阶 矩 阵 群 同 态 ， 因而 , 1 是 所 有 群 的 一 个 1 维 恒 等 表示 . 

定义 1.7.3 如 群 6 与 线性 变换 群 或 矩阵 群 M 不 仅 同 态 ,而且 还 同 构 , 因而 群 G 的 
TR g e G 与 矩阵 群 中 的 矩阵 M 一 一 对 应 , 称 这 种 表示 为 忠实 表示 (failhful repersenta- 
tion).. 

患 实 表示 在 表示 理论 中 是 十 分 重要 的 , 作为 抽象 群 的 忠实 表示 的 矩阵 群 与 抽象 群 有 
相同 的 阶 、 有 相同 的 乘法 结构 , 因而 对 矩阵 群 的 研究 就 可 给 出 与 之 同 构 的 抽象 群 的 重要 
性 质 . 

例 1 n 维 线性 空间 的 一 般 线性 变换 群 与 n xn 的 非 奇 矩阵 群 同 构 , 因而 ”xn 非 奇 
和 矩阵 群 是 6L(n, C) 的 忠实 表示 . 

例 2 n 维 内 积 襟 间 中 保持 向 量 模 不 变 的 线性 变换 群 U( n) 55 n 维 内 积 空间 中 全 部 西 
和 矩阵 构成 的 群 同 构 ， 即 n xn 的 酉 矩阵 群 是 Ul, C) 的 忠实 表示 . SE n 维 内 积 空 间 保持 
向 量 模 不 变 的 线性 变换 群 ， 即 实 正 交 群 0(n, R) 与 nxn 的 实 正 交 矩阵 群 同 构 ,， 它 的 单 
模子 群 ,构成 SO(n,，R) 群 , 即 疡 维 实 空间 旋转 群 , 也 可 记 为 R 


1.7.2 三 维 空间 中 的 旋转 群 的 矩阵 表示 


三 维 空间 中 的 转动 , 可 表示 为 单 模 3 x3 的 实 正 交 和 矩阵 . 如 取 坐 标 系 (x, y, z) , WA 
* 轴 , y 轴 , z 轴 转 6 角 的 转动 分 别 为 
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1 0 0 
R.(0) = |0 cosð sin0 


0 -sing cos0 
cos 0 sin0 

R,(0) = | 0 1 0 
—sin0@ 0 cos0 
cos -sing 0 

R,(0) = 区 cos0 o] 
0 0 I 


通常 由 所 谓 Euler 角 (a, B, y) 定 义 转动 , 转动 R(a, B, y) 是 一 个 复合 转动 . 它 表 示 
先 绕 z 轴 转 y 角 , 再 绕 转动 后 的 y 轴 ( 记 为 y') 转 B 角 , 最 后 绕 经 历 两 次 转动 的 新 的 z 轴 
( 记 为 z*) 转 a 角 , 而 构成 的 一 个 复合 转动 . 第 一 个 转动 使 向 量 r 变 为 r', 即 

cosy - siny 0 
r' = R(Yr, R,(y) = Ë cosy o) 
0 0 1 
然后 绕 y' 转 6 角 , Er ZAH rr, Bj 
r = R,(8)r' = R,(8)R,(y)r 


cosB 0 sing 
R,(B) -| 0 1 O | 
-sinß 0 cos 


最 后 绕 z 转 w 角 , IE rap rm, 即 
r” = R,(e)r” = R,(a)R,(B)R,(y)r 
cosa -siña 0 
R,(a) = Ë cosa o! 
0 0 1 


用 复合 转动 R(a, B, y) 表 示 上 述 复 合 转动 ， 即 
Rla, B, y)r = r” 


于 是 
R(e, B, y) 

cosa ~sing OY cos 0 sin8gYceosa -sing 0 

= 区 cosa | 0 1 0 | sina cosa ) 
0 0 l 八 -sing 0 cosB 八 0 0 1 

cosa cosBcosy — sin asiny -cos acosBsiny - cosysina sinBcosa 

= | sina: cosBcosy + sinycosy ~ sine cosBsiny + cosacosy singsing | (1.7.2) 
— cosysinB sinysinB cosß 


e, B, y 的 定义 域 为 -下 <a <T, OSBST, -+==y=x. 
例 D, 群 的 三 维 表示 . 
D, 是 保持 正三 角形 不 变 的 转动 构成 的 群 . 下 面 给 出 正三 角形 z 轴 垂 直 xy 平面 , y 轴 
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为 一 个 角 的 平分 线 , 另 一 个 为 x 轴 . 绕 z 轴 转动 2w/3 和 4m/3 的 两 个 转动 矩阵 为 


„L _ Ó 
cos2r/3 -— sin2zm/3 0 2 2 
C,(2m/3) = | sin2m/3 cos2m/3 0 |= B 1 0 
0 0 1 


1 


cos4T7/3 -sin4m/3 0 
C(4m/3) = | sin4mX3 cos4m/3 0 
0 0 1 


I 
° vii |= ° n 
| . 
|= 
° 


绕 第 一 分 角 线 转 n 的 矩阵 为 
cosm 0 sinT -1 0 0 
É 1 ofo 1 o | 
~ sinn 0 cosm 0 0 -1 


绕 第 二 个 分 角 线 转 的 转动 , 可 由 绕 : 轴 转 m/3, 把 7 转变 为 第 二 个 分 角 线 , 绕 这 个 y 转 
7 角 后 再 绕 : 轴 转 - 们 来 完成 , 即 


Cw) =C:(- z)c,G=)c,[ 2) 


3 
1 8 1 £ 
2 2 fe 0 J! -2 0 
= 3 1 0 1 0|/ 1 
-2 2 0 o o -1/jl2 > 0 
0 0 1 0 0 1 
1 8 
2 2 0 
- 3 _ 1 
2 -FT 0 
0 0 -i 
同 理 绕 第 三 角 的 分 角 线 转 n 的 变换 为 
= 2T = 
CCa) =c,[ - =F)e,C) c, 2) 
_ 1 B 0 _ 1 _ 3 0 
2 2 -1 0 O 2 2 
13 d of? 1 3 lop 
2 2 0 0 -ıl 2 2 
0 0 1 0 0 1 
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单位 为 单位 矩阵 ， 即 


这 便 给 出 了 D, 群 的 三 维 忠 实 表示 的 表示 和 矩阵 
1.7.3 变换 作用 于 函数 空间 以 及 变换 的 矩阵 表示 - 


三 维 空间 的 线 变 换 群 不 仅 可 在 三 维 空间 中 表示 为 3 x3 的 矩阵 群 ,而 且 还 可 在 ” 维 
函数 空间 中 建立 起 n ERR, 即 与 n 维 函 数 空间 的 n x n 的 矩阵 同 构 . 

令 下 为 函数 空间 , BE: A), AO), e f.(r) | 为 一 函数 集合 . 

定义 与 三 维 空间 中 线性 变换 R 相 对 应 应 的 算 符 (ROH BRER F PERERA) 
的 作用 为 

P(R)/(r) = /(R'!r) = f (r) 

如 果 函 数 空间 F 中 最 多 只 存在 n 个 线性 无 关 的 函数 , 则 称 玉 是 n 维 的 函数 空间 .在 
函数 空间 眉 中 取 个 线性 无 关 的 函数 e (r), ，…， e(r) 为 函数 空间 下 的 基 函 数 , 则 任 一 
函数 可 由 这 组 基 矢 表示 为 


el 


K) =fie(r) +f,x(r) +, o, +fae,(r) = (Á. Sas =, f.) 


ez 

于 是 
PRAD Uha PO he 

因而 Ç °. 


P(R)e,(r) = e; (r) = È PCR); €; = e(R`r) 
与 变换 尺 相似 的 由 此 就 可 确定 出 一 个 矩阵 P(R) , 它 的 矩阵 元 为 P( 尽 )y， 称 矩阵 P( R) 


变换 在 函数 空间 上 的 表示 . 如 果 全 部 变换 R 构 成 一 个 群 C, 则 称 这 些 矩 阵 为 群 C 在 
! 维 空间 下 中 的 表示 . 
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1.8 可 约 表 示 与 不 可 约 表 示 


在 一 个 表示 空间 中 , 可 选取 无 穷 多 组 基 矢 ,因而 可 得 到 无 穷 多 个 表示 , 然而 这 些 表 
示 都 是 等 价 表示 (equivalent representations) ,它们 之 间 的 变换 关系 依赖 于 基 矢 间 的 变换 
关系 .因而 只 有 相互 不 等 价 的 表示 对 于 群 才 是 重要 的 . 这 就 需要 对 群 的 表示 进行 分 类 ， 
以 便 研究 那些 在 本 质 上 是 不 同 的 表示 . 在 这 种 分 类 中 不 等 价 的 不 可 约 表示 ( irreducible 
representation) 是 最 重要 的 . 

定义 1. 8.1( 不 变 子 空间 与 空间 的 直 和 ) 如果 维 线性 空间 7 包括 一 个 思维 子 空间 
W, 子 空间 到 中 的 任 一 向 量 xe W, ER CG 的 所 有 元 素 作 用 下 , gx =x'(g e 6) 仍 在 子 空间 
W rB, Bl ze W, gx =x' = W(g = G) , WE W HE C 的 不 变 子 空间 . 

WR n 维 线性 空间 V 存 在 群 G 的 两 个 不 变 子 空间 V, (n, EA V,(n, E), n, + n, = 
za， 空间 了 中 的 任意 向 量 * 均 可 唯一 地 表示 为 


X=x+x eV, x, e V, 
则 称 空间 了 为 子 空 间 V, 和 V, 的 直 和 , 记 为 
V = V, @ V, 


在 不 变 子 空间 的 基础 上 , 可 定义 可 约 表 示 , 即 : 

定义 1.8.2 线性 空间 7 了 是 群 G 的 表示 空间 , 群 G 在 这 个 空间 上 的 表示 和 矩阵 群 为 4， 
若 空间 了 包括 群 G 的 不 变 子 空间 , 则 称 表示 A 是 可 约 表示 (reducible representation). 

如 果 G 群 的 表示 空间 了 中 存在 一 个 不 变 子 空间 W, 则 6 群 的 表示 和 矩阵 4(&. ) ， 把 不 
变 子 空间 更 内 的 向 量 仍然 变换 为 下 内 的 向 量 , 即 xe W, A(g)x e W, ge G. 这 说 明 对 表 
示 空 间 V, 可 选择 一 组 基 矢 e，…，en， Emi U e, Pe, e, e, e, 是 不 变 子 空间 W 
HER, 在 这 组 基 矢 中 , 表示 和 矩阵 具有 形式 


Tle) , Bey), 
Ale.) = [ k r x (1.8.1) 
PAZAR. 这 种 矩阵 保持 子 空间 W 内 的 向 量 在 这 种 矩阵 作用 下 仍 为 矿 空 间 中 
的 向 量 , 因为 


, 
e € ĉi 


A' B , 
saoe (E SGo) ee 
0 0 C(g,) 0 0 
0 0 0 
= e; = 2 aa(go)e， k = 1,2， ` | m 
i=1 


ayl 8a) HIERE A' (ga) 的 矩阵 元 . 
也 可 从 表示 和 矩阵 可 以 表示 为 三 角形 矩阵 来 定义 可 约 表示 ， 即 如 果 存 在 一 个 相似 变 矩 
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阵 丸 ， 使 全 部 表示 和 矩阵 A( z.) 变换 为 三 角形 矩阵 , 亦 即 
A' (ga) | 
0 C(g,) 

则 表示 4 是 可 约 的 .实际 上 这 两 种 定义 是 等 价 的 ， 表 示 空 间 了 上 的 表示 矩阵 4(g,) 是 由 
空间 了 中 一 组 基 矢 e，…，, enr Eneo t e, 给 出 的 , 变换 及 把 这 组 基 矢 变 为 男 一 组 基 矢 ， 
el, V em， Emo C @, 在 后 面 这 组 基 矢 中 , 前 m 个 基 矢 张 成 一 个 子 空间 , WEERA 
阵 是 三 角形 矩阵 , 则 这 个 子 空间 是 群 G 的 不 变 子 空间 ， 因 为 子 空间 的 基 矢 6!，e!,…， 
ens 0,…, 0 在 三 角形 矩阵 变换 下 仍 在 此 子 空间 内 ， 即 


RA(g,s)R™ = (1. 8.2) 


€ e, e, 

e, J: : 
algal € |= |z) Pa) en | |. 
“| 0 Cedol |o 
0 .\0 0 


如 果 表 示 空 间 V 是 群 G 两 个 不 变 子 空间 V, 和 的 直 和 , BJ V = V,@V,, E G 在 空 
间 V 上 的 表示 是 完全 可 约 表 示 

定义 1.8.3 阁 表 示 空 间 V 是 两 个 不 变 子 空间 V(m, BE) #I V,(m, 维 ) 的 直 和 (direct 
sum), RI V=V OV, 则 在 空间 V ER G 的 表示 是 完全 可 约 的 . 

由 于 群 6 使 太 内 的 向 量 * 和 V, 内 的 向 量 y 分 别 在 子 空间 V, 和 V, 内 变化 ,因而 完 
全 可 约 表 示 具 有 准 对 角 和 矩阵 的 形式 ， 即 


mi m 
一 一 一 一 
Ai (ga) 0 Im 


A(z,) = [ (1.8.3) 


0 A (ga) } m 
显然 完全 可 约 表示 是 一 种 特殊 的 可 约 表示 . 实际 上 只 有 在 空间 了 中 选择 的 基 矢 e, =, 
Emo Emas ` @ +m 其 中 Eis em 和 eu，…，em 中 分别 张 成 不 变 子 空间 V, A V, 
时 , 表示 和 矩阵 才 具 有 淮 对 角形 式 . 一 般 来 讲 , 对 于 空间 中 的 任意 基 矢 e，…, e (mn =m 
EaR ERATEN AA, 而 是 存在 一 种 变换 R, 它 可 把 基 矢 el ，…，e，， 
变 为 ei ，…， em Casio U Cmon 使 得 ef ，…， el 和 es,1，…, e ,分 别 张 成 不 变 子 
空间 V, 和 V,, 在 这 种 基 下 的 表示 和 矩阵 
_1 Ai (Ea) O 
Rom = (0 Aa (ga) 

才 是 准 对 角 的 . 

如 果 群 在 空间 了 上 的 表示 是 可 约 的 , 但 并 非 完 全 可 约 , 则 称 这 种 表示 是 可 约 而 不 
完全 可 约 . 

只 有 准 对 角 和 矩阵 形式 的 矩阵 可 写 为 矩阵 的 直 和 ， 即 
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2 eeo) = A(g.) @A,(g.) = Alg.) 
也 就 是 说 m, 维 的 矩阵 A, ( g.) 与 m, ERER 4,(g。) 的 直 和 为 (mi +m,) 维 的 准 对 角 矩 
EE, 它 的 矩阵 元 为 
a(g,); = 0, i> m,,j = m, E&i = m,, j > m, 
如 果 群 G 的 表示 空间 包括 若干 个 不 变 子 空间 ， 即 
V = > Bm,V,, n= Y m,n, (1.8.4) 
HP n, 为 子 空间 也 的 维 数 , m, 为 mw 维 的 不 变 子 空间 在 V 中 出 现 的 次 数 , 有 时 称 为 重复 
度 . 此 时 群 Ç 的 表示 是 可 约 的 , 而 且 在 基 矢 选择 为 各 个 不 变 子 空 间 基 矢 之 和 时 ,表示 矩 
阵 是 准 对 角 的 , 而 且 可 写 为 
AlE.) = > Dm,A,(g,) (1. 8.5) 
其 中 矩阵 4,(g。) 是 nn 的 矩阵 . 

下 面 给 出 不 可 约 表示 的 定义 . 

定义 1.8.4 WRH 6 的 表示 空间 V 不 存在 群 6 的 不 变 子 空间 , 则 称 在 这 个 表示 空 
间 上 的 表示 是 不 可 约 表示 或 称 既 约 表示 . 

显然 不 可 约 表 示 的 表示 和 矩阵 不 可 能 全 部 具有 三 角形 矩阵 的 形式 , 更 不 能 全 部 具有 准 
对 角 的 形式 . 也 可 等 价 地 定义 为 : 如 果 群 G 的 表示 矩阵 不 可 能 通过 相似 变换 全 部 变 为 三 
角形 形式 , 则 称 这 种 表示 为 不 可 约 表示 或 称 既 约 表示 . 

群 的 表示 可 以 有 无 穷 多 种 ,而 在 诸多 相互 等 价 的 表示 中 只 须 研究 其 中 1 种 ,因而 在 
表示 理论 中 只 研究 各 种 不 等 价 的 表示 .而 不 等 价 表示 又 可 分 为 可 约 表示 与 不 可 约 表 示 ， 
可 约 表示 又 可 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 , 因而 寻求 表示 中 的 不 等 价 的 不 可 约 表示 是 群 表 
示 理 论 中 的 重要 内 容 . 

下 面 给 出 关于 不 可 约 表示 的 两 个 重要 定理 . 

定理 1.8.1 群 G 在 表示 空间 V 中 给 出 的 酉 表示 如 果 是 可 约 的 , 则 一 定 是 完全 可 约 
表示 . 

证 明 西 表 示 是 建立 在 内 积 空间 中 的 保持 向 量 模 不 变 的 表示 , RREFERA. 
如 果 丁 表示 是 可 约 的 , 即 n 维 表 示 空间 V 包 括 m 维 的 不 变 子 空间 W, 因而 了 由 不 变 子 空 
间 多 和 它 的 补 空间 WW 构成 . 因为 是 内 积 空间 , 可 选择 正 交 基 矢 , le, e,，…, e) HF 
空间 WHER, (entis Ems s 6,) 为 补 空间 WHER, 因 这 两 组 基 矢 相互 正 交 , 所 以 
子 空间 下 中 的 向 量 与 补 空间 W' 中 的 向 量 正 交 ， 称 这 种 相互 正 交 的 补 空间 WES NW 
的 正 交 补 空间 .车 向 量 xe W, ye W', 则 x 与 y 正 交 , 它们 的 内 积 为 零 , 即 

(x,y) =0 
因为 xe W, 则 
A(g)x =x e W, A(lgi')x = x" W, 
因而 
(A(g,)x, y) = O 
男 一 方面 , 按 内 积 定义 
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(A(g.)x, y) = (x, A(g,)* y) 

因而 

(x, A(g,)*y) = 0 
这 表明 . 

Alga) y 8 w 

即 WW 也 是 6 的 不 变 子 空 间 ,， 因 而 线性 空间 Y 是 直 和 空间 , V= WOOW', 因此 表示 4 是 完 
全 可 约 的 . 


由 这 个 定理 可 得 到 一 个 重要 推论 , 即 
推论 。 有限 维 可 约 酉 表示 可 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 . 
若 表示 是 不 可 约 的 ,当然 谈 不 上 分 解 ， 如 果 是 可 约 的 ,根据 上 述 定理 则 一 定 是 完全 
可 约 的 .此 时 可 约 表示 4 可 表示 为 
A(g.) = A,(g,) DA (Ea) 
如 果 4'(g,) 还 是 可 约 的 , 它 又 可 约 化 为 直 和 ， 即 
4 (ga) = A,(g,) DA"(g,) 
其 中 4,(g。) 是 不 可 约 表示 . 车 4”(g。) 还 是 可 约 表示 , 它 又 可 做 如 上 分 解 , 直至 把 有 限 维 
表示 空间 分 解 完 毕 . 因而 ,有限 维 可 约 本 表示 为 
A(g,) = Z mA, (8a) 
m, 表示 第 p 个 不 可 约 表示 出 现 的 重复 度 . 这 个 推论 说 明 , 荷载 表示 的 内 积 空间 , 可 分 解 
为 群 的 不 可 约 表示 空间 的 直 和 , 表示 的 基 矢 分 别 张 开 各 个 不 变 子 空间 , 而 且 所 有 基 矢 相 
互 正 交 . 于 是 在 这 个 空间 上 建立 的 西 表示 为 每 个 不 变 子 空间 中 不 可 约 表示 的 直 和 : 
西 表示 对 于 群 论 在 量子 力学 中 的 应 用 是 十 分 重要 的 . 因为 Hilbert 空间 是 完备 的 内 
积 空间 , 量子 力学 中 的 波 函 数 是 Hilbert 空间 中 的 向 量 , 而 波 函 数 的 模 表 示 微 观 粒子 出 现 
的 几率 ,量子 力学 中 有 价值 的 变换 应 当 是 保持 向 量 模 不 变 的 变换 ， 因 而 也 就 是 西 变换， 
由 本 变换 构成 的 群 即 丁 群 , 在 Hilbert 空间 中 都 表现 为 酉 矩阵 ， 因 而 群 论 在 量子 力学 中 的 
应 用 主要 体现 为 西 群 和 本 表示 的 问题 . 


1.9 有 限 群 表示 理论 中 的 基本 定理 


有 限 群 的 表示 理论 , 主要 可 归纳 为 下 面 的 一 些 基 本 定理 . 这些 定理 对 有 限 群 在 各 种 
学 科 中 的 应 用 有 重要 的 意义 , 而 其 中 的 一 些 内 容 还 可 推广 到 连续 群 ， 主 要 是 紧 致 李 群 之 
中 . 

定理 1.9.1 有 限 群 6 在 内 积 空间 中 的 任何 表示 都 等 价 于 西 表示 . 

证 明 BERRICO) EARR Cle, o, zl 在 某 一 内 积 空间 上 的 非 本 表示 , 由 
这 些 表示 矩阵 可 定义 一 个 厄 米 矩阵 (所谓 厄 米 和 矩阵 即 矩 阵 与 CHEKI), Bj 

H = > Cle)’ G(g) 
容易 证 明 上 述 定义 的 矩阵 刀 是 厄 米 矩阵 ,事实 上 按 此 定义 可 得 
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E = DICEN CDT = Boe) (e 


= 2 Cle) G(g) =H 
Am H EEKE. 
厄 米 矩阵 理论 中 可 以 证 明 , 任 一 厄 米 矩阵 都 可 由 西 矩 阵 对 角 化 , 即 
UHU” = UHU' = D 
式 中 U ABEER, D 为 对 角 和 矩阵 , BB D 的 矩阵 元 dH d; =8,d,. SEE U 是 使 HH 对 角 化 的 
变换 和 矩阵. 


由 此 得 到 
UHU* = Y UG* (g)U* UG(g) U` 
= AKON G'(g) =D 
其 中 


C'(g) = UG(e)U* 

G'(g)*=(UG(e)U** = UG (g)U* 
D 为 对 角 和 矩阵 其 矩阵 元 为 

EI oiea) =a X DAKON 
由 于 表示 矩阵 C (EAER, 因而 1ds1? >0, 否则 车 d, =0, WERE 1G'(2)k 1 = 
0, REIER C (g) i 列 全 部 矩阵 元 都 为 0, 显然 与 C'(g) 是 非 奇 矩阵 相 了 矛盾， 因而 可 
定义 DEP, BJ DY 矩阵 的 矩阵 元 为 di2 = 5yd 2 ， 它 的 闻 徐 阵 为 刀 - 二 ,矩阵 元 为 22 = 
6d; ,它们 都 是 厄 米 矩阵 . 
定义 矩阵 

X=D:U, X`“ = UD? = U' p+ 

矩阵 导 可 把 表示 矩阵 变 为 酉 矩阵 ， 即 
G"(g) =XG(g)X`! = D?UG(g)U* D? = 1 大 Cr(g)D 注 
下 面 证 明 G"(g) 是 酉 矩阵 . 
按 定义 
G"(g)' G"(g) = DIC'(g)' DrD*G'(g)D`* 
在 其 中 插 人 单位 矩阵 
D TDD T = E = AON G'g) DF 
得 到 
G"(g)* G"(g) = 也 二 CCg) 7 DTED?C'(g) D} 
SDFG (g)* DÈ X DiC'(e)’. C'(g)D tpiG'(g) Dt 


= ODiG(e)’ Ge G'(z)G'(a)D 


— amei 
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根据 表示 和 矩阵 乘积 的 关系 
G'(g')G'(g) = G'(g'g) 
C'(8)* G'(g')' = G'(g'g)° 
因而 上 式 为 l 
C"(8) G"(g) = 2 DPC (g'e) tC (g'g) D 
= DP DD" 
=E 
这 正 是 本 矩阵 的 定义 , 这 就 证 明了 这 一 定理 ( 在 得 到 上 式 中 利用 了 群 的 重 排 定理 ). 

这 个 定理 也 可 由 另 一 个 角度 来 证 明 , 在 内 积 空 间 中 的 非 西 表示 C(g) ,不 能 保持 向 
量 内 积 不 变 , 即 对 表示 空间 中 任意 向 量 x 与 y 的 内 积 (x, y), 在 变换 G(g) 之 下 , 并 不 是 
不 变 的 , 亦 即 

(z, y) # (Gl(g)x, G(g)y) 
现在 重新 定义 内 积 (x, y), EH 


(x, y) = p> (G(g,)x, G(z,)>) 
其 中 为 群 G 的 阶 . 显然 新 定义 的 内 积 保持 向 量 模 在 C(g) 作 用 下 不 变 , 即 
(Clg)x, G(g)z) =—- Y CG(g) G(g)z, Ce) Cg) 


1 < J 
= È Cle), G(zg,)X) 
k=1 


= (x, z) . 
在 得 到 上 式 时 也 利用 了 群 的 重 排 定理 , 其 中 g, gg 
Sle es …， en) 为 原 有 内 积 ( ， ) 的 正 交 归 一 化 基 矢 , TE, f, =, LHH 
的 内 积 ( ， ) 的 正 交 归 一 化 基 矢 ， 即 
(ei, e;) = ó;, (fi, fo = ó; 
这 两 组 基 矢 间 的 变换 为 X， 即 


A êi 
fa en 
向 量 z 在 这 两 组 基 矢 下 为 | 
€ fi | 
x = 《21 ， X>, ty x,) É = (xi, tz, ty Xa) f | 
en fa 


则 
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e, fi 
e 2 
Xx = (wi, Xa, Xp) X ? = (xy, X, ts Z,) N 
e, f. 


于 是 
(Xx, Xy) = x; y; = (zx, y) 
利用 这 一 关系 可 得 到 
(X G(g)Xz, X ''G(g)Xy) 
= (XX'G(g) Xr, XX 'G(g)Xy) 
=《G(g) Xx, G(g)Xy) 
由 于 G(g) 保 持 新 定义 的 内 积 (”， ASE, 因而 
(G(g)Xx, G(g)Xy) = (Xx, Xy) = (x, y) 
于 是 
(X  G(g)Xx, X'G(g)Xy) = (x, y) 
因而 经 过 变换 后 的 变换 
XG(g)X = G'(g) 

保持 原来 的 内 积 不 变 , BD G6'(g) = GCG(g)X 是 西 变换. 这 是 对 上 述 定理 从 内 积 方面 给 
出 的 证 明 . 

这 个 定理 的 重要 性 在 于 有 限 群 的 非 西 表示 都 可 通过 相似 变换 变 为 本 表示 , 即 有 限 群 
的 一 切 表 示 都 与 一 个 本 表示 等 价 ,因而 只 须 讨 论 有 限 群 的 酉 表示 . 

由 这 个 定理 和 定理 1. 8. 1 可 得 到 两 个 重要 推论 . 

推论 (1) 有 限 群 在 内 积 空间 的 表示 如 果 是 可 约 的 , 则 一 定 是 完全 可 约 的 ; 

(2) 有 限 群 在 内 积 空间 的 表示 或 者 是 不 可 约 的 , 或 者 可 表示 为 若干 不 可 约 表示 的 直 
和 . 


如 何 判 断 表示 是 不 可 约 的 或 可 约 的 以 及 两 个 表示 是 否 等 价 是 表示 理论 中 的 重要 问 


题 , Schur 引 理 为 此 提供 了 一 -个 判 据 . 
定理 1.9.2(Schur 引 理 1) 与 群 G 的 不 可 约 表示 |G(g) | 中 全 部 和 矩阵 相交 换 的 矩阵 
一 定 是 常数 矩阵 . 即 , # M 5E 6 中 的 全 部 表示 和 矩阵 G(g) 都 可 交换 相 乘 ， 即 
G(g)M = MG(g) (ge G) (1.9.1) 
JJ M 一 定 为 常数 矩阵 ,， 即 M = CE, E 为 单位 矩阵 . 
证 明 车 不 可 约 表 示 {C(g) | 是非 丁 表示, 根据 定理 1.9. 1 可 把 它 变 换 为 本 表示 , 即 
FE-PE U, 使 
UG(g)U'= G'(g) 
RRC (e) EARS. 车 定理 对 本 表示 成 立 ， 即 
G'(g)M = MG'(g), M = CE 
则 对 非 西 表示 为 
UG(g)U* M = MUG(g)U* 


和 
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上 式 两 端 分 别 乘 以 矩阵 U * # U 483 
U* UG(g)U* MU = U* MUG(g)U: U 
Bp 
G(g)U* MU = U* MUG(g) 
这 表明 非 本 表示 { G( g) | 与 矩阵 U* MU 交换 ,如果 是 常数 矩阵 , 因而 
U* MU = M 
故 Schur 引 理 车 对 西 表示 成 立 , 则 对 非 西 表示 也 成 立 , 因而 令 不 可 约 表示 CG(g) 为 西 表示 
KEH, 并 不 失 于 一 般 性 . 
假定 {CG(g) 1 是 不 可 约 的 西 表示 , 而 且 

| G(g)M = MG(g) (1.9.2) 

AMPUEN A 
[G(g)M]* = [MG(g)]* = M* G(g)* = G(g)* M* 

而 6 (8g) =G(g”'), 因而 也 就 是 说 如 果 所 有 不 可 约 表示 矩阵 都 与 矩阵 M 交换 , 一 定 也 


与 M* 交换 令 
H,= M +M: sü H_= i(M - M°) (1.9.3) 
H, HARKER, BD H, =H}, Am G(e)tB4; H, 交换 ， 即 
G(g)H, = H, G(g) (1.9.4) 


由 于 妃 , 是 厄 米 矩 阵 ， 它 可 由 一 个 酉 矩阵 对 角 化 ， 令 使 之 对 角 化 的 矩阵 为 加 (U: = 
U), B U,H,U} =D., D, 为 对 角 和 矩阵 , 把 (1.9.4) 式 两 端 分 别 乘 以 UV, 和 U: , 中间 
JA ULU, =E, 于 是 得 到 
U, G(g)U} U, H, Ut = U, H,U} U, G(g) U: 
由 此 得 到 
G. (e)D. = D, G'(e) (1.9.5) 
C’, (2) 8 
G. (g) = U, G, (g)U: 
仍然 为 酉 矩阵 , 它 与 表示 { C(g)} 等 价 .对 (1.9. 5) 取 分 量 形 式 得 到 
È di6. (8)y = > G.(zg), dš 
HT D 是 对 角 和 矩阵 ， 上 式 为 
diG,(g); = G.(g) d; (1.9.5”) 
这 说 明 只 有 五 对 角 化 之 后 ,存在 相同 的 对 角 元 q; = 地， 相应 的 C4 (e) 的 矩阵 元 C. (g), 
才 不 为 0, 3 dš dë , WC, (g) ,为 0. 
I 假定 对 角 和 矩阵 也。 中 存在 P 个 (p <n, n 为 表示 的 维 数 ) 与 42 8IJ0935BESG,, 即 
dš = db == = dš 
其 它 对 角 元 dipa, e, JABS dA, PTZ AE, BARER D. 具有 形 | 
式 
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此 时 [6 (zg) 1 也 经 历 一 个 相同 的 相似 变换 , 变 为 1 6.”(g8)} , 它 仍然 与 16(g)} 等 价 . 于 
是 可 得 到 i 
G, "(g); = O #i=1l,2,- p, j=p+l,p+2,.…,n 
或 ¿í=p+l,- o, n, Jj<1,2,.…,p 
这 说 明和 抢 阵 C."(g) 具 有 准 对 角形 式 ,， 从 而 C ETAK, 251C) (从 而 也 是 
|G'(g)] 和 1G"(g) 上 是 不 可 表示 的 前 题 相 矛盾 . 因而 D ,的 对 角 元 必须 完全 相同 , 即 D， 
J A RUE RE. 
由 于 
站 .= U, H, U}, H, = U; D, U, 
也 .为 常数 矩阵, D, =d, E, E HAMER, 因而 五 .也 是 常数 矩阵 , H, =D., 因而 
M = +a,- iH_) = ta, E - id. E) = Ha,- id_)E 


也 是 常数 矩阵 , 这 就 证 明了 Schur 引 理 . 
Schur 引 理 的 逆 定 理 也 是 成 立 的 , 即 
定理 1.9.3(Schur 引 理 1 HWE) ”车 全 部 表示 和 矩阵 {6G(g)| 仅仅 与 常数 矩阵 交 
É, 则 表示 1C(g)} 一 定 是 不 可 约 的 . 这 里 对 逆 定 理 就 不 进行 证 明了 . 
通过 Schur 引 理 1 及 其 道 定理 ,我 们 得 到 一 个 判断 表示 是 不 是 可 约 的 一 个 依据 ， 即 
不 可 约 表示 全 部 表示 抢 阵 只 与 一 个 常数 矩阵 相交 换 ， 反 之 只 与 常数 矩阵 相交 换 的 表示 ， 
一 定 是 不 可 约 的 , 即 只 与 常数 矩阵 交换 是 不 可 约 表示 的 充 要 条 件 . 
定理 1. 9. 4(Schur 引 理 2) ”车 对 有 限 群 的 两 个 维 数 为 n, 和 n, 的 不 可 约 表示 
{4.(g)| 与 {4,(g)|}, 存在 一 个 矩阵 必 , 使 
MA(g) = A,(g)H 
则 矩阵 M, "4 n, =m 时 ,只 能 为 零 矩 阵 ( 即 M 的 矩阵 元 全 部 为 0) 或 det M0 HIERE 
EE, 当 M 为 零 矩 阵 时 , 不 可 约 表示 141(g)| 与 14,(g)| 不 等 价 , 当 为 非 零 矩阵 时 , 不 
可 约 表示 |A1(g) 1 与 14,(g) | 为 等 价 表示 ， M nAn 时 , M 为 零 矩 阵 . 
证 明 ”这 个 定理 只 须 证 明 n, =n, 的 情况 , 4 ni n, 时 , 结论 是 显然 的 . 令 不 可 约 表 
示 {41(g)|} 与 14,(g)} 均 为 西 表示 (由 于 有 限 群 的 任 一 表示 都 等 价 于 一 个 西 表示 ,因而 
从 本 表示 给 出 的 证 明 并 不 失 一 般 性 ) ， 于 是 由 
MA,(g) = A4 (g)M (1.9.6) 
可 得 到 
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[M4,(g)]+ = [A,(g)MH]: 


Bp 
A,(g)* M* = M* A, (g)* RA (g7 )M* = M* A,(g™) 
亦 即 ， 
A,(g)M' = M* A,(g) (1.9.7) 
对 (1.9.6) 式 两 端 左 乘 以 对 "得 到 l 
M* MA, (g) = M* A,(g)M 
对 (1. 9.7) 式 两 端 右 乘 以 对, 得 到 
A,(g)M' M = M* A,(g)M 
于 是 得 到 
A,(g)M' M = M'MA,(8) 
由 于 4,(&g) 是 不 可 约 表 示 , 由 Schur 引 理 1 得 到 
M'M = C, CC 为 常数 矩阵 
常数 矩阵 C 的 行列 式 为 
detC = detM’ detM = a 
a 为 常数 矩阵 的 对 角 元 的 n KA, 若 az0, 则 detMz0, FEWER M. 
于 是 (1. 9. 6) 式 变 为 
A,(g) = Mg 
即 表 示 A, 和 A, 等 价 . 这 说 明 当 M 为 非 零 矩阵 时 , 4, 和 A, 为 等 价 表示 , 只 有 M 为 特殊 
的 常数 矩阵 零 矩阵 (deby =0) 时 , MM 不 存在 逆 , 因而 A, 与 A, 是 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 
BARE C, 具有 一 系列 不 等 价 的 不 可 约 表示 , 这 些 表示 的 矩阵 元 之 间 存 在 一 定 的 
正 交 关系 , 这 种 关系 可 由 广义 正 交 定 理 给 出 , 在 Schur 引 理 的 基础 上 可 证 明 这 个 定理 . 
定理 1.9.5( 广 义 正 交 定 理 ) ÚW n SRE Ç, 有 一 系列 不 等 价 的 不 可 约 丁 表示 


[AP (ED ,14 外 (g)}，…， IAP (E), 它们 的 维 数 分 别 为 m，m,，…, m, 则 这 些 不 
可 约 表示 的 矩阵 元 之 间 存 在 正 交 关系 ,， 即 
DAO (8a) pA? (a), = 588, (1.9.8) 


证 明 WERKER D, 通过 不 可 约 表示 A” (8) 和 4w(g) 构 成 一 个 矩阵 C， 即 
C = Y AQ (8) DA (a?) 
以 矩阵 A (gp) 右 乘 上 式 得 到 
CAP (gp) = =F A® (ga) DA? (g2)A9 (gs) 
TAERE A” (ga) A® (gs')， l 
CAV (gs) =T EA” Cep) A (3) 


‘A (ga) DA” (g7 )A” (gp) 


= 一 一 一 


——wa 
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车 gp Ba =E WERAK 
CA (gs) =A® (Es) iy A® (g,) DA) (g,) -1 
= A® (g,)C 
由 于 表示 42 和 49 都 是 不 可 约 表示 , H Schur 引 理 2 知道 , 若 表示 i 与 7 是 不 等 价 的 ( 即 


ij), IER C 为 0 矩阵 ; ERR i 与 /是 等 价 的 ( 即 i=7), 则 矩阵 C 为 常数 矩阵 , 这 个 
RUER C H EBE DRE, 可 记 为 C=A(D)E, E WARNER. TEREA 


1 i TE 
Cw ar DAV ga Dut (8 u 


1 p.  .. 
= > $A" (ge) Du (8a) i = ô; pA ( D) 


这 里 利用 了 西 和 矩阵 的 性 质 , 构造 一 个 特殊 的 忆 和 矩阵 ， 
Dy = Š, sÔ» 
即 只 有 一 个 矩阵 元 D,, =1, 其 余 全 为 0 利用 这 种 矩阵 上 式 为 


1 i i ` 
C, = 克之 x 4 )ə (g.)a6,,6 A (Ea) pa 


SEIA (Eu) AP (a), = 88 A(D) 
男 一 方面 在 上 式 中 取 j' =, FH u RA, EAD), El 
E EEAO (Ea) mAP (27) 
_ 1 i -1 _ _ 
= RAP (gg), = 6,, = SACD) m; 
m, 为 不 可 约 表示 A” 的 维 数 . 由 此 得 到 
1 
A(D) = mo 
因而 得 到 
DA (ga) wA (Ba) is = Syds 
此 即 广义 正 交 定理 ( great orthogonelity theorem) ,在 下 节 中 将 渤 。 步 看 到 正 交 性 的 总 六 


1. 10 群 的 特征 标 


1.10.1 特征 标 及 其 基本 性 质 


一 个 群 在 表示 空间 上 的 表示 矩阵 与 表示 空间 的 基 矢 选择 有 关 , 不 同 基 矢 得 到 相互 等 

价 的 不 同 的 表示 和 矩阵. 然而, 矩阵 的 迹 是 矩阵 的 一 个 不 变量 ， 它 与 基 矢 选择 无 关 ,所谓 
矩阵 的 迹 即 矩阵 的 对 角 元 之 和 , 记 为 

tA = J A; (1.10.1) 
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- 显然 若 4' = UAU, U 为 本 和 矩阵, HI 
tA’ = tr(UAU™) = J, (UAU`); = > > UsAnUa! 
而 
> U; Ux = 6 
因而 . 
trA’ = tr(UAU™!) = trA (1. 10.2) 
这 表明 矩阵 的 迹 对 表示 理论 是 一 个 重要 的 不 变量 .在 群 论 中 , 全 部 表示 和 矩阵 的 迹 称 为 这 
个 表示 的 特征 标 . : 
定义 1. 10.1 FERREA) 是 群 C = |e gu, e, | 的 表示 , 把 表示 和 矩阵 的 
BF, 记 为 xX(g;), 即 
X(g.) = trA(g,) = 2 A:lle) (1. 10.3) 


一 个 表示 的 全 部 表示 和 矩阵 的 迹 |X(g1) ,XxX(g;) ,…,xX(g,)] 称 为 这 个 表示 的 特征 标 . 其 中 
x(g) 为 特征 标的 一 个 分 量 . 
显然 特征 标 具 有 以 下 三 个 性 质 , Bp 
(1) 等 价 表示 具有 相同 的 特征 标 , 若 表 示 4' 与 4 是 等 价 表示 , BA = UAU-1, MH 
X(A) = x(A') (1.10.4) 
(2) 在 一 个 表示 中 , MRR B Een KERERE RE. EE G 中 与 元 
R g, F| —3E3J82S 8063828 g,g。g;',g; e G6. 于 是 同一 类 的 元 素 的 特征 标 相同 ， 即 
X(g.) =X EBL ) (1.10.5) 
这 表明 表示 的 特征 标 是 类 的 函数 . 因而 一 个 表示 的 特征 标 有 m 个 分 量 , m 为 群 中 类 的 数 
H. 
(3) 单位 元 e 特征 标 等 于 表示 的 维 数 m, B 
X(e) =m I (1.10.6) 
这 些 性 质 对 所 有 群 都 是 正确 的 . 
1.10.2 有 限 群 特征 标的 基本 定理 
下 面 讨论 有 限 群 特征 标的 一 些 基 本 定理 . 
定理 1. 10.1( 特 征 标 第 一 正 交 性 质 ) ” 若 有 限 群 G 存在 不 个 不 等 价 不 可 约 表示 A” ， 
AP, e, AP, CRER m, m, =, m, 则 不 可 约 表示 的 特征 标 之 间 存 在 如 下 的 
正 交 关系 , HH 


1 * 1 * 
Tx” (g,) Alea) = T È nx” (ci) x(c) = ó, 
EaE ĉi 


其 中 6 为 群 的 类 , m 38 c, 类 中 的 元 表 数 目 . 
证 明 由 广义 正 交 定理 得 
1 p + lg _ 1 
m 2 A2 (Ba) A (ga) = med, 
取 j=v, p =v, 则 为 


n uy. 
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LIAD (e) AG (z. = Ten (1. 10.7) 
E Estat a Ma ERA, 321 | 
T EAP (8) "AR (ea) = um, = 8, 
由 此 得 到 _ | 
TEKO (so) K (ea) = TE nP (e) (e) = ó, (1.10.8) 
这 就 证 明了 特征 标的 第 一 正 交 性 质 | 
一 切 可 约 西 表示 都 可 以 约 化 为 不 可 约 表示 的 直 和 ， 即 
A(g) = 之 Dm, A” (g) 
可 约 表示 A( z) 的 特征 标 
x (e) = X. mx” (e) 
因而 f 
TEKO e) x” e) = LEDIO x” (e) = 之 mw >l 
也 就 是 从 定理 1. 10. 1 得 到 
mExa) x(e) > 1 (1.10.9) 


虫 此 可 判断 表示 是 可 约 的 还 是 不 五 可 约 的 ， 如 果 大 于 1, 则 为 可 约 表示 ; 如 果 等 于 1, 则 为 
不 可 约 表示 ， 
可 约 表示 D” ( g) 可 分解 为 不 可 约 表示 D 的 直 和 
D” (g) = Èm, D” (g) 
由 (1. 10. 8) 式 可 得 到 可 约 表示 Do 向 不 可 约 表 示 分 解 时 不 可 约 表 示 D” 出现 的 重复 度 
m, 的 表达 式 ， 即 
m, = TEX (ex (e) (1.10.10) 


前 面 已 经 指出 等 价 表示 一 定 具 有 相同 的 特征 标 , 下 面 证 明 群 G 的 两 个 表示 M AM’, 
如 果 它 们 有 相同 的 特征 标 , 它们 一 定 是 等 价 表示 . 不 失 于 一 般 性 , 令 表 示 M 和 MM' 是 西 表 
R, 它们 如 果 是 可 约 的 , 一 定 是 完全 可 约 的 , 并 且 表 示 为 不 可 约 表 示 的 直 和 , 即 
UMU`' = 》 @a, A” (1. 10. 11) 
因而 特征 标 为 
x(g) = Yay” (g), a, = Exe) ‘Ye) (1. 10. 12) 
同样 对 表示 MA 
U'M'U' = $, aA” 
而 且 
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Iv , 1 , . y ; 
xX = Xa, % = — x (g) y (g) (1.10. 12’) 
r g 


由 于 表示 M 和 M' 有 相同 的 特征 标 , 即 x 与 X' 相 同 , 因而 a, =a,, 即 具有 相同 特征 标的 两 
个 可 约 表 示 M 与 M' 的 不 可 约 表示 分 解 有 完全 相同 的 形式 , 因而 它们 是 等 价 表示 . 

把 上 面 关 于 等 价 表示 具有 相同 特征 标 和 特征 标 相 同 的 两 个 表示 一 定 是 等 价 表示 归纳 
起 来 , 就 得 到 了 下 面 的 定理 . 

定理 1. 10.2 有 限 群 6 的 两 个 表示 是 等 价 表示 的 充分 必要 条 件 是 它们 的 特征 标 相 
同 . 


1.11 和 群 空间 与 群 代数 


1.11.1 群 空间 与 群 代 数 的 定义 


1. 群 空间 
在 1.5 节 中 已 定义 了 线性 空间 , 如 果 对 于 群 G 的 元 素 z, 和 gj 之 间 定 义 一 种 加 法 和 
群 元 素 与 数 域 C 上 的 数 的 乘法 , 于 是 可 得 到 


x = Y zgi, x; € C, g, 8 G 


. Y58286, y 8 C, z 8 Ç 
如 果 它 们 满足 线性 条 件 , 即 
78 = J, (az)gi 
则 x= > xg; 的 全 体 构 成 一 个 线性 空间 , 称 为 群 空间 , WH Ve n BHEE G 的 ”个 群 元 素 


go i=1, 2,…, 构成 群 空 间 的 基 矢 , 称 为 自然 基 , 称 空间 Vç 中 的 元 素 x 为 向 量 . 

任何 一 个 抽象 群 都 与 n 维 复 空 间 中 的 一 般 线性 变换 群 CL, C) 的 某 一 个 子 群 同 构 ， 
而 一 切线 性 变换 在 空间 选 定 基 矢 后 , 都 表现 为 矩阵 , 因而 CL(n, C) 的 一 切 子 群 都 是 满 
足 一 定 条 件 的 矩阵 群 ,而 矩阵 之 间 的 加 法 和 和 矩 阵 与 数 的 乘法 都 是 有 定义 的 , 因而 群 空间 
的 加 法 和 数 乘 就 是 矩阵 间 的 加 法 和 数 乘 . 

2. 和 群 代数 

定义 1.11.1 对 于 数 域 C 上 的 线性 空间 V, 定义 向 量 间 的 乘法 , 并 满足 下 面 的 条 
件 : 

(1) Æx, ye V, 则 xyeV(V 对 乘法 的 封闭 性 )， 

(2) x(y +z) =x%y +Xz， : 

(3) #aeC, W| a(zy) =(ax)y=xay, 
则 称 线性 空间 V 为 线性 代数 V. 如果 线 性 代数 中 的 乘法 符合 结合 律 , 则 称 这 种 线性 代数 
为 结合 代数 . 

群 是 定义 有 乘法 的 元 素 集合 ,而 且 群 的 乘法 遵循 结合 律 . 因而 定义 有 群 元 素 间 的 加 
法 和 群 元 素 与 数 域 C 上 的 数 间 的 乘法 的 群 空 间 ， 就 是 一 个 代数 , 称 这 个 代数 为 群 代数 ， 
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记 为 Re 
3. 群 G 在 群 空间 Ve( 或 群 代数 Ro) 上 的 表示 一 一 正则 表示 
以 群 空间 Vç 作为 群 G 的 表示 空间 , 可 以 得 到 群 G 的 一 个 n 维 表示 ,这 个 表示 称 为 
正则 表示 (reguler representation). 正则 表示 实质 上 是 定义 一 种 映射 把 每 一 个 群 元 素 g, 
映射 为 群 空间 上 的 一 个 向 量 .由 于 群 空 间 Vç 的 自然 基 为 群 元 素 g, 因而 也 就 是 按 一 定 规 
则 把 群 元 素 z, 映射 为 群 空间 的 一 个 基 矢 g RHA Êl), 在 P(g) 的 作用 下 , E g> 
gi 定义 映射 规则 为 群 的 乘法 规则 ， 即 
P(g)g; = gg; =g (1.11.1) 
从 理论 上 看 等 号 左边 为 映射 ( 即 线性 变换 ) P(g,) 对 群 空间 基 矢 z, 的 作用 , 等 号 右边 为 映 
射 的 结果 , 这 里 g, z, 都 是 群 空间 Ye 中 的 向 晤 ( 基 矢 ). 按 表 示 的 定义 1.11. 1 式 为 
Ê(g)g = DD” (a). (1.11.2) 


其 中 Do (g, EM eitt g: 的 表示 矩阵， 根据 群 的 乘法 规则 ， 容 易 得 到 正则 
表示 的 表示 和 抢 阵 为 
` pO) í H, ee = 8 
py l; as. (1.11.3) 
AC. 11.3) 式 可 看 到 正则 表示 的 表示 矩阵 D” (8g) 一 行 上 只 有 一 个 1 其 余 全 部 为 0, 每 
一 列 上 也 只 有 一 个 1, 其 余 全 部 为 0。 因 为 在 群 元 素 乘法 中 , 只 有 eg, =g,, 因而 只 有 单位 
元 。 的 正则 表示 的 表示 矩阵 为 对 角 元 全 部 为 1 的 单位 矩阵 , 其 它 非 单位 元 的 表示 矩阵 因 
为 ggi gi(8 关 e) ,因而 对 角 元 全 部 为 零 ， 由 此 得 到 , 正则 表示 的 特征 标 为 
x” (e) = n, y” (e) = 0, g =e, e G 
下 面 以 D, 群 为 例 给 出 它 的 正则 表示 . 
$ D, 群 的 元 素 为 g =e, g, =R m, gs =R Ke 3 ) ， ga =C Cr), gs =C,(n), 86 = 
C,(m). AF gg, =&,, 由 (1. 11.3) R48 z, ERRERA 
po i = 1, Hyu =p 
(Ei) {0 Yury 
DY (g,) H6 维 的 单位 矩阵 . 对 于 &z， 由 乘法 表 得 到 8281 582, 8282 = B83, E283 =B1, B284 
=s, 828s =84，8286 = gs, 因此 D” (22) 的 矩阵 元 由 (1. 11. 3) 式 得 到 


DP (g,)n =D” (g,)z =D” (g2) 3 =D)(g,)4 =D” (g,)s =D%)(g,)e =1 
其 余 为 0, 即 


001000 
100000 
010000 
Dp» ) = 
(ez 000010 
000001 
000100 
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对 于 8&3 乘法 表 给 出 8381 =83，8383 F82» 8382 =Sl1，8384 =85，8385 ~ 86», 8386 =S4， 因而 
正则 表示 和 矩阵 为 


@ O = OD 
@ O O O = 
@ O OO = O 
= O O° ° ° 
OO o oo o 
@ O = ooo 


D” (g,) = 
0 0 00 1 
H 848i 584s 8482 =s, B483 =86, 8484 = EL, 8485s = Ex, Bags = gs 可 得 到 
0 001 0.0 
00001 0 
(7) _|00000 1 
2 (807 oo0000 
0 10 00 0 
0 01000 
由 gs81 =s, Z582 =s, Es8s =84, B584 =83, BsB8s = g, Z586 = g, 得 到 
0 00 01 O 
0 00 0 01 
o) _ 1000100 
”soolooo 
10000 0 
010000 
H gs81 = 86, E682 = 84 ，8683 =s, E684 = 82, B68s = Es, B686 = gA 得 到 
0 0 0001 
0 001 0 0 
(D _ 00001 0 
? G= o 1 0000 
001000 
100000 


由 于 正则 表示 是 n 维 的 , 显然 它 是 可 约 表示 ，, 下 面 讨论 它 的 约 化 问题 
SAER U 把 正则 表示 工 约 化 为 不 可 约 表示 的 直 和 ， 即 


UD? U = Y BaA™ (1.11.4) 
4A” 为 不 可 约 表示 , D 中 的 特征 标 为 
xP (g) = Ya x (e) (1.11.5) 


由 (1. 10. 10) 式 可 得 到 (1. 11.5), 式 中 的 不 可 约 表示 4 在 正则 表示 中 出 现 的 重复 度 为 


a, = Tnd(y) = d(y) (1.11.6) 
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d(Y) 为 不 可 约 表示 A” 的 维 数 . 
因而 正则 表示 可 分 解 为 群 C 所 包括 的 全 部 不 可 约 表示 的 直 和 , 而 且 每 个 不 可 约 表示 
在 正则 表示 中 出 现 d(y) 次 , ED 
UDPU = 》 @d(y)A%? 


由 这 个 结果 可 得 4d(y)” =n， 即 全 部 不 可 约 表示 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 数 . 
正则 表示 的 重要 性 就 在 于 它 包括 了 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 . 
上 面 定义 的 正则 表示 为 左 正则 表示 , 也 可 以 定义 右 正则 表示 , 即 令 
P(g)g, = BB: (1.11.7) 
一 般 只 讨论 左 (或 右 ) 正则 表示 一 种 就 可 以 了 . 
上 边 给 出 的 D, 群 6 维 正 则 表示 , 可 约 化 为 三 个 不 可 约 表示 的 直 和 ， 即 
L = À, @4, @2E 


1.11.2 和 群 函数 与 函数 空间 


1. FAK 
群 代数 Re 中 的 任 一 向 量 x 可 写 为 


8 


x = X (gi); 


称 这 种 函数 a(g) 为 群 函 数 ,， 群 函数 的 定义 域 为 群 C, 值 域 为 数 域 C， 群 函数 满足 条 件 
(az)(g,) = ax(g;) f 
(x +y)(g,) = xz(g;) + y(g;) (1.11.8) 
(sy)(g;) = Y ledy e) 


定义 在 群 空间 Ve( 或 群 代数 Re) 上 的 全 部 复 函数 构成 了 一 个 复 函 数 空间 , 它 是 维 的 函 
数 空间 , n 为 群 Ç 的 阶 . 
函数 空间 的 AERA EA 
g (g) = 61, B82(8;) = SSi) = Ôn 
ERR g,(g;) =6 的 定义 是 明确 的 , CRR k MERR g,(g)， 当 自 变 量 g 取 z, 时 ， 
它 的 函数 值 为 1, z RRE g/(1zk) 时 ,函数 值 为 0. 
定义 群 函数 空间 的 任意 两 个 函数 * 和 y 的 内 积 为 


(y) = TEx) Ie) (1.11.9) 


如 果 (x, y) =0, 则 称 向 量 x y 相互 正 交 . 
2. 群 的 表示 矩阵 的 矩阵 元 为 群 汉 数 
群 G 的 任何 一 个 m 维 表示 , 给 出 个 m xm 的 表示 矩阵 D(g) , 每 个 矩阵 有 me ME 


. 阵 元 D(g);, 显然 每 个 矩阵 元 D( g) 5 都 是 一 个 群 函 数 , 这 些 群 函数 的 内 积 定义 为 
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(Ds, Du) = — XD, (e) Dule) 
对 于 m, 维 不 可 约 表示 DO ,给 出 的 mt 个 群 函数 ,由 广义 正 交 定理 1. 9. 8 得 到 
(Do), DP) = Tp (e); p (e), = sad, (1. 11. 10) 


即 不 同 不 可 约 表示 所 定义 的 群 函数 是 相互 正 交 , 相同 不 可 约 表示 表示 不 同 矩 阵 元 所 构成 
的 群 函 数 是 相互 正 交 的 , 这 就 是 称 定理 1. 9. 5 为 广义 正 交 定理 的 原因 . 

群 函数 空间 是 n 维 空间 ,因而 在 这 个 空间 中 只 存在 ”个 线性 无 关 的 函数 .而 所 有 不 
等 价 不 可 约 表示 给 出 的 群 函数 是 相互 正 交 的 , 因而 有 限 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 一 定 是 有 
限 的 . 如 果 有 个 不 等 价 不 可 约 表示 , 它们 的 维 数 为 mw, i =1, 2，…, k. 由 全 部 不 等 价 
不 可 约 表示 的 表示 矩阵 给 出 的 相互 正 交 的 群 函 数 总 的 数目 为 > mi ， 因而 > m sn, 
而 在 上 节 中 已 得 到 Jm = n. 

3. 群 函数 空间 的 完备 性 定理 

前 面 已 经 指出 =” 阶 有 限 群 全 部 不 可 约 表 示 维 数 的 平方 和 为 Èm; = n. 也 就 是 说 由 
有 限 群 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 矩阵 的 矩阵 元 给 出 的 相互 正 交 的 群 函数 构成 了 ， 维 群 函数 
空间 的 正 交 基 矢 . 由 这 >, mi = n -1E36 38 83k T 36 RE P83 2 Bj. 由 全 部 不 等 价 
不 可 约 表示 给 出 的 群 函数 对 群 函数 空间 是 完备 的 . 下 面 给 出 并 从 另 一 个 角度 证 明 这 个 完 
备 性 定理 . 

定理 1. 11.1( 群 函数 空间 的 完备 性 定理 ) ” 设 w 阶 有 限 群 CG 有 上 个 不 等 价 不 可 约 西 
表示 D (i =1, 2, =, k), 它们 的 维 数 分 别 为 m， 由 它们 的 表示 和 矩阵 的 矩阵 元 
D® (g)u PS BBS > mi 个 群 函数 在 群 函数 空间 中 是 完备 的 . | 

证 明 由 不 可 约 表 示 的 广义 正 交 定理 , 亦 即 (1. 11. 10) 式 , 说 明 这 些 群 函数 
D6o2”(g)w 是 相互 正 交 的 ,因而 它们 构成 一 个 >, m; 维 的 空间 V, 了 是 群 空间 Vi 的 子 空间 
YCTc. 这 个 子 空间 对 群 G 是 不 变 子 空 间 ， 即 

P(g')D%2(g)u = D® (g'g)y = D (g") e V 
因而 群 空间 V, = VOV, 为 空间 V, 中 了 的 补 空间 . 

而 在 群 函 数 空间 上 建立 的 群 G 的 表示 为 n 维 正 则 表示 , 它 可 经 过 相似 变换 把 它 变 为 
ERR, 西 表示 如 果 是 可 约 的 , 则 酉 表示 就 是 完全 可 约 的 . 因而 补 空间 VER G 的 不 
变 子 空间 , 因而 这 个 子 空间 还 可 约 化 为 荷载 不 可 约 表示 的 不 变 子 空间 ,然而 在 了 中 已 包 
括 了 全 部 不 可 约 表示 , 因而 补 空间 六 只 能 是 零 空间 , 这 就 证 明了 本 定理 

由 完备 性 定理 1. 11. 1 可 得 到 下 面 的 一 个 重要 的 推论 . 

定理 1. 11.2( Burside 定理 ) n 阶 有 限 群 所 有 不 可 约 表示 的 维 数 平方 之 和 等 于 群 的 
阶 数 ， 即 > m = n. 
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L 也 .3 类 空间 与 类 函数 空间 

1. 类 空间 和 类 函数 

在 群 中 定义 了 群 元 素 间 的 加 法 和 数 乘 之 后 得 到 了 群 空间 V。, 以 群 乘法 为 群 空间 的 乘 
法 , 则 群 空间 Ve 就 成 了 群 代 数 Re。， 如 果 在 群 空间 Vç 中 , 以 群 G 的 共 轿 类 中 的 元 素 集合 
为 空间 基 矢 , 仍然 用 群 空间 的 加 法 和 数 乘 作为 这 个 空间 的 加 法 和 数 乘 , 就 构成 了 一 个 新 
的 线性 空间 , 称 为 类 空间 . 群 C 如 果 包 括 大 个 共 恩 类 ,每 个 类 为 一 个 群 元 素 的 集合 , 这 
个 集合 为 1gilg; =gigrgi , gare G) , k PEIXE Ci=1, 2,…, 上, 通常 C = fet, 
即 任何 群 单 位 元 e 都 自己 构成 一 个 类 . 

在 群 函数 中 有 一 种 特殊 的 函数 , 它们 对 于 同一 类 的 群 元 素 有 相同 的 函数 值 ， 即 

Ke) = f(g88; ) 

实际 上 这 是 定义 在 类 空间 上 的 函数 , 称 为 类 函数 , TWAN), c 为 群 G 的 类 , 也 就 是 
类 空间 的 基 矢 . 

全 部 类 函数 构成 的 函数 空间 称 为 类 函数 空间 . 

对 类 函数 / 和 可 定义 它们 的 内 积 为 

EP =F ERD (e) = Yf) FO 1) 


其 中 n; 为 类 C; 中 的 元 素数 目 . 
群 的 特征 标 是 类 函数 . 群 6 的 任何 一 个 表示 D 的 特征 标 都 存在 关系 . 
X(BiEi8P) =trD(g,gsg, ) = tr[D(zg,)D(g,)D(e; )] 
= Z DCE) wD 8) (8). = ZomD 8) = trD(g,) = X(8;) 
因而 两 个 表示 的 特征 标 x 与 X' 的 内 积 为 
(x, X) = T Y na (e) (el) = T Yx (a) (e) 


n 
对 于 不 可 约 表示 , 由 特征 标的 第 一 正 交 性 质 得 到 
(x) ， x” ) = ô, 

这 表明 不 可 约 表示 特征 标 作为 类 函数 它们 是 正 交 的 . 

2. 类 豚 数 空间 的 完备 性 

如 果 群 C 有 :个 不 等 价 不 可 约 表示 ， 则 得 到 ?个 特征 标 , 它们 为 类 函数 空间 提供 了 1 
个 相互 正 交 的 基 矢 , 下 面 可 证 明 这 ! 个 基 矢 对 类 函数 空间 是 完备 的 , 也 就 是 所 有 类 函数 
都 可 表示 为 这 组 基 矢 的 线性 组 合 . 

定理 1.11.3 若 群 6 存在 ! 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 , 则 ! 个 特征 标 Ym(C) (p =1， 
2,…, 站 构成 类 空间 上 的 一 个 完备 的 基 矢 . 

证 明 ”任何 一 个 类 函数 fc;) 同 时 也 是 群 函 数 , 它 有 性 质 

f Kei) =K) =I ELEn ) 

因而 


Ka) = Y (zea; ) 
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HF n, 是 类 c 中 的 元 素数 , 把 f(g。gig。' ) 在 群 函 数 空间 展开 为 
f(gagigs ) = 之 aP DP (gagga) 
= = 之 > aP DP (g) DP (e; )p> (gz') 
其 中 DO (g) 为 不 可 约 表 示 (y ) 的 矩阵 元 于 是 
Ke) = TE Y apo (ea) Dg ) DY (e) 
Ba € Cyuzr6 : 


由 不 可 约 表示 的 正 交 定 理 得 到 
TAPP CDDP E) = EE DP (e) DP (E) = sup 
于 是 


fe) = DaD DA (Eba = Yap (a) = F aP? (e) 
Yor 
其 中 
(7) 一 ya) 

因为 (ci) 是 任意 类 函数 ， 这 就 证 明了 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 在 类 空间 上 是 完备 的 . 

相互 正 交 的 /个 不 等 价 不 可 约 表 示 的 特征 标 是 类 空间 的 完备 基 矢 , 也 可 从 另 一 方面 
看 到 . 群 函 数 空间 的 完备 基 矢 是 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 的 矩阵 元 , BHI DY (g) | , 现在 定 
XREF, 即 : 


D) (ca) = $ D) (g) 
可 以 看 到 
DP (gD (o) DP (g7) = Y DY (g gg) = D” (c) 
geC; ` 
因此 可 见 类 矩阵 DW (ci ) 与 不 可 约 表 示 D 的 所 有 矩阵 都 交换 , 根据 Schur 引 理 ， 
D? (ec) 为 一 常数 矩阵 ， 即 


D” (ce) = XE 
由 此 得 到 
Wey = [O # u = v 
De ( 1 N 车 多 = b 
u= 时 ， 


DO) (ec ) = È D; (e) = ny” (c) 


因而 Am, snx” (C, ), n, 为 类 C, 中 元 素数 因而 当 把 ”个 群 函数 空间 的 基 矢 DI? ( g) 
收缩 为 类 空间 的 基 矢 时 , 由 于 非 对 角 元 为 零 , 而 只 剩 下 /个 对 角 元 ， 即 特 征 标 因而 全 部 
不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 在 类 空间 上 是 完备 的 .，， 

由 于 类 空间 的 维 数 等 于 群 所 包括 的 类 的 数目 , 因而 由 完备 性 定理 可 得 到 一 个 重要 的 
推论 , BH 

推论 G @48 IARTA, 能 而 且 只 能 有 /个 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 
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根据 上 节 给 出 的 全 部 不 可 约 表示 维 数 的 平方 和 等 于 群 的 阶 , 立即 得 到 
y m =n (1.11.12) 
m, 为 不 可 约 表示 y 的 维 数 , 1 为 类 的 数目 . 
3. 特征 标 表 与 特征 标的 第 二 正 交 性 质 
由 于 类 的 数目 ! 与 不 等 价 不 可 约 表示 数目 相同 , 因而 对 包括 1 类 的 群 C, 全 部 不 可 约 
RRR” (ci) 构 成 一 个 忆 的 矩阵 ,一般 用 不 可 约 表示 (7) 标 记 它 的 行 , 用 类 (i) 标 
记 它 的 列 , 这 个 矩阵 就 构成 了 特征 标 表 . 
特征 标的 第 一 正 交 性 质 表示 了 和 矩阵 X' (cz) 行 向 量 是 相互 正 交 的 , 下 面 证 明 它 的 列 
向 量 也 是 相互 正 交 的 . . 
EH 1 11. 4 特征 标的 第 二 正 交 性 质 ) 有 限 群 ! 个 不 等 价 不 可 约 表示 的 特征 标 满 
足以 下 的 正 交 关系 , 即 
ES nx? (C.)x (e) = ë; (1.11.13) 
证 明 为 了 证 明 这 个 定理 , EEEF, 令 


Fy = [xc 
它 的 厄 米 共 轿 F* 的 矩阵 元 
(F), = F; = seca) ° 


n; * 
> Tx” ( C;) ye ( C.) = ô, 


特征 标的 第 一 正 交 性 质 


使 矩阵 F RAER 
EFF} = (FF), = ó, 
即 
FF*=E 
因此 


det(FF*) = detFdetF* =| detF |? = detE = 1 
这 说 明 F HERRER, 因而 下 存在 逆 和 手 阵 忆 -: ， 而 且 道 矩阵 为 F* (因为 FF+ =E, Z 
乘 ,得 到 忆 FF = F* = 下 1，) 从 而 证 明 下 为 西 矩 阵 , 于 是 ` 
(F* F); = >. F;F, = È F; F, 


= F, Ve Ca) KOC) 
=ë; 
这 便 是 特征 标的 第 二 正 交 性 质 . 
这 种 正 交 关 系 反映 了 特征 标 表 中 各 列 间 的 正 交 关 系 . 
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ERI 个 不 等 价 不 可 约 表示 特征 标 和 矩阵 的 矩阵 元 x'” ( C;) 构 成 特征 标 表 , 特征 标 表 
在 表示 理论 的 应 用 中 是 十 分 重要 的 . 
所 有 的 群 都 存在 一 个 一 维 恒 等 表示 , 就 是 群 与 一 维 空 间 的 单位 矩阵 , 也 就 是 与 数 1 
同 态 的 表示 , 它 的 表示 矩阵 也 就 是 特征 标 全 部 为 1， 这 个 表示 当然 是 不 可 约 的 , 在 所 有 
有 限 群 特征 标 表 中 , 都 把 这 个 表示 的 特征 标 列 在 特征 标 表 的 第 一 行 . 
为 外 ,所 有 单位 元 的 不 可 约 表示 的 特征 标 均 为 
x? (e) = > AL e) = d(y) (1.11.14) 


d(Yy) 为 不 可 约 表示 (y) 的 维 数 ， 因而 特征 标 表 的 第 一 一 列 为 不 可 约 表示 的 维 数 . 不 可 约 表 
示 的 维 数 可 由 公式 
ZA =n 或 ZA = 
来 确定 (y = 1 的 表示 为 恒 等 表 示 )， 对 阶 数 不 是 很 高 的 有 限 及 一 般 可 唯一 地 决定 各 种 
不 可 约 表示 的 维 数 . 
比如 Ds 群 1=3, n=6, 由 d+ 由 + =n, 可 定 出 唯一 的 di =d, =1, d, =2. 正八 面 
体 群 (0 群 )1=5, n=24 Æ d, =1, 1,2,3,3. 最 大 的 点 群 正二 十 面体 群 1, CH n 
=120, 有 10 个 类 , 因而 不 可 约 表 示 的 维 数 为 ; 1 维 表示 2 个 , 3 维 表示 4 个 ， 4 维 表示 2 
+, 5 维 表 示 2 个 , 即 
2.12+4.32 +2.4 42-5 = 120 
特征 标 原则 上 可 由 两 种 正 交 性 ， 即 


1 (7) * (8) _ 
n 2 (Ci) `x (CG,) = ô, 


E O) K? Co) = 8, 
来 计算 . 由 于 这 些 方程 是 二 次 联 立 方程 ,实际 求解 是 很 麻烦 和 困难 的 
BIL D, 群 的 特征 标 表 
D, 群 的 特征 标 表 如 下 : 


2C, (27/3) 3C, (w) 


由 行 正 交 性 得 到 
1 +2a +3b = 0 
2 +2c +3d = 0 
由 列 正 交 性 得 到 ' 
l+at2c=0, 1+b+2d=0 
解 得 
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1.12 直 积 表示 和 和 直 积 群 的 表示 


1.12.1 直 积 表示 


如 果 和 矩阵 群 {4(g)1 和 |B(g)|} 是 群 G 的 两 个 表示 , 表示 4 和 8 的 维 数 分 别 为 4(a) 
和 d(5). 定义 4 与 8 的 直 积 (direct product) 为 


Alg) @ Bl(g) = C(g) (1.12.1) 
C 为 mm, 维 的 矩阵 ,其 矩阵 元 为 
C. | (g) = 45(8)B lE) (1. 12. 2) 


用 4 个 角 标 标记 表示 矩阵 元 . j,6 取 1,2,3,…, da); v, a1, 2, =, d(b). 有 人 
称 这 种 矩阵 为 超 和 矩阵 ， 则 表示 14(g) | 与 表示 1B(&)} 的 直 积 {C(g)| 也 是 群 G 的 一 个 表 
示 , 称 为 直 积 表示 . 

首先 指出 直 积 和 矩阵 的 乘法 为 矩阵 的 直 乘积 


C=AQB, C' = A' @ B' (1.12.3) 
MER C 与 C" 之 积 是 矩阵 的 普通 积 ， 即 
CC' = (A@ B)(A' @ B') = (44') Q (BB') (1. 12. 4) 


注意 44“ 表 示 两 个 矩阵 的 积 ，@@ 表 示 矩 阵 的 直 积 , 按 定义 
(CC) g y = X Ce oa Con, ye = > A.B, A; B. 
H (1. 12.4) 得 到 
(CC')。， = D, 4.4; > B,.B., 
因而 (1. 12. 4) 式 是 正确 的 . 
由 于 f 
detC = det(A @ B) = detAdetB 
因而 车 4、B 都 是 非 奇 异 矩 阵 , C tb E dESF S 3EEE, CHED, 它 的 道 为 
| C! =A @ B` (1.12.5) 
这 一 点 容易 证 明 ， 即 
CC” = (A@B)(A7” @ B!) = (AA) @ (BB) = E 
C'C = (A @B7')(A@ B) = (AA) @ (BB™°) = E 
E Jj d(a) x d( b) HERRE BE. 
而 
C(g)C(g') =(A(g) @ B(g))(A(zg') @ B(z')) 
=(A(g)A(g’)) @ (B(g)B(g')) 
=A(gg') ®© B(gg') = Cleg) 
这 便 证 明了 直 积 { (4(g)@B(g) = C(g) | 确实 是 群 G 的 表示 . 
如 果 表 示 4 和 B 都 是 不 可 约 表示 ， 即 
QP, x”) = P, xP) =1 
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这 里 XxX 和 x 分 别 是 不 可 约 表 示 4 和 8 的 特征 标 . 
则 直 积 表示 C(g) =4(g)@B(g) 的 特征 标 为 
x?) (g) =trC(g) = YC, (8g) 
= DA(g),Ble), =x (e)x le) (1. 12. 6) 
则 特征 标 x'® 的 内 积 为 


1 . ' 
Q. Y) = T AXI (a)x 9 (g) 
ge 


= FEKO O KOKO 0.12.7) 
一 般 此 式 并 不 等 于 1, 因而 直 积 表示 C 并 不 是 不 可 约 表示 . 
因而 直 积 表示 4(g) @B8(g) 可 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 ， 即 | 
A@B = X`a,(AB)C (1. 12.8) 
C 为 不 可 约 表示 , 它们 的 特征 标 为 
x = Ya, (AB) 
由 特征 标 正 交 定 理 
Q, x) = Ya, (AB) (Xi, x") = a, (AB) (1.12.9) 
得 到 了 在 直 积 表示 AGB 不 可 约 分 解 中 不 可 约 表示 c 出 现 的 重复 度 a,(4B). 
1.12.2 直 积 群 的 表示 
元 素 集合 吾 = [和 ， ha, 0, h 和正 = f, f, t fl EW AB, 由 它们 可 构成 直 积 
群 G: le E23 `" gl ; k=mn, 直 积 群 G 的 元 素 为 


g; = hf 
MRAP 和 4 分 别 是 它们 的 表示 , 则 4(9 与 459 的 直 积 
U(gy) =A” (h) QAP (£) (1. 12. 10) 


为 直 积 群 6 的 表示 ， 即 两 个 群 表示 的 直 积 构成 直 积 群 的 表示 . 因为 直 积 群 6 中 群 元 素 的 
乘法 规则 为 
BopBsn = (hfa) hafa) = (hohs) Gafr) = hf. = g; (1.12.11) 
其 中 
hhs = h, ff. = f 
而 矩阵 Ulge) 与 U(g,,) 48328 ' 
U(g.)U(g,) = (A (ha) QAP (A) JAP Rh) QAP (/.)) 
= (AP (h.)AUD(h.)) @ (AP AP F) ) 
=A® (h) QAP (E) = U(g;) (1. 12. 12) 
XMH | U(z,) | 确实 是 直 积 群 Ç = HOF 的 表示 . 
表示 U 的 特征 标 称 为 
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YO = yn tD (1. 12. 13) 
因而 它 的 内 积 为 
P, x”) r 3 (gy) x (gy) 


= y EAO (h) KO GY yQ) (x G) 


nmienfer 
= ,Xx ) ET A) (1. 12. 14) 
其 中 m 和 分 别 为 表示 4 中 和 4% 的 维 数 ， 这 说 明 车 4 中 和 A 中 分 别 为 群 五 和 下 的 不 可 
HARR, BB 
QP x) = QP ,x®) =1 
则 
P, x?) =1 
即 U 是 群 6 的 不 可 约 表示 . 
TEHA 1, RMX, 以 有 ,为 代表 的 类 为 
= (hhh h; e H}, i=1,2,.,1, 
PFA L 388828, 以 为 代表 的 类 C 为 
= [fS If, e F|, e= 1,2, 0, L 
ERE G = HF 的 以 元 素 La RRHH 
a = {gpBiogp | gp EC) 
由 直 积 群 元 素 的 定义 
ggg gp = (hfo) Afd A S) = hh (ff fs') 
得 到 类 Ci 为 
Ca = CGC, (1.12.15) 
即 G 群 包括 Ly AHIRA. 因而 6 群 有 44 个 不 等 价 不 可 约 表 示 ， 这 些 不 可 约 表示 
可 由 群 互 和 下 的 不 可 约 表示 的 直 积 构成 , 即 群 Ç 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 为 
UT? (gs) = AP (h) QAP (f) 
(y =1,2,, 1, 6=1,2,..,1) 
共 为 4 个， 直 积 表示 UT” RERO n,m, n, 与 ms 分 别 为 表示 A MAO KWER, F 
ER G 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 维 数 平方 和 为 
> (n, m,)° - (> n) ( Pm) = nm (1. 12. 16) 


为 群 万 的 阶 , m 为 群 玉 的 阶 ,mm 为 直 积 群 C 的 阶 
113 有 限 群 不 可 约 表 示 的 分 类 
MEDO E RE G 的 不 可 约 表示 ,显然 表示 和 矩阵 的 复数 共 罗 DCD (CHERT 


KA (g), d ERRE D ( g) 的 矩阵 元 ) 也 是 群 G 的 一 个 表示 . 由 此 可 把 好 C 的 
不 可 约 表示 分 为 三 种 : 
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(1) A 种 不 可 约 表示 一 一 实 表示 : 若 不 可 约 表示 D 5 D 是 等 价 表示 ， 而 且 可 
通过 对 基 矢 的 适当 选择 使 表示 矩阵 D'(g) 一 D'"(g)， 则 为 实 表示 (表示 和 矩阵 元 为 实 
数 ) ; 

(2) B 种 不 可 约 表示 : 虽然 不 可 约 表示 DO (g) 与 复 共 斩 表 示 DO (g) 是 等 价 表 
R, 但 不 能 通过 基 矢 选择 使 D D (2)—DU (g) , 称 为 B 种 表示 , 也 称 尾 实 表示 . 

(3) C 种 表示 : 不 可 约 表示 DO (g) 与 复 共 斩 表 示 DO (5) 不 是 等 价 表示 . 

判别 群 G 的 不 可 约 表示 是 属于 哪 种 表示 ,有 如 下 定理 . 

定理 1.13.1 EDER Ç 的 不 可 约 表示 , AHRR D * 与 D 是 等 价 表示 ， 即 
D*(g) =CD(g)C`', 则 变换 矩阵 C 只 能 是 C= = C. 而 且 当 C = C 时 , 不 可 约 表示 为 A 
种 表示 ,， 即 实 表 示 ; 当 C= -C 时 D 为 B 种 表示 ， 即 虱 实 表示 (D 与 D' 虽 然 等 价 , 但 不 
是 实 表示 ). 

证 明 ”如果 不 可 约 西 表示 D 与 D * 等 价 , 即 存在 丁 和 矩阵 C 使 

D*(g) = CD(g)C! . (1.13.1) 
于 是 对 (1. 13. 1) KE 22 a 
D(g) = C°D*(g)(C"'')` 
H (1. 13. 1) 式 得 到 
D(g) =C*CD(g)C™ (C1)* = C*CD(g) (C0) (1.13.2) 
这 表明 对 所 有 g 的 不 可 约 表 示 和 矩阵 D (g) 均 与 矩阵 (C"”C) 交换 , 根据 Schur 引 理 ， 
(CC) HEROE, Bp 
C*C = mE (1.13.3) 
m HER, E WREE, Dg) AAEE D) =D(g)!' ,因而 容易 由 (1. 13.2) 式 得 
到 
D(g) = C* CD(g)(C* C) ' 
由 此 得 到 
Ct C = NE (1.13.4) 
由 (1. 13.3) 和 (1. 13. 4) 式 得 到 
det[ C*C] =de[C*]de[C]) =| detC12 = M" 
det[C* C] =det[C* ]det[C] =| detC1? = N 
(n 为 不 可 约 表示 D(g) 的 维 数 ). WWM = +N, BJ 
C'C=4+CC=C°C 
C =+C 
这 就 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 

WR D JE A 种 表示 ( 实 表示 )， 也 就 是 存在 一 个 矩阵 有， 使 BD(g)B RCHA HH 

AERE, BD 
[BD(g)B/”]" = BD(g)B"” (1.13.5) 
而 


Te 
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[BD(g)B/']* = 了 DOE) BT 
因而 
B'D(g)*B™* = BD(g)B"” 
亦 即 
B'B*'D(g) BT DB = D(g) 
Mamka 


D(g)° =(B/"B)D(g)(B'”B') 
=B" *BD(g)(B7* B)” 
与 (1. 13. 1) 式 相 比 较 得 到 
B'*B = C 
由 此 得 到 


CN 


有 -1 有 = 万 (Bi = (B) B = 
这 就 证 明了 当 C = CÇ 时 , 为 实 表示 . 
当 C= -(C 时 , 不 可 能 存在 (1.13.5) 式 ,因而 此 时 为 B 种 表示 ， 这 就 证 明了 这 个 定 


(1.13.6) 


理 . 
定理 1.13.2 如 果 不 可 约 表示 DO 的 特征 标 为 xm , 则 
n, DO 为 实 表示 (A 类 ) 
Zx l) = 10， DO 5 pO RECA) 
“° -n, DO 与 中 * 等 价 , 但 不 是 实 表示 (B 28) 
证 明 ZX (e) = 之 之 D (e), = D >p (8)aD (e), 


ge 


= >, BD (a) Di) ` (g) ' (1.13.7) 


geÇ i, 


根据 广义 正 交 定理 , 车 DU 5 pt) (8) 是 不 等 价 表示 , 则 (1. 13.7) 式 为 0， 因 此 证 明了 
定理 对 于 C 种 表示 是 正确 的 . # p D (e) DD (8g) 等 价 , 由 定理 1.13.1, DO (g) = 
CD (g) C, 于 是 由 不 可 约 表 示 的 广义 正 交 定 理 得 到 


Xx (e) =F Y EDO (e)a DO gC, 
ge G geC ik Im 
= Y $ CRC 8, 8, = +n (1.13.8) 
£ Im na 


上 式 中 为 群 的 阶 , n 为 不 可 约 表示 T 的 维 数 , 当 C =C 时 ,上 式 取 + 号 ; 当 C= - ë 
时 , 取 负 号 . 这 就 证 明了 A 种 和 B 种 表示 的 判别 条 件 . 

利用 定理 1. 13. 2 就 可 判断 不 可 约 表示 属于 哪 一 种 , 判断 不 可 约 表 示 的 种 属 在 许多 
实际 应 用 中 是 很 有 用 的 . 
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现实 空间 是 定义 了 向 量 长 度 和 向 量 间 角度 的 三 维 实 空间 , 即 三 维 实 西 空间 或 者 说 是 
三 维 正 交 空间 .对 于 这 个 空间 中 的 有 限 的 具有 一 定 对 称 性 的 形体 , 存在 着 保持 这 种 形体 
不 变 的 线性 变换 的 集合 ， 它 们 构成 了 这 种 形体 的 对 称 群 ， 由 于 形体 是 有 限 的 ,因而 保持 
形体 不 变 的 变换 至 少 在 变换 过 程 中 有 一 个 点 不 动 , 因此 称 保持 有 限 形体 不 变 的 对 称 群 为 
点 群 称 每 一 个 群 元 素 为 对 称 操作 , 因为 在 这 个 操作 下 形体 保持 不 变 ， 即 形体 具有 这 个 
变换 的 对 称 性 三维 实 正 交 空间 , 最 普遍 的 齐 次 线性 变换 群 , 是 实 正 交 群 0(3, R)(R 表 
示 实 空间 ) 或 简 记 为 O(3) , 因而 点 群 都 是 三 维 实 正 交 空间 群 0(3) 的 有 限 子 群 

点 群 在 晶体 理论 和 分 子 理论 中 是 十 分 重要 的 . 本 章 讨论 点 群 ,主要 讨论 点 群 及 其 共 
轿 类 和 每 个 点 群 包括 哪些 对 称 操作 ,并 严格 证 明了 可 能 存在 的 点 群 . 


2.1 三 维 正 交 群 
三 维 实 空间 定义 了 向 量 的 内 积 之 后 为 三 维 实 内 积 空间 , 即 三 维 实 正 交 空 间 ， 这 个 空 


间 中 的 全 部 线性 变换 构成 三 维 正 交 群 , 记 为 0(3), 每 个 线性 变换 都 可 表示 为 3 x3 的 实 
正 交 和 矩阵 按 定义 实 正 交 矩 阵 具有 性 质 


M` = M, m, = ms (2.1.1) 
mi 为 矩阵 M 的 矩阵 元 , m 295 ESE BE M 的 矩阵 元 . 由 于 
det M = det M (2.1.2) 
因而 
det (MÑ) = (det M)? =1 (2. 1.3) 
正 交 矩阵 的 行列 式 
det M= +1 (2. 1.4) 


于 是 可 把 0(3) 的 全 部 元 素 分 解 为 两 个 子 集 
{Mide M=1} 和 {Mide M= -1| 
容易 看 到 ,0(3) 的 子 集 {MIidetM =1| 本 身 构成 一 个 群 , 它 是 0(3) 的 子 群 , 称 为 三 维 单 
模 正 交 群 , WA SOG). 由 于 两 个 行列 式 为 ( -1) 的 三 维 正 交 矩阵 M, 有 "之 积 的 行列 式 
为 1, 即 det{M' M"} =1, 因而 子 集 {M'1detM' = -1| 不 是 封闭 的 , 它们 不 是 一 个 子 群 . 
0(3) 还 存在 一 个 二 阶 子 群 1= le, il, e 为 单位 元 , i 为 空间 反 演 ， 即 


1 0 0 -1 0 O 
e=|0 1 0|，i=|0 -1 0 
00 1 0 0 -1 


ME 0(3) 与 1 同 态 , M 0(3) 中 所 有 deM =1 HER M 对 应 于 了 中 的 元 素 。 所 有 detM 
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= -1 的 元 素 M' 对 应 于 7 的 元 素 i, 50(3) 为 同 态 核 。 因而 0(3) 可 表示 为 子 30(3 ) 的 两 


个 陪 集 的 直 和 ，, 即 
0(3) =e - S0(3)@i - S0(3) 
由 于 反 演 矩阵 i 15 PF 38 3 EE M 交换 ，, 因而 50(3) 的 右 陪 集 i: S0 (3) 等 于 左 陪 集 
SO(3) + í, 这 说 明 S0(3) 和 7 都 是 0(3) 的 不 变 子 . H 1.3 讨论 可 知 0(3 ) 为 直 积 群 
0(3) =I®S0(3) 
下 面 证 明 det M = 1 的 正 交 和 矩 阵 代表 绕 一 定 轴 的 转动 . 
对 于 SO0(3) 的 任意 元 素 H, 下 面 将 证 明 都 存在 一 个 向 量 r, 在 它 的 作用 下 不 变 , B 
Mr=r 或 Mr=Er (2. 1.5) 
为 单位 矩阵 ， 在 基 矢 (i , h, LH, 
u 


3 
r= $ xi = (x1, X>, X>) i, 
i=Ì 


i, 


ERE M 的 矩阵 元 为 my, 因而 (2. 1. 5) 式 可 写 为 本 征 方程 的 形式 ,， 即 


hn 
(M-E)r=(x,, %2, “oralsh 
i 


其 分 量 式 为 奇 次 线性 方程 ， 即 


> (m, -65)% = 0 (2.1.5') 
这 个 方程 有 解 的 条 件 是 系数 行列 式 为 0, 即 , 
det (M -五 ) =0 (2.1.6) 


容易 证 明 
det(M - E) =det(M - E) = det( M` - E) 
=det[ M(E ~ ME)] = det(M™)det(E — M) 
=det(E —- M) =-~ det(M - E) 
=0 (2.1.7) 
因而 方程 (2. 1.5) 或 (2. 1. 5') 恒 有 和 解 . 
这 说 明 每 一 个 单 模 正 交 和 矩阵 所 表示 的 变换 ， 都 有 一 个 向 量 > 在 这 个 变换 下 不 变 , 因 
而 这 种 线性 变换 一 定 是 绕 这 个 不 变 向 量 转动 的 旋转 变换 ， 称 这 个 向 量 为 旋转 轴 . 于 是 
S50(3) 也 就 是 三 维 空间 绕 一 切 通 过 坐标 原点 的 向 量 而 转动 的 旋转 群 , 也 记 为 R. R 的 全 
部 变换 均 保持 所 有 旋转 轴 的 共同 的 交点 ( 坐标 原点 ) 不 变 . 
下 面 寻求 绕 任 意 轴 a 转动 a 角 的 转动 矩阵 R,(a). 单位 向 量 a 的 方向 余弦 为 
(I, m, n), BẸ 
a, =l =singcosp， oa =m =sinĝsing, a, =n = cosĝ 
2 为 4 与 z 轴 之 夹 角 , gq 为 a 在 x-y 平 面 上 投影 与 x 轴 之 夹 角 . 
设 绕 转轴 为 把 a 轴 转 到 z 轴 的 转动 、 于 是 转动 R.(a) 可 表示 为 
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R,(a) =R; 'R,(a)R, 
即 先 把 a 转动 > 轴 , 再 绕 z 轴 转 a 角 , 然后 再 把 z 轴 转 动 到 wa， 而 把 a 转 为 z 轴 可 分 两 步 
进行 , 即 先 绕 z 轴 转 -ep 角 , 然后 绕 y 轴 转 -6 角 , 因而 
R,=R,(-0)R(-@), R;'=R,(@)R,(0) 
于 是 
R, (a) =R,(@)R,(0)R,(oe)R,( -0)R,( -9) 


cosa -sing 0 
R(a) = | sing cose 0 
0 0 1 


cosg 0 sin0 
R(0O =| 0 1 0 


—sin@ 0 cos0 
这 样 , 经 过 计算 便 可 得 到 绕 方向 余弦 为 (1, m, n) 的 轴 a 转动 角 的 转动 矩阵 为 
Run a) =R,(a) 


cosa + Pa - cosa) im(l ~ cosa) ~ nsinæ In(1 - cosa) + msing 


已 知 


Im(1 - cosa) + msina cosa +m?’ (1 - cosa) nm(l - cosa) - jsina 


In(1 ~ cosa) - msina mn(1 - cosa) + Isina cosa + n (1 - cosa) 
(2.1.8) 

其 中 转动 角 a 的 变化 范围 为 0 去 wc <2r， 轴 的 方向 余弦 满足 条 件 己 +m2 +n =1, 存在 两 
个 独立 变量 , 这 两 个 独立 变量 都 是 连续 变化 的 . (2. 1. 8) 式 与 (1 7.2) 式 给 出 的 用 Euler 
角 表 达 的 转动 公式 , 都 是 很 重要 的 . 

0(3) 除 转动 之 外 的 元 素 是 

liR (a)| 

称 之 为 转动 反 演变 换 . 

0(3) 的 元 素 作 用 到 三 维 空间 中 的 向 量 r, 使 之 变 为 另 一 个 向 量 普 , Bi 
Mr=r' (Me 0(3)) 


| "n 
Mr afo ,Xs fall (x,, Xs sa 
i; š, 
i, | 
= (x1, x; ， ofe) r' 
i 


x; = > Mi} (m; 为 的 矩阵 元 ) | 


写成 坐标 的 形式 为 


B 
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这 个 表达 式 表 示 转 动 空间 ， 而 基 矢 不 变 , 本 书 均 采 用 这 种 表述 . 
由 此 可 看 到 在 O(3) 的 所 有 元 素 作 用 下 ， 只 有 坐标 原点 O(0, 0, 0) 保持 不 变 ,， 即 
MO = O 
因而 0(3 ) 保 持 坐 标 原点 不 动 . 
空间 向 量 ” = X ri, 代表 空间 中 坐标 为 (x , 2, %) 的 一 个 点 x. 可 以 通过 0(3) 元 


素 作 用 下 研究 点 x(x zz, zs) 的 变化 . 称 点 x(x1，, x, x ) 在 群 0(3) 全 部 元 素 作用 下 所 
经 过 的 全 部 点 为 包括 x 点 的 0(3 ) 的 轨迹 . El 

经 过 x 点 的 0(3) 的 轨迹 = {Mx1 M e 0(3)] 
显然 0(3) 经 过 x 点 的 轨迹 是 半径 为 =(*;+ 吉 + 必 ) 的 球面 ,因为 

Mr=r' 
0(3) 保 持 内 积 不 变 ， 即 
(r,r) = (',') 或 ta txi = xÚ + xP + xE 

满足 这 种 关系 的 全 部 点 的 集合 为 半径 为 y (xi +x> +a) 的 球面 , 因此 也 称 0(3) 具 有 球 对 
称 性 . 


2.2 点 群 概要 


0(3) 的 有 限 阶 子 群 称 为 点 群 ， 上 节 已 指出 0(3) 的 全 部 变换 至 少 保持 坐标 原点 不 
变 , 因而 点 群 的 变换 也 至 少 保持 一 个 点 不 变 , 这 也 是 把 这 类 群 称 为 点 群 的 原因 . 


2.2.1 点 群 的 分 类 


由 于 0(3) 可 表示 为 S0(3) 与 反 演 群 1 的 直 积 , 即 0(3) = 50(3)@1, 因而 点 群 也 可 
分 为 两 大 类 , 第 一 类 点 群 为 S0(3 ) 的 子 群 , 即 第 一 类 点 群 GC50(3). 它 的 全 部 元 素 由 
纯 转 动 构成 , 即 Me C，det =1. 第 二 类 点 群 是 0(3) 的 子 群 , 但 不 是 S0(3) 的 子 群 , 它 
即 包括 行列 式 为 1 的 纯 转 动 , 也 包括 行列 式 为 ( -1) 的 非 纯 转动 . 


2.2.2 点 群 元 素 的 类 型 


点 群 除 单位 元 外 , 包括 三 种 类 型 的 元 素 : 

l. 2— Z #b a 的 转动 

这 种 转动 可 表示 为 R,( o) , a 代表 旋转 轴 , 9 为 绕 轴 a 的 转角 ， 当 给 定 转轴 a 后 , 转 
动 由 (2. 1.8) 式 给 出 . 由 (2.1.8) 式 可 以 证 明 , 绕 同一 转轴 a 相继 转动 p My, 结果 为 绕 
该 轴 转 动 p +, BI 

Ri(p)RAY) =R, YR Cp) =R,(@ +W) (2.2.1) 
所 有 转动 行列 式 均 为 1， 即 
detR,(@) =1 
由 于 点 群 是 有 限 群 , 因而 对 任意 转动 , 一 定 有 一 个 正 整数 使 
R,( p)" =R (npg) =R,(2=) =e 
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由 此 得 到 点 群 对 任何 一 个 轴 的 转动 角 一 定 为 o - 乞 ， 称 这 种 轴 为 n 重 轴 . 这 种 变换 ( 称 


为 操作 ) 表 示 为 C, 表示 绕 一 定 n BRR TE 角 . 


第 一 类 点 群 的 全 部 元 素 由 各 种 转动 构成 . 
2. 反射 面 


对 于 第 二 类 点 群 除 转动 外 , 还 包括 iR (o), BiR, (z =), 即 空间 反 演 与 转动 之 积 . 
3 e= Hf, 由 (2.1.8) 式 得 到 
-1 0 0OY-l+2P 27m 2In 
iR, (1) [o -1 | 2m ` -1+2m  2mn | 
0 0 -1! 2In 2mn -1 +2? 
1-2? -2m -2n 
-2m 1-2m -2mn 
_ 21m -2mn 1- 2n? 


它 描述 以 a 为 法 线 的 平面 o, 的 镜像 反射 称 为 反射 面 为 了 清楚 看 到 这 一 点 , 分 别 取 a 平 
行 *, y, z 轴 的 三 种 情况 , 得 到 


1 0 
iR, (m) -|o -1 


0 0 
它们 分 别 为 法 线 为 z, z, y 轴 的 三 个 反射 面 ， 因 而 平面 反射 (或 称 反 射 面 ) 为 第 二 类 点 群 
的 一 种 元 素 . 
3. 转动 反 演 或 转动 反射 
R| 为 n n 重 转 动 反 演 轴 , 它 也 是 第 二 类 点 群 的 一 种 元 素 . 但 是 在 点 群 中 通常 使 
用 的 是 Schoenflie 引入 的 n 重 轴 的 转动 反射 S, Bp 


s,=s,[22) =0,R,( =F) 或 S.=c,C, (2.2.2) 
它 为 以 a 为 法 线 的 反射 面 oSA a RI TARRAZZI 由 于 o, siR (n), 于 是 得 到 


CA EA [28 ) =iR [+ a] = (2.2.3) 
(2. 2.3) 式 给 出 了 转动 反 演 与 转动 反射 间 的 关系 ， 
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按 定义 可 得 到 
C, 当 六 为 偶数 
o, Cr, 当 m 为 奇数 
因而 当 n WER, Si = e; n ARR, Son o, 表示 以 旋 轴 为 法 线 的 反射 面 

在 点 群 中 把 S, 看 为 一 种 独立 的 对 称 操作 ， 它 代表 绕 轴 转 动 {“ 严 } 后 再 经 历 一 次 垂直 
于 旋转 轴 的 平面 反射 ， 实际 上 是 一 种 复合 的 对 称 操作 
2.2.3 ”点 群 共 辆 类 的 划分 


FPRFRRHWX, 是 群 论 中 的 一 个 重要 问题 , THAKRE AFEN. 
1. 336 3 1-4 48 E] 694731 X 
WRR AS CHH, EBUfefEJG3 B, 使 

BAB ` =C 


Sr =o, Cr -| 


对 上 式 取 它们 的 行列 式 ， 即 


det( BAB 1) =detBdetAdetB™ = detA = detC 
E383 us 4 与 C 行列 式 相同 . 因此 在 点 群 元 素 中 ,只 能 是 转动 元 素 与 转动 元 素 共 
H, 非 转 动 元 素 与 非 转 动 元 素 共 孝 . 
2. 上 共 轿 元 素 的 表示 延 阵 有 相同 的 这 
如 果 4 1 CAE, BH 


BAB ` =C 
两 端 取 迹 , 得 到 
tr(BAB 1) =trC 
容易 证 明 
tr(B4B-1) =r(B-LB4) =trA 
因而 


trA =trC 

这 表明 相互 共 轿 的 元 素 一 定 有 相同 的 迹 . 

由 (2.1.8) 可 看 到 绕 任意 轴 a 的 转动 的 迹 为 

trR,(@) =2cosp +1 
12562" Ra ARRA A RHR. 转动 反 演 的 迹 为 
tr[iR,(e@)] = - (1 +2cose) 

AMERA RARR ARER. 当 o == 时 为 反射 面 , 因而 反射 面 与 
Kirm n] 8634 8.330 29 R] —28. 

3. 等 价 轴 与 等 价 面 

群 的 一 个 变换 4 通过 元 素 8 变 为 变换 C, 则 称 4 与 C 是 等 价 变换 , 变换 B 把 4 变 为 
C 的 数学 表达 式 为 

B`'!AB= C 
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因而 等 价 变换 所 有 表示 的 操作 是 相互 共 斩 元 素 , 相互 等 价 的 变换 属于 同一 个 共 斩 类 ,如 
果 4 是 一 个 n 重 轴 , 与 之 等 价 的 元 素 C 也 只 能 是 久 重 轴 ( 可 能 是 另 一 个 坟 重 轴 , 也 可 能 
是 它 本 身 ). 如 果 4 是 反射 面 , C 也 是 反射 面 . 即 点 群 中 存在 等 价 轴 和 等 价 面 如 nn 重 轴 
C, 与 C; 是 等 价 轴 , 即 存在 变换 B, 使 
BCB =C; 
则 由 C, 轴 和 C: 轴 构 成 的 转动 反射 
S. =oC, =iC,C, =iC (E+) 


和 
S. = 0C; =iCiC! =ic, Z+) 
也 是 等 价 元 素 , 因为 i 与 任何 元 素 都 可 交换 , 于 是 
B'S,B =B"'iC, (LT + z) 
n 
=ip"tc,(2= +=)B 
= iC; (z + 了 


=S; 
这 说 明 在 第 二 类 点 群 中 , 如 果 C, 轴 与 C. 轴 是 等 价 轴 , 则 由 它们 产生 的 S. 与 S: 也 是 等 
价 元 素 , 称 为 等 价 转动 反射 轴 . 
容易 看 到 , 绕 等 价 轴 转 动 相 同 角度 的 两 个 元 素 是 共 轿 元 素 , 它们 属于 同一 共 恩 类 ， 
绕 等 价 转动 反射 轴 转 动 相同 角度 的 元 素 也 是 共 瑟 元 素 ,属于 同一 类 . 
4. 双向 轴 


如 果 对 于 = 重 轴 c, [22 n), 存在 一 个 元 素 4, 使 
A E (28) =c, ( -到 
称 这 种 重 轴 为 双向 轴 , ED n Epia 与 -a 为 等 价 轴 显然 对 于 双向 轴 C? 与 C 为 同一 


HH, 因为 
A 1C.( <)4 


n 


到 ac (2) "ta (EE) 


| 
=4-C 


-天 


m c, sem). c 5 e| PE) = C AeA. 


在 点 群 中 双向 轴 可 由 两 种 情况 构成 : | 
(1) 存在 与 重 轴 垂 直 的 二 重 轴 ， IIS EAN a, CERN b, alb, TE 
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Cm =c,[ -TE 


EI n 重 轴 为 双向 轴 . | 

(2) 存在 通过 nn 重 轴 的 反射 面 o,, 反射 面 o, 的 法 线 5 Ej n SH a HEH, Bo, = 
iC, (T) , 于 是 

oC (I jo ,=iC, (m) C, (2 —)ic, (m) =C d- =) 

同样 n 重 轴 为 双向 轴 . 

这 种 双向 轴 可 从 几何 上 更 深刻 地 予以 说 明 . 反射 面 =, 把 轴 a 反射 为 轴 a, 即 a 是 自 
身 的 像 , 轴 e 与 它 的 像 a 为 等 价 轴 .但 是 绕 像 轴 a 的 转动 应 当 是 绕 轴 a 转动 的 像 , 因而 
绕 像 轴 a 的 转动 为 绕 轴 a 的 负 转 动 ， 在 这 种 意义 上 n 重 轴 &a 为 双向 轴 . 

除了 双向 轴 外 ,C? 与 C*”? 不 属于 同一 类 , 也 可 称 这 种 n 重 轴 为 单 向 轴 . 

比如 存在 一 个 与 重 轴 垂 直 的 反射 面 o;， 此 时 o, 的 法 线 与 n 重 轴 平 行 , 因而 

o, C, [2 jo iC, (=) C, [2 a )ic, (m) =C [2 ==) 

在 这 种 情况 下 的 C, 为 单 向 轴 . a 对 于 反射 面 o, 的 像 虽 然 为 -a, 但 是 在 像 空间 绕 像 轴 
-4 的 转动 也 为 负 转 动 , 而 R_。( -9p) =R,(e), 这 表明 R,( e) R,( - e)3F3E3t$u Ju. 

有 了 上 面 这 些 原则 ,点 群 元 素 的 分 类 就 容易 进行 了 ， 首先 观察 等 价 轴 ， 绕 等 价 轴 转 
相同 角 的 转动 为 同一 类 ; 然后 再 观察 双向 轴 , 对 于 双向 轴 C? 与 C? 2? 为 同一 类 . 对 第 二 
类 点 群 再 研究 等 价 面 , 相互 等 价 的 面 为 一 个 类 , 由 等 价 轴 可 以 找到 等 价 转动 反射 , 从 而 
完成 了 对 转动 反射 的 分 类 . 


2.3 第 一 类 点 群 


由 纯 转 动 构成 的 点 群 为 第 一 类 点 群 , 它们 共有 五 大 类 ， 下面 讨 论 它们 
2.3.1 单 轴 点 群 
一 个 n 重 轴 构 成 的 点 群 称 为 单 轴 点 群 ， 记 为 多 .不 失 一 般 性 , 取 轴 与 z 轴 重合 , 则 
C, (FTE WERRRA 


cos — -sin — 0 

c (=)= =Œ =| ` 2mk ant 
n sin 一 一 ”cos 一 一 0 
0 0 1 


显然 它 是 一 Abel 群 , 这 种 群 有 n 个 元 素 , 每 个 元 素 为 一 类 , 共 个 类 . 
特殊 情况 是 当 n=1, 即 为 ë 时 ,， 它 只 有 一 个 单位 元 e = C:(2T). 


2.3.2 二 面体 群 
如 果 一 个 点 群 除 一 个 n 重 轴 之 外 , 还 存在 垂直 于 这 个 二 重 轴 的 二 重 轴 , 则 称 这 种 群 


| 
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为 二 面体 群 (dihedrel group) , 简 记 为 Dp 
FAWR, 如 果 存 在 与 重 轴 相 垂直 的 二 重 轴 , 群 的 封闭 性 要 求 , 一 定 在 与 重 轴 
相 垂直 的 平面 上 存在 n 个 二 重 轴 ， 相 邻 二 重 轴 之 间 的 夹 角 为 一 


不 失 一 般 性 , 取 n 重 轴 为 z 轴 , 一 个 二 重 轴 为 x 轴 , MM 
2k 2k 


cogs— -sin — 0 
>h n n 
LRT) _ 
c.( n ) sin ET cos ET 0 
n n 
0 0 1 
1 0 0 
C, (w) 0 -1 0 
0 0 -1 
于 是 
2k . 2kun 
cos = sin 一 一 0 
2k r. 
c.( Je, (7) =|, in ET _ cos 24T 0 =C, (T) (2.3.1) 
n n 
0 0 -1 
km 


与 (2.1.8) 式 相 比 较 , 可 以 看 出 (2. 3. 1) 式 为 绕 方向 余弦 为 (1= cos PE, m =sin— n= 
0) 的 轴 a; 转角 的 转动 ， 这 个 轴 与 x RAAE, k=1,2, =, n-1. 这 就 证 明了 存在 


相 邻 轴 间 夹 角 为 一 一 的 nn 个 二 重 轴 的 论断 . 
因而 D. 的 阶 为 2 
D, =le, Ce (天 三 1, 2, eon -1), cP (i = 1, 2, °... n)! 
其 中 
cos DT ini Da 0 
n n 


(D _ 。 . 
C = sint- Da - ooi- Dq 0 


0 0 -1 

2k zn 

cos — -sin — 0 
n 
C =| . kn ak 
sin — cos = 0 
n 
0 0 1 


| 下 面 讨论 D, 的 类 . 为 了 对 群 元 素 进行 分 类 , 需要 研究 ”个 二 重 轴 中 哪些 是 等 价 轴 . 
| 为 此 , 把 第 个 二 重 轴 进行 转动 ， 即 
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(ecc 
cos PT sin 2T 0 
n n 


= ~ sin 22T cos PT 0 
n n 


0 0 1 
cos ZEA T sink = Dm 0 cos PT - sin PT 0 
n n n n 
sint -Da T - | Ú Í 2# -Da 0 sin 2T cos “RT 0 


0 0 -1 0 0 1 
2r . 27 
cos™ (2p + k — 1) sin (2p +k - 1) 0 


ff 


sin ZE (2p +k-1) - cos 2(2p +k-1) 0 


0 0 -1 
= CO (2.3.2) 
(2.3.2) 式 说 明 C 把 第 大 个 二 重 轴 CIP 变 为 了 CPD RE Ce 与 e (p =1, 


2，…, nn) 是 等 价 轴 ， 或 者 说 相互 间 夹 角 为 2 的 二 重 轴 是 等 价 轴 - 
n 为 奇数 和 为 偶数 的 Don sP Dons n 个 二 重 轴 间 的 等 价 关 系 可 得 到 两 种 不 同情 况 
如 果 为 偶数 ,在 n 个 二 重 轴 CO 中 他 个 奇数 编号 的 二 重 轴 为 等 价 轴 ， 于 个 偶数 编号 的 


二 重 轴 为 等 价 轴 .但 是 当 为 奇数 时 , 如果 二 重 轴 与 刀 间 夹 角 为 ( 引 + 1 所， 与 的 


延长 线 帮 之 间 的 夹 角 为 
CP ED +T = Cetlina n 为 奇数 ， 


mp tita) AE, | 为 偶数 ， 这 说 明 虽 然 上 与 才 因 夹 角 为 (22+1) 似 乎 是 不 等 价 


的 , 但 是 大 与 好 是 等 价 轴 ,实际 上 大 与 k'(K' 还 是 等 价 的 ,由 此 得 到 全 部 = 个 二 重 轴 都 
是 等 价 轴 . 

由 于 存在 与 C, 轴 相 垂直 的 ”个 二 重 轴 , 因而 C, 轴 为 双向 轴 ，C: 与 C 为 一 个 共 
HK. 

通过 上 述 分 析 , D, 的 共 轿 类 分 为 两 种 情况 : 当 为 偶数 , 即 4=2m (m=1, 2,3, 


…) 时 , D, tafi m +3 => +3 个 类 ; 


fel, fCin» Qm tl, m = 1,2, m-i, 


{Cz = G,|, IG, GPeC, (eP, ccr) 


| 
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"$ n HAR, Bln =2m+1 (m=1,2,3，…) 时 ， Daass 包 括 mm+2 = 人 3 个 类 : 


fel, [Cha Cit 9 k = 1,2, “em 
[C cp). e, CPH) 
D, 包括 不 变 子 群 Z, 因而 D, 可 按 Z 分 为 两 个 陪 集 : 
D. =%@C; Z- , CPZ={CP, CP cm] 
RE D, R 同 构 于 多 . 已 ,还 存在 一 个 不 变 子 群 忆 ,因而 相应 商 群 为 D,,/D,, 它 同 构 于 
Z. 
2.3.3 正四 面体 群 


保持 正四 面体 不 变 的 全 部 转动 构成 一 个 群 , 称 为 正四 面体 群 , 记 为 7 


图 2.3.1 正四 面体 群 的 对 称 元 素 

在 图 2. 3. 1 中 给 出 了 正四 面体 , 它 有 四 个 顶点 a, b, c, d( 图 中 点 1, 2, 3, 4) ,6 个 
Ëëab, ac, ad, bc, bd, cd 和 四 个 面 abc, abd, acd, bed, 记 四 个 面 的 中 心 分 别 为 4, B, C 
和 D. 显然 四 个 顶点 与 相对 面 心 的 连 线 为 保持 正四 面体 不 变 的 三 重 轴 , 记 它 们 为 C40 ， 
C3”, CP 和 C 和 .六 个 棱 中 相对 棱 的 中 点 的 连 线 为 保持 正四 面体 不 变 的 三 个 二 重 轴 , 记 
HCP, CP, CP 加 上 单位 元 共 12 个 元 素 构成 了 保持 正四 面体 不 变 的 群 ,， 即 为 正四 面 
体 群 . .. 

T ={e, CU, CP, CP, cP, c, ce, ce, Ch), ce, Ct ee) 

这 12 个 元 素 也 可 由 4 个 数 的 置换 描述 , 记 顶 点 a, b, c, d 为 1, 2, 3, 4. 于 是 绕 楼 


ab 和 民 中 点 连 线 构成 的 二 重 轴 CP 相当 于 置换 人。 ?3 4 


2 1 4 3): d 与 abc 之 面 心 D 的 连 


1234 ` _ 
线 构成 的 三 重 轴 C 相当 于 转换 | ? 3 1 a) 经 如 此 分 析 可 得 到 7 的 元 素 与 置换 的 对 
应 关系 为 

eof! 2 3 M: ce 人， 2 3 N Pef 2 3 N 
1234 2143 4 3 2 1 
co f: 2 3 N Pol) 2 3 M ce 人: 2 3 M 
? À3 41 2 2314? ” 3 1 2 4 
Pef! 2 3 N col 2 3 N Pef 2 3 N 
| ` lÀ 13202 2 2 4 311 2 B241 
Hef 2 3 N Pef! 3 N cio f 2 3 N 
3 4 2 1 3 3? 1 3 4 2 
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这 12 个 置换 构成 24 阶 的 四 个 数 的 置换 群 S, 的 一 个 子 群 , 称 为 S, 的 偶 置换 子 群 (这 
个 子 群 的 全 部 置换 均 为 偶 置 换 ). 因而 了 群 与 5 群 的 偶 置换 同 构 , 这 也 是 第 七 章 给 出 的 
Cayley 定理 具体 实例 , 于 是 了 的 元 素 与 S, 群 的 偶 置 换 群 元 素 有 相同 的 乘法 规则 . 

置换 群 将 在 本 书 第 七 章 中 进行 详细 讨论 . 下 面 仅 简要 给 出 两 个 置换 相 乘 的 计算 规 
则 ， 以 便利 用 它 寻 求 了 7 群 的 乘法 关系 . 


1 2 3 
表示 1 变 为 如，2 变 为 如 ,3 IA i, e, n ZK L. 也 


-n i i 
就 是 说 置换 的 实质 是 把 第 一 行 中 的 数 正 变 为 第 二 行 的 数 冯 ,因而 与 置换 符号 中 ki, 的 
各 列 顺序 无 关 , 于 是 


[: 2 3 > n _ 3 5 7 -- n n-1 _ 
Ë b h `“ | =- is i i bl )= 
=(; 6 n ... n -4 
Is Iç š, 了 -4 ) 
两 个 置换 
1 2 3 … mn 1 2 3 … n 
P: -| L i o] 小 PP 人 h Jj ` z) 
的 乘积 规则 为 : 首先 把 置换 p, 的 上 行 按 置换 p FARS, 
l; 2 3 … =) R Jb h v J, 
Pi =] ` . 1 
ü Š 1 oce i D P Pa `° r) 
则 pi 与 p, 之 积 为 
1 2 n 
P iD; [ . Mi , ) 
h Jj h ja 
= J Ja HG ee ”) 
D P Ps ` j j J ° J, 
-| 1 2 =o») 
Pi Pz ` Pa 


利用 置换 的 乘法 规则 , 对 S, wR 2383 2e g igsbae, 即 了 元 素 的 乘法 得 到 


ccpcp” = 人 2 3 人 (1 2 3 NE 2 3 M 
2 3 1 4/\2 1 4 3/3 1 2 4 
{1234/1234 
- > 4 1)(3 1 > 4 

-人 2 3 1] = c> 
4 3 2 1 

ccpcp =à) 2 3 MIP 2 3 NIB 2 3 M 
2 3 1 4/4 3 2 43 12 4 
-|(: 2 3 s) = c 
3412 


a: 
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因而 证 明 三 个 二 重 轴 CP, CP, c 是 等 价 轴 ， 它 们 属于 一 个 共 斩 类 . 
同样 可 得 到 
CY CW CYT = CP CP cp? = cs 
CW CY CY™ = CPCP cu = ct 
CC co" = CË) CP CL? = ct 
' 这 表明 C3? 与 cp) 等 价 , cP 与 C4 等 价 , CO 也 与 C4 等 价 , 因而 C4? cP, cO 与 
I CP 都 是 等 价 轴 , 因而 它们 属于 一 个 类 . i 
对 上 式 取道 
[CY CPCP] = cp em "CY = ce 
可 得 到 COT, COT, COT mO ”为 等 价 元 素 , 它们 构成 一 个 类 . 
由 此 得 到 7 包括 四 个 类 : 
fe}, eP, cp co), co co ce, c) 
{C8 , cg), c), cg) 


从 几何 上 可 看 到 三 个 二 重 轴 相互 垂直 ,. 这 种 性 质 也 可 由 下 述 计算 得 到 证 明 : 


cece _ (， 2 3 NIP 2 3 N _ [` 2 3 NL c 
2 1 4 3/4 3 2 1 3 4 1 2 

CPCP = ( 2 3 “人 2 3 4)= Ë 2 3 t) = co 
4 3 2 1/2 1 4 3 3 4 12 


妈 | 
ct c = c? ct 

而 只 有 相互 正 交 的 二 重 轴 才 是 可 交换 的 , 这 一 点 可 如 下 证 明 ， 取 二 个 二 重 轴 所 在 平面 为 

zy 面 , 第 一 个 二 重 轴 为 : 轴 , Bl C,(z) , 第 二 个 二 重 轴 与 z 轴 夹 角 为 w, 记 为 C.(m) , 于 


是 
-1 0 0 
0 -1 ] C. (m) = 


0 0 1 


C:(T) = 


-1 0 0 
0 一 cos2a sine | 
0 sin2a cos2a 
于 是 


1 0 0 
C,(m)C,(m) =|0 cosa - sina |= R,(2o) 


0 sine cosa 


1 0 0 
Co(T)C:(T) =|0 cosæ sima |= R,(-2a) 
0 


— sina cos,w 
因而 只 有 e= 时 ,第 二 个 二 重 轴 为 7 轴 , 才能 使 
C,(z)C,(z) = C,(z)C,(z) =C, (a) 
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从 而 证 明 了 中 三 个 二 重 轴 相 互 垂 直 . 
由 上 述 讨 论证 明了 的 子 群 1e, CL?, C1? , C43} 为 D,. |C) U, CP), CP) T BU 
一 个 类 , 因而 子 群 D, 为 7 的 不 变 子 群 . 
按 不 变 子 群 D, 把 7 分 为 两 个 陪 集 ， 即 
T=D,@C;” D,@CIUD, 
两 个 陪 集 为 
c$? D, =|C0), cP, cP, cP) 
C3’ D, = |C”, cg, CI, cH’) 
商 群 T/D, WH Z , Bl ' 
T/D, >C, 
D, >e 
C D, >C, 
CiD, >C; 
如 果 取 正四 面体 重心 为 坐标 原点 ,以 三 个 相互 垂直 的 二 重 轴 为 x, y, z 轴 , 也 容易 得 
到 了 的 转动 矩阵 CO 和 CI , 在 3.3 节 中 给 出 了 这 些 结果 . 


2.3.4 正八 面体 群 


在 图 2. 3.2 中 给 出 了 立方 体 及 其 内 接 正八 面体 的 图 形 . 立方 体 六 个 面 的 中 心 点 连 线 
构成 立方 体内 接 正八 面体 的 12 个 楼 . 保持 立方 
体 或 正八 面体 不 变 的 所 有 转动 构成 一 个 群 ， 称 
为 正八 面体 群 (octahedral group) , 记 为 0. 

连接 立方 体 相对 面 的 中 心 , 得 到 三 条 线 ， 以 
它们 为 四 重 轴 , 全 部 转动 保持 立方 体 不 变 ， 如 以 
立方 体 中 心 为 原点 , 以 这 三 个 轴 为 *, y, z 坐标 ， 


则 这 三 个 四 重 轴 为 (F) c. [27), c). 图 2.3.2 立方 休 及 其 内 接 正 人 面体 
它们 表示 的 矩阵 为 


1 0 0 0 0 -1 0 -1 O 
0 0 a) a(z) 1 | en 0 ] 
1 0 0 


01 O 0 0 1 
加 上 
c.[Z) =C), c,[2) =c(m)， c,[2) =C), 
(F) =e (2). AE =o). (2) =a (82) 
共 9 个 元 素 . 


立方 体 12 个 棱 , 相对 棱 中 点 连 线 构成 6 个 二 重 轴 , 它们 都 保持 立方 体 不 变 ， 容 易 得 
到 这 些 二 重 轴 和 矩阵 为 
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| -1 0 -1 0 O 
cP =|o o | @=jo o -1 
0 1 0 0 -1 0 


比如 在 立方 体 x-y 剖面 上 存在 两 个 二 重 轴 , 容易 得 到 它们 的 矩阵 即 为 CL me, 同样 
可 得 到 wz 面 和 y-z 面 上 的 四 个 二 重 轴 为 CO, Ch, cO, ct. 
最 后 立方 体 四 个 对 角 线 为 保持 立方 体 不 变 的 四 个 三 重 轴 , 它们 的 矩阵 为 


0 0 1 0:0 -1 
C =j1 0 0| c@ =|1:0 o 
0 1 0 0 -1 0 


0 -1 0 0 -10 
Cc =o 0 -1|c9 = 0 0 1 
1 0 0 -1 0 O 


从 几何 分 析 可 得 到 两 个 对 角 线 的 方向 余弦 分 别 为 


(二 吉 * 基 下 全 -二 


利用 (2. 1. 8) 式 即 可 得 上 述 CO 和 cP) 的 矩阵 表达 式 .在 另 一 个 包括 两 个 对 角 线 的 剖面 
上 给 另 两 个 三 重 轴 CO MG, 这 四 个 三 重 轴 给 出 了 8 个 元 素 . 
上 述 对 称 元 素 共 23 个 , 加 上 单位 元 就 构成 了 24 阶 的 O. 


通过 C,( 乍 转动 可 把 c.{ 全 } 变 为 c (22), 轰 


c( 下 < 人 (下 < 人 (下 


ismi c,[2F)ss c( 竺 ) 是 等 从 轴 ， 同 样 它们 与 C.[ 2 也 是 等 价 机 这 三 个 四 重 轴 每 一 个 
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都 与 另外 两 个 四 重 轴 相 垂直 ， 因 而 存在 与 之 垂直 的 二 重 轴 C?, 这 样 这 些 四 重 轴 都 是 双向 
轴 . 因而 这 12 个 元 素 分 为 两 类 , BH 
3 3 2 2T\3 
E (z) AE AE eE eE) 
[a(R] =e, c 22) e, eE =e} 

同样 , 通过 四 重 轴 的 转动 可 把 6 个 二 重 轴 中 的 一 个 变 为 另 一 个 , 也 可 把 四 个 三 重 轴 
中 的 一 个 变 为 另 一 个 , 因而 6 个 二 重 轴 是 等 价 轴 , 它们 为 一 个 共 轿 类 , MC, co), 
=, CP]. 四 个 三 重 轴 也 是 等 价 轴 , 而 且 每 个 三 重 轴 都 存在 一 个 与 之 垂直 的 二 重 轴 cC. 
因而 它们 还 是 双向 轴 , 于 是 得 到 一 个 共 固 类 { C4, c, ce, cO ce, ce), JH E 
单位 元 , 0 共 5 436328. 

0 存在 一 个 由 12 个 元 素 构 成 的 子 群 7, Mie, CCa), C(u), CCa), C C, 
cP, ce, c. ce ce, C7| ,这 个 子 群 包括 了 0 的 完整 的 三 个 类 ,因而 是 不 变 
子 群 . 不 变 子 群 了 把 0 分 为 两 个 陪 集 , 即 

O=T@C;)T, CVT= {CY, CP, =, C9) 
因而 商 群 O/T 同 构 于 Z. 0 存在 子 群 链 0279 DD 多. 


2.3.5 正二 十 面体 群 


在 图 2.3.3 中 给 出 了 正二 十 面体 的 图 形 , 它 的 表面 由 20 个 正三 角形 构成 , 有 12 个 
顶点 和 30 个 楼 . 它 的 内 接 多 面体 为 正 十 二 面 
体 , 由 12 个 正 五 边 形 构成 , 20 个 顶点 30 个 
B. 正二 十 面体 中 20 个 正三 角形 均匀 地 分 为 
相对 10 对 , 每 一 对 正三 角形 中 心 的 连 线 给 出 
10 个 三 重 轴 , 绕 它们 转动 保持 二 十 面体 不 
变 , 它们 提供 了 7 的 20 ERIC, C, i 
=1, 2,…, 10]. 内 接 十 二 面体 有 表面 12 个 
正 五 边 形 , 相对 正 五 边 形 中 心 连 线 给 出 6 个 ”图 2.3.3 正二 十 面体 及 其 内 接 正 十 二 面体 
五 重 轴 { C3 i=1, 2, 3, 4, 5, 6} , 它们 也 保 
持 二 十 面体 不 变 , 因而 给 出 24 个 对 称 元 素 { CP i=l, 2, 3, 4, 5, 6; k=1, 2, 3, 4]. 
二 十 面体 还 有 30 Mi, 相对 棱 中 点 连 线 给 出 保持 二 十 面体 不 变 的 二 重 轴 {CC , j=1, 2, 
1 15}, 又 给 出 15 个 对 称 元 素 , 再 加 单位 元 共有 60 个 元 素 , 这 些 对 称 元 素 构 成 的 群 即 
为 正二 十 面体 群 (站 或 正 十 二 面体 群 (K). 

可 以 证 明了 7 的 全 部 二 重 轴 , 三 重 轴 和 五 重 轴 都 是 等 价 轴 , 因而 绕 相 同 重 轴 转 相同 角 
的 元 素 属 于 一 个 类 . 而 且 三 重 轴 和 五 重 轴 都 与 一 定 的 二 重 轴 垂直 , 因而 是 双向 轴 ， 由 此 
得 到 了 的 60 个 元 素 分 为 5 个 类 , B 

fe}, {C®,i=1,2,., 15], {C®, C, i=1,2,..., 10| 
{cP ct i=1, 2, =, 6}, {C0’, C9' i=1,2,3,...,6| 
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2.4 第 二 类 点 群 


第 二 类 点 群 是 0(3) 的 子 群 而 不 是 50(3) 的 子 群 , 它 的 元 素 M AA deM =1 的 纯 转 
动 , 也 有 deM = -1 的 转动 反 演 或 转动 反射 ,以 及 反射 面 或 空间 反 演 ， 下 面 分 别 讨论 它 
们 . 


2.4.1 由 第 一 类 点 群 G 和 空间 反 演 群 7= {e, il 的 直 积 构成 的 第 二 类 点 群 


这 种 第 二 类 点 群 具有 形式 ! 
G’ =G@I . 
如 果 第 一 类 点 群 G 的 阶 为 n, 第 二 类 点 群 G* 的 阶 为 2n、 第 一 类 点 群 的 每 一 个 类 仍然 是 
CHR, 另外 还 增加 了 Ç 的 每 一 类 直 习 i 构成 的 G" 的 类 . 因而 C 的 类 数 也 是 G 的 类 数 
的 2 倍 . 
1. 第 二 类 点 群 多 @I 
第 二 类 点 群 BO, 有 2n 个 元 素 : 
ZOL= fe, Cn, Ca, e, CT, i; iC,, iC, e, iC) 
由 于 反 演 i 与 任意 C: 都 交换 , 即 iC; = Chi, 因而 iC 与 iC? 都 交换 ， 多 @1 也 是 Abel 群 . 
ZORDA n 为 偶数 和 为 奇数 两 种 情况 .下 面 分 别 讨论 它们 . 
P ”为 偶数 的 ZOI . 
H n 为 偶数 时 , < n =2m, 此 时 EnO 称 为 Gim G PER C7 = Cln), AT 
也 包括 元 素 ;Ca = =, (h 表示 反射 面 垂直 于 2m 重 轴 )， 由 于 存在 c, 面 是 这 类 群 的 特征 ， 
因而 称 为 多 和 群 . 它 的 元 素 为 
Gamh = le, Cn， Cim» `... Ch, Cz, Ca, ety Ca, i, 
Cms iC, s ICH, Op, EC +, iC 
通常 都 用 转动 反射 S 和 S**! 代替 转动 反 演 Cia 下 面 讨 论 两 者 之 间 的 关系 . 
根据 (2. 2.2) 式 和 (2. 2.3) 式 
Som =o Gy, = 1C2 
| a (2.4.1) 
S, ==,C, = iC, 
于 是 得 到 
Saha = iC S21! = iC™+2(2+1) 
S = Chima S = C2+m) 
当 取 k=1, 2,…, m 便 得 到 了 全 部 元 素 iC. 
下 面 以 2m =2, 4, 6 为 例 给 出 多 ww 群 用 转动 反射 表示 的 全 部 元 素 . 
g, WË: le, C, i, T) 
# ËR: fe, Ca, C4, C3; i, S =iC,, Oh, S, =C} 
Gantt: fe, Ce, Cs =C,, Ci =C,, C=C, C5, i, S$ = iC, 
S5 =i, $ =0,, Sç =iC!, S, =iCGš| 
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2 为 奇数 的 Gin OI 

当 nn 为 奇数 , Eln=2m+1 (m=0,1,2,…) 时 ， Bim 11 QI 称 为 S, 41) 群 . 这 种 群 不 
FERH o, 而 全 部 元 素 都 可 用 2(2m + 1) 重 转动 反射 轴 S20,41) 描述 . 实际 上 是 由 
2(2m +1) 重 转动 反射 轴 构 成 的 循环 群 ， 按 定义 


"m+2 
S22m+ 1) = IC + pD 


于 是 . 
Shanen = CGRP = COMP = Cha: 
当 上 =1, 2,，…2m+l1 时 ,给 出 了 多。 和 群 的 全 部 转动 元 素 . 
另 一 方面 ， 
Shan +1) 二 iCa, 六 


F k=1,2, =, 2m +1, 便 得 到 了 全 部 元 素 Cna, 其 中 p =m +1 +k>m、 容易 看 到 当天 
<m 时 , Bl iCar 当 k=m 时 , iSi =i; 当 k>m 时 , ie k=m+p, Tj SHY 
=iC}il ,p<m. 
因而 群 Saone N 5202n11) 的 循环 群 ， 即 
Gam OT = Sama) = { S241) ,k=1,2, =+, 2(2m +1)} 


2(2m+1) _ 
S202m +1) =e 


2m+1 . 
S202m + 1) = 


由 上 述 讨论 得 到 

“e= [s n 为 偶数 n=2m (2.4.2) 

" Sameno n HAR n =2m+1 ` 
2. RREA DO 
ERE D,691, 也 分 为 偶数 和 为 奇数 两 种 情况 .下 面 分 别 进行 讨论 . 
1° D, WE 
à n 为 偶数 2m Bf, 直 积 群 Dan I 为 Dim WE, BP 
Damn OI = Domh (2.4.3) 


由 于 D,, 群 存在 2m 个 垂直 C 轴 的 二 重 轴 CP (k =1, 2, =, 2m) ,因而 D. , REE 2m 
ARAT iC? =o,” ,这 2m 个 反射 面 的 交 线 为 Ca, 相 邻 反射 面 间 夹 角 为 近 、 由 于 
2m 个 二 重 轴 为 两 个 等 价 类 , 因而 2m 个 反射 面 =, 也 分 为 两 个 等 价 类 , B k HARR m 
个 反射 面相 互 等 价 ,& 为 偶数 的 m 个 反射 面相 互 为 等 价 面 相 邻 的 两 个 等 价 反 射 面 闻 夹 
AIT 

也 ,和 群 的 元 素 Can = C, > 因而 D,,， 群 还 存在 一 个 反射 面 iC, Os 这 个 反射 面 垂 直 于 
C, 轴 . 

因而 D, 群 的 元 素 为 

fe, Ch, Cm. C, cí) , i, iCs,, icht, Oh’ o? 多 


k=1, 2, tey m-l, ¿=1,2, =, 2m} 
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其 中 zz 和 iC 可 用 上 节 乡 ,, 群 中 讨论 的 方法 表示 为 SE 和 ST. 
Du 群 包括 2(m +3) 个 类 , 即 子 群 访 。 的 (+3) 个 类 ,再 加 上 这 些 类 乘 以 元 素 得 
到 的 (m+3) 个 类 
2° 第 二 类 点 群 Danitya 
由 奇数 n=2m + 1 的 第 一 类 点 群 D, SER W BE 1 的 直 积 构成 Dominat, Ep 
Dimija = Dime OI (2.4.4) 
由 于 D。,: 群 中 不 存在 与 Ca: 轴 相同 方向 的 C,, 因而 这 类 群 与 D, 群 的 主要 差别 在 于 不 
存在 垂直 于 2m +1 重 轴 的 反射 面 , 只 有 2m +1 个 相互 等 价 的 反射 面 oc =i, 它 的 元 
KA 
(Cins COD iC oP, k=1,2, =, 2m+1| 
Consi =e, ICi = 
它 有 2(m+2) 个 类 , 其 中 m +2 个 类 为 子 群 Dn R, 这 些 类 乘 以 i 得 到 另 m+2 
个 类 . 
最 后 得 到 
D QI- [, 2mh » n 为 偶数 
Damsa» n 为 奇数 
D, 是 它们 的 不 变 子 群 ， 商 群 Ds/D,, 或 Do, 7 Doni ABES 1 R. 
3. #— 3 53 T, , 0, # K, 
第 一 类 点 群 7，0, 天 与 反 演 群 了 的 直 积 给 出 三 个 第 二 类 点 群 , BD 
T@I=T,, OI=0,, K@I= K, (2.4.5) 
这 些 群 中 子 群 了 ，0, K 的 类 仍然 为 T, 0, 和 K, 群 的 类 ,相应 的 增加 由 这 些 类 乘 以 ;得 
到 的 新 的 类 ,因而 它们 的 类 数 分 别 为 子 群 T，0, K 的 类 数 的 二 倍 . 
作为 例子 给 出 T, 群 的 元 素 . 
T, = le, c c, ce co co, c, 9, c, c’, ce”, c 


(2 (3 (1)3 (2)3 (3)3 4)3 (t 2 G (4) 
i, o, o®?, o ) SD S, SD çO çO) çO) SO, sç) 


0, 和 K, 群 中 转动 反 演 元 素 iC 也 可 相似 地 变换 为 转动 反射 元 素 ， 此 处 就 不 仔细 讨论 了 . 
2.4.2 不 包括 空间 反 演 i 的 第 二 类 点 群 


前 面 所 讨论 的 直 积 型 的 第 二 类 点 群 共同 特征 是 包括 空间 反 演 元 素 i 另 一 种 类 型 的 
第 二 类 点 群 不 包括 反 演 元 素 i, 只 包括 反射 面 r 和 转动 反射 轴 SA 这 种 第 二 类 点 群 都 
与 一 个 第 一 类 点 群 同 构 . 

如 果 一 个 2n 阶 的 第 一 类 点 群 G 存在 一 个 = 阶 不 变 子 群 K( 称 指数 为 2 的 不 变 子 群 ) , 
子 群 K 的 元 素 记 为 K,, i =1, 2，…， n, 不 属于 子 群 玉 的 6 群 的 其 它 元 素 记 为 g,, i =1， 
2, =, n. 则 群 G 可 分 解 为 子 群 K 的 陪 集 , HH 

G=K@e R= {hk, kz, 0t, kal Dli, g, s Zal 

两 个 陪 集 没 有 共同 元 素 , 因而 gk; gK. 

高 群 G/K 同 构 于 二 阶 循环 群 1= {a, d =e), ABA K, B 


由 此 可 得 到 
lg, E29 3’ Em? [g> 82» `` Enl = Ík, kz, `... ka! 
Bp 


G/K 一 7 
K = {k, k,, t, kp} >e 
EaK = {81s 825 s Enl a 

现在 把 6 群 中 陪 集 {g1 ， gz, s ga RZA ig, ,而 子 群 K 的 元 素 不 变 。 于 是 得 到 元 
REA fki, ka, e, kns ig1 ，i82 ，…，i8, | ， 显 然 这 个 元 素 集合 仍然 为 一 个 群 ， 而且 元 素 
乘法 规则 为 

k;k; =k, kig, = ikg, = ig 9 iBoaigp = 8o8p = k, 
这 个 群 与 第 一 类 点 群 G 同 构 , 记 为 群 C". 

利用 这 种 方法 , 可 由 存在 阶 数 为 某 群 阶 数 一 半 的 不 变 子 群 的 第 一 类 点 群 构造 出 相应 
的 不 包括 元 素 i 的 第 二 类 点 群 。 由 于 ig,，g;，…, 8,| 中 不 包括 单位 元 , AM ig, ig, 
…, ig 中 不 存在 i, 只 有 反射 面 或 转动 反射 轴 ， 这 是 这 种 第 二 类 点 群 的 基本 特征 . 

下 面 对 这 种 类 型 的 第 二 类 点 群 进行 讨论 . 

1. 与 多 , 群 同 构 的 第 二 类 点 群 

多 , 群 存在 一 个 n 阶 的 不 变 子 群 多. 它 按 多 群 的 陪 集 可 分 解 为 

@, = {多 OC {| 
现在 以 ix 代替 C,., 得 到 第 二 类 点 群 ， 即 
多 i = | 多 | DiC,,! |} 

这 类 群 也 按 n 为 偶数 和 奇数 分 为 两 种 情况 : 

1° n + AF 

对 于 为 奇数 的 6, = Bonn ik, Ga WERTE AMEA 

le, Comi» Cimi ， "3, Cinsi» iC (2m+1) , iCam) » "si 22841) | 
HRT Bonen 同 构 的 第 二 类 点 群 , 称 为 Bonett 由 于 


- 2n(2m + 2) 
=C 2(2m +1) ) . 
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| gig =k, 
| 
| 
| 


. 2 
LC, (2m+1) =Car + x) 


_ 2z(m + 1)) _ m+1 
=€, 2m +1 ) = oc 


2m+1 


,kt 27(2 f ) 
iC, =c [u t, + x) = m c, (281 T 1 ) 


k+m+1 
= Op Cims 


这 表明 
k PCat , k <m 
IC 1) = 
G, . 15 k>m, k=m+p 
因而 这 个 群 实际 上 是 Zina 群 与 反射 面 群 C, = le, Ci 的 直 积 群 ， 即 
@ Qm + 8 = @,. @C, , C, = le, G, | (2.4.6) 


一 一 一 -一 一 一 一 
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它 的 元 素 为 
° Cha Ths o, Cin k=1,2, =, 2m 
2° San . 
3 n 为 偶数 2m hh, SL PEBE TE Gins Gina RRN 多 , 陪 集 的 直 和 ， 即 
Gim = | | @C,, | | 
因而 与 它 同 构 的 第 二 类 点 群 为 
Sam = | in | @iC,, 1 Zam} 


S,, 的 元 素 为 
Cins k=1,2,-,2m; iCwC 和 = 让 后 2， 下 =1， 2，…，2m 
按 定义 
(2m +1)2T) ont 
Sın = C (iata )=: c. Ps )= = Cm 
前 已 指出 


S2 = 一 Ch, ， Sm = icit 
因而 $4 的 全 部 元 素 都 可 由 转动 反射 元 素 Sin ER, 即 与 S202m+1) = om1 OT 群 一 样 ， Sam 
也 是 由 4m 重 转动 反射 构成 的 循环 群 . | 
S. = [Sin k=1, 2, =, 4in} = ,OC, (2.4.7) 
2. 与 D, 同 构 的 第 二 类 点 群 
这 种 第 二 类 点 群 可 分 为 四 种 类 型 . 下面 分 别 进行 讨论 . 
L 第 二 类 点 群 多 ， 
# D, 包括 一 个 = 阶 的 不 变 子 群 多 , 它 可 写 为 多 群 的 陪 集 ， 即 
D.=|%|@C;” | g] 
于 是 以 iC2? =o” RECP, 得 到 第 一 类 上 和 Zas BB 
多 ,= | e， C., c, .. ”1 ， AS ol, ... at | ， ot ) = iC? 


这 个 反射 面 法 线 与 C, ae 


直 , 它们 相交 于 C, Bl. 

X n HAR, n 个 反射 面 
o? 都 是 等 价 面 , 它们 属于 一 
个 类 .而 当 n 为 偶数 时 , n 个 反 
射 面 分 为 两 个 等 价 类 . 这 种 情 


况 与 D, 相同 . z 
在 图 2. 4. 1 中 给 出 了 D, 
D, 和 €, Bo XIRAR Bi 
的 示意 图 
2” 与 D 群 同 构 的 另 一 种 第 二 类 点 群 
对 于 Du 群 除 2m 阶 的 不 变 子 群 名 ,外 ，D。 也 是 它 的 2m MTR, 由 它 也 可 产生 另外 
一 种 第 二 类 子 群 
这 种 第 二 类 点 群 由 子 群 D, rh m 的 奇偶 性 ， 又 分 为 两 类 


图 2.4.1 D, D, MZ, 多, 的 对 称 元 素 


——k. [a 
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(i) 第 二 类 点 群 Dona 
第 一 类 点 群 D,, 存 在 一 个 4m 阶 的 不 变 子 群 Don, 
Din = {Cins k=1,2,., 4m; C, k =1,2, =, 4m} 


其 中 子 群 
D, = [CF = Ch. k =1,2, +, 2m; C®, k =1,3, 5, 4m - 11 
Diniz TE D, HANERE, HH 
Dayn = Dyn %,D,, 
第 二 个 陪 集 的 元 素 为 
C,,D,, = {Ca , k =0,1,2,., (4m -1); C, k =2,4, 6, =, 4m} 


HA C, RE Co 则 得 到 D, BE, 它 的 元 素 除 D,, 的 元 素 外 ,还 有 元 素 集 合 iC，D，: 
iC, Dy, = [Co = 0,1,2,…，(2m -1); 
iC = o k=2,4,6,-.., 4m} 
其 中 2m 个 反射 面 多 是 等 价 面 . 相 邻 面 间 夹 角 为 3， 而 zw =S. BT D, B 
的 元 素 为 f 
Dama = {Cins k = 1,2, 0, 2m; CI) k =1,3, 5, -,4m-l; 
Shu, k =1,2, =, 2m; o, k = 1,2, =, 2m} 
下 面 作为 例子 给 出 Du D4 的 元 素 . 
© Dy: le, CP, CP, C, Sa, K, 0P, oP) 
Da: le, Cs =C., G=, C=C, CP, 
CP, CP, CP, oP, oP, oP, oP, S, S, S85, S 
(ü) 第 二 类 点 群 Dao 
D20m41) 群 存在 2(2m +1) 阶 的 子 群 Damai 因而 群 Dirman 的 元 素 除 子 群 Danai RIJG 
素 外 , 则 为 Domn RR, 对 这 个 陪 集 乘 i, 则 得 到 一 个 第 二 类 点 群 , 它们 为 
ICG D, = liaas k =0, 1,2, +, 2m, k Æ m; 
ou oP, p=1,2, =, (2m +1)} 
于 是 得 到 与 Da,uo 群 同 构 的 第 二 类 点 群 ， 称 为 Donn BE. 这 类 群 以 存在 垂直 于 
(2m+1) 重 轴 的 反射 面 o 为 特征 . 
容易 证 明 Do, RESEDA E Du 和 群 与 反射 群 C, = fe, T.) 的 直 积 群 ， Rp 
D nth = Dims) @ C, 
Dom @ C, = {Cinn CP, TCin CC, k = 1,2, =, 2m +1} 
Th =iC, 5 C, 轴 平 行 Cam +1 $. 因而 
GO Oimai = iCD 
这 表明 ouCz 随 大 变化 给 出 了 全 部 的 Chhay, p=0, 1,2, =, 2m, 另 一 方面 ， cn 
的 轴 垂 直 0,,1 轴 , A ` 
| TCP =iC,C® =iCP = o? 


oP 的 法 线 与 C39 轴 相 垂直 相交 于 C,,,,, 轴 , ATRE k 变化 得 到 了 全 部 2m +1 个 反射 面 


TTT 
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co 多 .因而 两 种 元 素 集合 是 相同 的 ， 即 
' {oC o, C; | 
=l|iC k =0,1,2,.,2m; oP, p=1,2, =, 2m +1| 


这 就 证 明 了 与 D,02n +1) 群 同 构 的 第 二 类 点 群 Du 是 一 个 直 积 群 . 
在 图 2. 4. 2 中 给 出 了 Da, D, fN Du 和 群 的 对 称 元 素 . 


š 


图 2.4.2 D,,, Du M D 的 对 称 元 素 
3. 5 O 群 同 构 的 第 二 类 点 群 T, 
0 群 存在 一 个 12 阶 的 不 变 子 群 T, T 的 元 素 为 
T = fe, CP? = Cj), CP? = cP, cP = cP, 
Ci. CD. cp). c, cy cp co ce) 
0 群 中 其 它 元 素 为 群 了 的 陪 集 . 
CGT = [CD C, cp c, cp co c co c ce ce Cc) 
当 以 iC, 代替 C, 时 , 元 素 集合 为 
iC, T = ps , St 9 se” , s? , sP”, s? , oD) 9 oP , c , o , o , of? | 
因而 得 到 T, 群 为 
T, =T@iCT 
=|e, C, k =1,2,3; C®, C, k = 1,2,3,4; 
CGP, k =1,2, =, 6; SP, SP, k =1,2,3; oP, k =1,2, =, 6) 
它 同 构 于 0 群 . | 
在 图 2.4.3 中 给 出 了 T, 群 的 对 称 元 素 ， 图 中 a， 
b, c, d 为 正四 面体 ( 即 了 群 ) 的 四 个 顶点 .图 中 只 给 
出 了 一 个 C = C, 和 相应 的 | S, ， 如果 取 它 为 > 轴 , 另 
两 个 二 重 轴 c), c) (和 相应 的 四 重 转动 反射 轴 
| S43 ，S 人 9) ) 分 别 为 y 轴 和 zz 轴 . 6 个 反射 面 为 x-y 面 ， 
I x-z M, y-z 面 ,以 及 另 三 个 包括 立方 体 对 角 线 的 平 
j 面 , 图 中 没有 画 出 这 些 反射 面 . 
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具有 形式 
G* = K@isK= GÇ 
K H G 群 的 172 阶 的 不 变 子 群 , g e G, g ë K, gK 为 G 群 的 陪 集 , G' 群 由 两 个 元 素 集 合 K 
和 igkK 之 和 构成 , 亦 即 G " 为 集合 上 和 igK 的 并 集 ， 因 而 可 写 为 
G* =KUigK=G, KCCG 
其 中 包括 两 类 直 积 群 ， 即 
Dima = Din @ C, = Din U i Don = Dam 
Cami = nn OC, = {Zinn} U ibram) l Zim l = 2m+1) 


2.5 点 群 完备 性 的 证 明 


按 定义 点 群 是 0(3) 群 的 有 限 子 群 , 在 2.3 和 2..4 中 得 到 的 点 群 是 不 是 0(3) 群 的 全 
部 有 限 子 群 呢 ? 0(3) 群 还 存在 不 存在 其 它 有 限 子 群 ? 显然 这 是 一 个 需要 讨论 的 问题 . 
下 面 证 明 0(3) 群 除了 前 面 讨论 有 限 子 群 外 , 不 存在 其 它 有 限 子 群 , 或 者 说 2.3 和 2.4 节 
给 出 的 点 群 是 完备 的 . 


2.5.1 第 二 类 点 群 的 性 质 


如 果 6 "是 第 二 类 点 群 , 它 包 括 行列 式 为 1 的 纯 转动 元 素 ,又 包括 行列 式 为 ( -1) 的 

非 纯 转 动 元 素 ， 而 其 中 纯 转 动 元 素 构成 一 个 子 群 形 ， 如 果 
Zi & e K, detgi = detg; = 1 
则 | | 
det(g;g;) =1 

这 便 保 证 了 天 群 中 纯 转动 元 素 之 间 乘 法 的 封闭 性 . 因而 任何 第 二 类 点 群 G* 都 包括 子 群 
K, 玉 是 第 一 类 点 群 .而 且 子 群 玉 还 是 不 变 子 群 ,因为 它 包 括 了 大 群 6* 中 由 纯 转动 组 成 
HERH. 因而 第 二 类 点 群 61 一 定 可 分 解 为 子 群 (第 一 类 点 群 )K 的 陪 集 之 和 ， 即 


= K@ > K 
另 一 方面 , 显然 第 二 类 点 群 G' 与 反 演 群 1= le, i AS 这 种 同 态 关 系 为 
C 一 7 


{k:, detk, = 1} 一 >e 
lgi, detg; =- 1 —i 
即 G* 群 中 全 部 纯 转 动 元 素 k,( detk, =1) 对 应 于 了 群 的 单位 元 e, 全 部 非 纯 转动 的 元 素 z, 
(detg; = -1 对 应 于 ME 
kk = kı —>ee = e 
gik; = gie =i 
Bi8; = hi=e 
如 果子 群 K 的 阶 为 m, 根据 同 态 核定 理 , 6'* 群 的 阶 为 2m. 
这 就 证 明 第 二 类 点 群 G' 存 在 一 个 1/2 阶 的 由 纯 转 动 构成 的 不 变 子 群 K， 是 第 二 类 
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点 群 的 普遍 性 质 . 因而 6 "对 不 可 变 子 群 玉 的 陪 集 分 解 一 定 是 
G* = K@g,K, detg; = -1 

可 以 把 上 述 讨论 的 结果 归纳 为 关于 第 二 类 点 群 的 一 条 定理 . 

定理 2. 5.1 任何 第 二 类 点 群 G° HNE n 为 偶数 ,m =2m; G* 的 元 素 一 定 包括 m 个 
纯 转动 元 素 和 m 个 非 纯 转动 , m 个 纯 转动 构成 G * 的 不 变 于 群 K; G* 按 天 的 陪 集 分 解 为 

G* =K@eK, detg= -1 

这 个 定理 揭示 了 第 二 类 点 群 的 普遍 性 质 . 

由 这 个 定理 可 得 到 第 二 类 点 群 可 分 为 两 种 类 型 .一 种 是 第 二 类 点 群 G 中 包括 反 演 
元 素 , 在 这 种 情况 下 , 陪 集 分 解 变 为 , 

G* = K@iK =KQI 
即 第 二 类 点 群 中 如 果 存 在 反 演 i, 它 一 定 是 m 阶 第 一 类 点 群 玉 与 反 演 群 Z 的 直 积 群 . 
第 二 种 类 型 是 第 二 类 点 群 6!' 中 不 包括 反 演 元 素 i, 此 时 G 的 陪 集 分 解 为 
G* =K@g,K, detg,= -1, g;¥i 
WRA ki, i=1, 2,…, m RETIE K 的 元 素 
gik; =g,, detg,= -1 
由 于 己 均 为 纯 转 动 ， gik 不 可 能 是 | 

现在 以 ig; 代替 g, 由 于 det(ig:) =1, 因而 ig, 变 为 纯 转 动 ， 于 是 元 素 集合 

. K®ig;K 
全 部 为 纯 转 动 , 5 2.3.2 节 中 的 讨论 相似 , 可 以 证 明 , 它们 构成 2m 阶 的 第 一 类 点 群 , 记 
为 6. 这 个 2m 阶 的 第 一 类 点 群 G 与 第 二 类 点 群 G6' 同 构 . 子 群 玉 也 是 第 一 类 点 群 Ç 的 不 
变 子 群 . 

这 说 明 对 于 2. 3 节 得 到 的 第 一 类 点 群 , 2. 4 节 中 已 全 部 找到 了 与 它们 有 关 的 第 二 类 
点 群 . 因而 2.3 和 2.4 节 讨 论 的 点 群 是 否 完备 的 问题 , 就 归结 为 2.3 节 中 给 出 的 第 一 类 
点 群 是 不 是 穷尽 了 50(3) 群 的 所 有 有 限 子 群 , 也 就 是 2. 3 节 给 出 的 第 一 类 点 群 对 于 
SO0(3) 群 是 不 是 完备 的 问题 . 


2.5.2 50(3) 群 的 所 有 可 能 的 有 限 子 群 


为 了 找到 50(3) 群 所 有 可 能 的 有 限 子 群 ， 即 全 部 第 一 类 点 群 ,首先 讨论 迷 向 子 群 (i- 
sotropy subgroup ) 和 群 的 轨迹 (trajectory ). 
1， 迷 向 子 群 与 群 的 轨迹 
空间 变换 群 C, 它 的 元 素 8; 作用 于 空间 向 量 x 使 之 变 为 x', BH 
gx =x' 
当然 也 存在 元 素 g,, 使 x 保持 不 变 , 即 
. gx =x 
FR g, 为 保持 x 不 变 的 元 素 , 由 此 可 定义 迷 向 子 群 . 
定义 2.5.1 空间 变换 群 G 中 保持 向 量 % 不 变 的 元 素 集合 
{geClex =x| 
构成 G 的 一 个 子 群 , 称 为 x 点 的 迷 向 子 群 , 记 为 C. 
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显然 这 种 定义 的 元 素 集合 构成 一 个 子 群 ,因为 单位 元 作用 任何 一 点 都 保持 这 个 点 不 
动 , 因而 集合 C 中 包括 单位 元 EIR g 使 x 不 变 , 即 gx =x, MAg ”作用 之 , 得 到 
x=g x 
因而 使 * 不 变 的 集合 中 包括 保持 “不 变 的 每 个 元 素 的 逆 . 显然 若 gx =x, g'x=x, 则 gg'% 
=x. 这 说 明 gg' EC, 即 集 合 C 中 的 元 素 是 封闭 的 , 这 就 证 明了 C 是 6 的 子 群 . 
例如 D, 群 , 它 的 元 素 为 


{2, c,(28), c,[$8), cm) ,Co(m) ,Ce(m)]} 


CCm) ，Cetm) ，Cc(mT) 分 别 为 通过 正三 角形 三 个 顶点 的 二 重 转动 , 保持 4 点 不 动 的 迷 
向 子 群 
G& = IE, Ca(m)} 
保持 B、C 点 不 动 的 迷 向 子 群 分 别 为 
G" = {E, C,(m)] 
G° = {E, Ce(m)) 
— n 阶 的 变换 群 , 群 元 素 e), gx," g, 作用 于 空间 一 点 x， 使 之 变 为 x， X>, `", 
”wx， 这 天 个 点 称 为 通过 x, 点 的 群 的 轨迹 . 因为 若干 元 素 作 用 于 x, 保持 不 变 , 故此 轨迹 上 
点 的 数目 玉 <m。 
下 面 给 出 迷 向 子 群 及 其 陪 集 与 群 的 轨迹 间 的 关系 的 定理 . .这 个 定理 把 通过 点 x 的 轨 
迹 上 的 点 与 迷 向 子 群 C 及 其 陪 集 一 一 对 应 起 来 了 ， 因 而 对 分 析 点 群 的 结构 十 分 重要 . 
定理 2.5.2 若 群 CG 是 n 阶 变换 群 , C 是 保持 点 x 不 变 的 迷 向 子 群 , 则 G° 的 每 一 个 
左 陪 集 作 用 于 点 * 后 , 把 x 点 变换 为 通过 x 点 的 轨迹 上 的 一 个 点 y, 也 就 是 陪 集中 每 一 个 
元 素 都 把 点 x 变换 为 同一 个 点 y 而 且 把 点 x 变换 为 y 的 全 部 元 素 构成 迷 向 子 群 C 的 一 
个 陪 集 . | 
证 明 迷 向 子 群 C 和 它 的 左 陪 集 为 
G =lg 8 Gl gx = x] 
SE =|fglz e G', fe G, f e G| 
因而 
gx =x, (fg)x=fs=y 
上 式 对 C 中 全 部 元 素 均 成 立 , 这 就 证 明了 左 陪 集 jer* = [fe , ge), 把 x 变 为 同一 个 点 
y, E f fl 都 把 点 x 变 为 点 y, 即 
. fs=px=y 
MAp RER, 得 到 
(p'f)x=x=p "y 
这 说 明 P ye 6G, 因而 fepC*, 即 f 为 左 陪 集 pC* 中 的 一 个 元 素 . 从 而 证 明了 这 个 定理 . 
由 这 个 定理 可 得 到 下 面 的 一 个 推论 . 
推论 HER n MERR G, 它 的 迷 向 子 群 G" 的 左 陪 集 的 数目 等 于 通过 点 x 的 轨迹 
上 点 的 数目 , 车 C 的 阶 为 n。， 则 通过 z 的 轨迹 上 有 n/n, 个 点 . 
例 D,E KTR G = |E, C4.(")1, 它 的 左 陪 集 为 
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Ca(T)C = [Ce(m)，Cz(4m73) | 

Ce(T)C4 = {Co(m)， Cz(2mX3) | 
因而 

Cs(m)GA = C, Celn)G'A =B 
通过 4 点 的 轨迹 有 -9_ = 3 个 点 . 


2. 第 一 类 点 群 轨迹 所 满足 的 基本 方程 

第 一 类 点 群 是 由 相交 于 原点 的 若干 个 旋转 轴 构 成 的 ， 由 于 绕 不 同 轴 的 转动 之 间 一 定 
遵循 乘法 规律 ， 群 的 封闭 性 对 这 个 转动 轴 给 出 了 制约 ,这 种 制约 表现 为 下 面 的 第 一 类 点 
群 轨道 的 基本 方程 , 由 这 个 方程 可 求解 出 全 部 的 第 一 类 点 群 

以 原点 为 球 心 , 做 一 个 单位 球 , 第 一 类 点 群 G 把 球面 上 的 一 点 仍然 变换 为 球面 上 的 
男 一 个 点 . W G 中 存在 一 个 mm 重 旋转 轴 , 这 个 轴 -球面 相交 于 六 A-r, 称 这 些 点 为 极 
点 . 这 个 轴 所 产生 的 转动 元 素 为 


a (ËB, o a (y, amy a 
它们 构成 群 G 的 一 个 子 群 , Pë r, 的 全 部 转动 保持 r, 不 变 , 是 ~ 点 的 迷 向 子 群 G”, 这 个 
迷 向 子 群 为 
fc, (2), k=1,2, a,n) 


根据 定理 2. 5.2 通过 六 的 轨迹 上 的 点 与 迷 向 子 群 C" 的 陪 集 一 一 对 应 ， 即 通过 7; 的 
PELATA, n 为 点 群 6 的 阶 数 


取 轨 迹 上 的 另 一 个 点 
ri=g8r, EEC EECr 
它 是 在 群 元 素 z 作用 下 把 r, 变 为 轨迹 上 的 另 一 点 .容易 看 到 
(gC"g ri =F; = gr, 
这 说 明子 群 {gC"g EAr, KAFE G, G 5 GEAT, BB G RTE 
G':'BJ36 38 BJ 3E3u6s N pk, 因而 C" 与 6* 同 构 ,， 它 是 以 mr WAR n, 重 旋转 群 . 由 于 通过 


六 的 轨迹 上 有 mw 个 点 ， 因 而 共产 生 * 个 n 重 旋转 轴 , 这 些 旋转 轴 在 单位 球面 上 共有 2 T 
极点 ， 它 们 构成 两 条 群 轨 迹 ， 迷 向 子 群 C" 的 六 个 陪 集 把 六 在 它 的 轨道 上 变换 到 遍 个 点 
六 Ti ，…， 构成 一 条 轨迹 .同时 把 极点 ( 7) 也 在 它 的 轨迹 上 取 饥 二 个 点 ,构成 另 一 条 
wa i DEAN ri m MONA A n EN 


极点 ( r), (C-ri), (r), 
如 果 群 6 还 存在 一 个 n; 重 轴 ， 它 也 给 出 了 如 上 讨论 的 轨迹 和 其 它 n; ER. 


=... 
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EA n EMA (n - 1) 个 不 包括 单位 元 的 群 元 素 ,二 个 n, 重 轴 给 出 二 (mm -1) 个 
不 包括 单位 元 的 群 元 素 ， 这些 不 包括 单位 元 的 群 元 素 对 应 于 两 个 轨迹 ， 因 而 每 个 轨迹 对 
EF (m - 1) 个 群 元 素 , MR n BHEE G 共存 在 ! 个 不 同 重 数 的 旋转 轴 构 成 的 轨迹 ， 则 
群 的 阶 数 满足 下 面 的 方程 ， 即 
X ZG -1) =n-1 或 Zh -+)=2(1-+4) (2.5.1) 


/等 于 群 G 的 轨迹 数 . 

方程 (2. 5. 1) 中 为 任意 正 整 数 , n; 最 小 为 二 重 轴 , 因而 nzn,z2, 则 (2. 5. 1) 中 每 
一 个 满足 这 些 条 件 的 正 整数 解 n,n,，…, m, 就 给 出 了 一 种 第 一 类 点 群 . 方程 (2. 5. 1) 
为 第 一 类 点 群 轨迹 满足 的 基本 方程 . - 

通过 计算 可 以 证 明 方程 (2. 5. 1) 满足 条 件 nzn,>2 的 正 整 数 解 只 有 71=2 和 1 =3 时 
才 存 在 . 

当 !=2 时 , 方程 (2. 5. 1) 变 为 


2_1 1 (2.5. 2) 


n n n, 
其 解 为 由 =n, =n, BIRF Ç 在 单位 球面 上 的 极点 为 群 G 的 两 个 轨迹 , 存在 一 个 n 重 轴 r,r 
在 单位 球面 上 有 两 个 交点 >，- r, 通过 群 元 素 的 作用 形成 通过 和 -r 群 的 两 个 轨迹 . 因 
TIR C 为 一 个 ” 重 旋转 轴 构 成 ” 重 单 轴 群 ， 即 为 多 ,元素 为 
Sela cY _ c mY" 
r= [o] eE]. = a =) 
当 1=3 时 , 方程 (2. 5. 1) 变 为 
i 2.1. 1.1 (2.5.3) 


n n, n, n, 
Sn saman, 要 求 满足 条 件 Sn <<n, Sn Ssn. 可 以 证 明 n 23 Bf, (2. 5.3) 没 有 正 整 
数 解 , 因此 mm 只 能 为 2, 即 mm =2, 于 是 方程 (2. 5.3) 变 为 


二 + 工 - 工 + 工 (2.5.4) 


n 2 n, n, 
此 时 mm>4, 方程 无 正 整数 解 ,因而 只 能 ws =2, n, =3.， 于 是 得 到 四 类 解 ， 即 
(i) n, =n, =2 
HAOSA) AET, Bin, = =m, "为 偶数 , 称 这 类 群 即 为 二 面体 群 六 。， B 
阶 为 2m =n. 
(ü) n =2, m =3 
方程 (2.5.4) 为 


它 存 在 三 种 正 整数 解 , 这 三 种 解 为 : 
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(1) n =2, mn =3, n, =3, n=12 

(2) n =2, n, =3, n, =4, n=24 

(3) n =2, n =3, n =5, n=60 
由 这 些 解 所 求 出 的 极点 , 分 别 构成 5 种 柏拉图 图 形 的 顶点 ,， 即 解 (1) 对 应 正四 面体 ; 解 
(2) 对 应 于 正 立 方 体 或 正八 面体 ; 解 (3) 对 应 于 十 二 面体 或 二 十 面体 ， 分 别称 这 些 群 为 四 
面体 群 (7T 群 ), 八 面体 群 (0 群 ), 二 十 面体 群 (7 EE). 立方 体 的 内 接 多 面体 是 正八 面体 ， 
因此 这 两 种 多 面体 具有 相同 对 称 性 , 它们 属于 一 个 对 称 群 0 群 , 正 十 二 面体 的 内 接 多 面 
体 是 正二 十 面体 , 因而 它们 具有 相间 的 对 称 性 , 均 为 7 群 (或 记 为 天 群 ) 的 对 称 性 

这 就 证 明了 2.2 节 所 讨论 的 第 一 类 点 群 穷尽 了 S0(3) 群 的 所 有 有 限 子 群 . 


2.6 晶体 学 把 群 与 描述 分 子 对 称 性 的 连续 群 


本 章 已 讨论 了 描述 有 限 对 称 性 形体 的 全 部 可 能 的 点 群 ,它们 对 描述 分 子 对 称 性 和 晶 
格 对 称 性 有 重要 意义 . 但 是 这 些 点 群 不 能 描述 最 简单 的 线性 分 子 的 对 称 性 , 只 有 把 一 些 
点 群 推广 到 连续 群 才能 描述 全 部 分 子 的 可 能 的 对 称 性 , 除 在 前 面 所 讨论 的 点 群 之 外 , 再 
加 上 描述 线性 分 子 的 连续 群 , 称 为 分 子 对称 群 .理想 晶体 是 由 具有 一 定 对 称 性 的 唱 格 通 
过 在 特定 方向 上 的 平移 而 得 到 的 .因而 这 些 晶 格 的 对 称 性 一 定 受 到 平移 的 制约 ,只 有 那 
些 平移 后 能 充满 整个 空间 的 对 称 的 形体 才能 构成 晶 格 . 因而 可 以 描述 晶 格 对 称 性 的 点 群 
只 能 是 前 面 讨论 的 点 群 中 的 一 部 分 , 这 部 分 点 群 称 为 晶体 学 点 群 . 在 这 节 中 就 来 讨论 这 
些 问 题 . 


2.6.1 由 点 群 推广 而 得 到 的 连续 群 


对 于 群 C,, Ej n—e BF, 变 为 连续 群 ， 它 的 元 素 为 


A ed ， 0 三 ww<2T 


这 是 包括 一 个 参数 a 的 连续 群 , 也 就 是 二 维 旋转 群 S0(2)， 由 于 
C,(e)C,(8) =C,(8)C,(e) =C,(a= +B) 

因而 是 Abel 8, 称 为 C。 群 , 这 个 群 的 元 素 为 {E, Cla), 0<a <21]. 

于 此 相似 , 当 n— BF, CAEH Car, 这 个 群 的 元 素 为 

Cos = {E, C,(a) , wo, 

这 个 群 不 仅 包 括 可 任意 转动 角度 a 的 旋转 轴 a , 而 且 有 无 穷 多 个 相交 于 a 的 反射 面 o 
反射 面 的 存在 使 e 为 双向 轴 , 即 CCa) = C.( - o) "1, Cla) C,( - o) ARTER. 

C。, 可 描述 多 原子 构成 的 线性 分 子 的 对 称 性 . 

` n—e 时 ,Du 推广 为 D。， 它 的 元 素 为 

D., = |E, Cila), %@ C,(%) , I, wo0,, IC,(a) ] 

a 为 旋转 轴 , b la 为 二 重 轴 ，cr， =1C,(m) 也 有 无 穷 多 个 , s, 为 IC, n) =O, 

D。, 描 述 直 线 中 点 两 边 对 称 分 布 若干 原子 的 线性 分 子 的 对 称 性 . 
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2.6.2 晶体 学 点 群 


RAREZA mma , a,, a, 它们 是 线性 无 关 的 , 可 构成 晶体 中 的 一 组 基 矢 ， 唱 
体 中 任 一 格 点 尺 总 可 写 为 
a, 
| (2.6.1) 


a; 
Hh n, =0, +1, +2, =, CEMR). WE RRRA AR C 的 对 称 人 性 , 则 在 G 群 元 素 
g 的 作用 下 , HA R 变 为 另 一 个 格 点 R', B 
G, 
= R' = (n, na, ofe 
as; 


a, 
n; 一 2 Di(g)n,, L = 1, 2, 3 (2.6.2) 
J 


ER =(n,, m, oa。 
a; 
其 中 D(g) 为 群 元 素 g ERRERA, a, a;) 中 的 表示 矩阵、 由 于 n; 必须 是 正 负 整 
数 或 0. 因而 在 晶 格 坐标 系 中 表示 矩阵 的 矩阵 元 也 必须 是 正 负 整数 或 0. 
另 一 方面 , 点 群 6 是 正 交 群 0(3) 的 子 群 ,因而 G 群 的 元 素 g 只 能 是 
C, (a) 3È ¿C, (o) 


R=ma +m,a, + n,a, = (n, n,, ns) 


由 (2. 1.8) 式 可 看 到 
rC, (a) = (1 +2cosa) (2.6.3) 
由 此 得 到 
trD(g) = 十 (1 +2cosa)， |irD(g)1<3 (cosa 的 最 大 值 为 1) (2.6.4) 


而 且 D(8) 还 要 是 正 负 整 数 或 0、 因 而 转角 a 只 能 是 0, T, T, ZE a 因 此 在 晶体 学 点 
NERA CEM, SEA TRATA, ARORA 

注意 晶 格 坐标 系 1 , a,, a,| 不 一 定 是 正 交 系 , 更 不 是 归 一 化 的 , 不 同方 向 的 晶 格 长 
度 不 一 样 ， 不 能 归 一 化 ”因而 在 晶 负 坐标 系 转动 矩阵 不 具有 如 正 交 归 一 化 的 直角 坐标 系 
中 的 形式 


蝇 体 平移 条 件 限 制 , 使 晶体 点 群 只 能 存在 转角 为 0, 伍 , T, 拭 四 种 ,这 也 可 以 从 安 


WELEH, 即 只 有 长 方形 、 正 方形 、 正 三 角形 和 正六 边 形 才能 铺 满 整 个 平面 .也 只 有 这 
些 面 所 构成 的 多 面体 ,紧密 堆积 在 一 起 才能 充满 整个 空间 .因而 只 有 描述 这 些 多 面体 对 
称 性 的 点 群 才能 是 晶体 学 点 群 ， 比 如 正 十 二 面体 , 它 包括 正 五 边 形 的 表面 , 而 正 五 边 形 
是 不 能 紧密 地 铺 满 整个 平面 的 , 因而 晶体 学 点 群 不 包括 天 群 和 天, 群 . 
在 这 种 约束 下 , 晶体 学 点 群 只 有 32 个 : 

Cis G,, C3, C4, Co, D,, D3, D,, Dg, T, O, L, C,, 

Car, Car» Cans Cer» Cu, G,,, Cy, Ca， Sa, S6» 

Dars Dyp, D,,, Dor» Da1; D34» Tis T,, 0, 
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27 点 群 小 结 


为 了 对 点 群 有 一 个 概要 的 了 解 , 下 表 列 出 了 第 二 类 点 群 及 其 主要 性 质 . 


1C], k=1, 2, ,2m 
IC al, k=1,2, =, 2m+1 


{Cins a+) 
k=1,2, --, m-—1 
{Cm}, TE] 


IC , k=1,2, =, 2m+1} 
{Cimeo Cinti , 
k=1,2, =, m 
1E} 


Gn tl 


ief, i=1,2,3} 
tef, i=1,2,3,4] 
{C892, i=1, 2, 3, 4} 
lE} 


c$? , i=1,2,3 


IC). i=1, 2, =, 6] 
[cft i=1,2,3,4k=1, 2} 
{C19*, i=1,2,3, k=1,3} 
fef?? =C, i=1,2,3} 
{E} 


CD. i=1, 2, ,6 
CSO, i=1, 2,3,4, 
k=1,2,3 


i=1, 2,3, k=1,2,3 


Ief? , i=1, 2, =, 15} 
{1c ,i=1, 2, =, 10, k=1,2] 
. [COE i=1,2, =, 6, k=1, 4} 
1 {CIO ,i=1,2, =, 6, k=2,3] 
IE] 


| = | IC,(e)] 
| e | 12G411C(e), Ca) 


第 二 类 点 群 分 为 直 积 群 CO 和 与 第 一 类 点 群 Ç 同 构 的 第 二 类 点 群 G* =KUiK', 其 
中 为 G 的 1/2 阶 的 不 变 子 群 , K' 为 不 变 子 群 K 的 陪 集 ， 下 面 用 两 个 简 表 给 出 它们 . 


i=1,2, =, 10, k=1,2 
ct, i=1,2,.,6, 
k=1,2,3,4 
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由 直 积 群 构成 的 第 二 类 点 群 


ET EAE 


与 第 一 类 点 群 Ç 同 构 的 第 二 类 点 群 


间 构 的 第 
结 
Cui 


4m 


Com Ui{ Cia C. 
E, Cn+i, CÇ, S202m + 1) 
E, Cy, Cim» Sim» g 
E, C, C2(2m+1) ‚0, S202m +1) 
N E, G, Cm» Ç, Som 
E, C2, Ca, G4, c, Ss, S, 
šE: 表 中 K, 分 别 为 与 之 同 构 的 第 一 类 点 群 的 1⁄2 阶 不 变 子 群 的 陪 集 . C。 群 的 类 数 W, 当 m=2n+1 时 ,N=n 
+2; 当 m=2n 时 , N=n+3. 
所 有 晶体 按 蝇 格 平 移 向 量 可 分 为 七 类 , 称 为 七 个 晶 系 .在 下 表 按 七 个 晶 系列 出 了 32 
个 
l 点 群 . 


晶体 学 点 群 按 晶 系 分 类 

ü R A R | 
三 斜 系 Ci, I 

单 斜 系 Ci, C,, C, 

正 交 系 Dz, Cw, D, 

ZAR C3, Ds, Cin, D3s, S6 

四 角 系 Ca, Cans Ca, Da, Da, $4, Don 

六 角 系 Ce, Cens Coos Ds, Da, Cons Dy, 

立方 系 T, O, Th, Ta, 9, 


下 表 给 出 了 柏拉图 多 面体 的 图 形 . 


| 
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柏拉图 多 面体 图 形 


EE 
DESEAN 
DESEN 


晶体 学 点 群 有 两 种 符号 : 一 种 是 前 面 使 用 的 Schoenflies 符号 (简称 Sch 符 导 ) ; 另 一 
种 国际 符号 或 称 为 Hermann-Mauguin 符号 (简称 H-M RS). 国际 符号 的 优点 是 明确 标 
记 出 这 个 点 群 的 主要 操作 的 性 质 、 下 表 列 出 了 点 群 对 称 操作 的 Sch 记号 和 国际 符号 . 


棱 边 数 


正 多 面体 图 形 


点 群 操作 的 两 种 符号 
对 称 操作 国际 符号 Sch 符号 
对 称 中 心 T Ci 
对 称 面 m C, 
一 重 转轴 1 Cl 
二 重 转轴 2 C2 
三 重 转轴 3 G; 
四 重 转轴 4 C, 
六 重 转轴 6 Cs 
N EEE PHN 2( =m) S =C, 
三 重 转 动 反 射 轴 3 S3 
四 重 转动 反射 轴 4 S4 
六 重 转动 反射 轴 6( ==) S 


在 国际 符号 中 明确 标志 出 了 这 个 点 群 的 主要 元 素 , 如 Cs 群 国际 符号 为 2 表示 有 
一 个 二 重 轴 和 垂直 于 这 个 轴 的 反射 面 m, m 设 在 分 母 上 均 表示 垂直 于 分 子 上 的 轴 的 反射 
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面 . 比如 0 群 国际 符号 为 432, 代表 存在 四 重 轴 、 三 重 轴 和 二 重 轴 . 而 O, 群 利用 包括 这 


些 轴 的 反射 面 代替 轴 的 标号 ,于 是 O, 群 的 国际 符号 为 mm, 表明 有 两 类 不 同 的 反射 面 
(一 类 包括 四 重 轴 ;一 类 包括 二 重 轴 ) 和 主轴 .虽然 国际 符 导 比 Sch 符号 麻烦 ,但 它 比较 
明确 地 指出 了 这 个 群 的 主要 对 称 元 素 . 

下 表 给 出 了 32 个 晶体 学 点 群 的 两 种 符号 


32 个 晶体 学 点 群 的 两 种 符号 
sas | o | 6 | e | e [o | n [o [p 
m3 


- = - 一 一 -一 一 一  _ — r 
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与 Clebsch-Gordan 系数 


在 这 一 章 中 将 系统 地 讨论 全 部 点 群 的 不 可 约 表示 . 为 了 说 明 不 可 约 表示 基 函数 , 首 
先 讨论 作用 于 函数 空间 中 的 群 算 子 及 其 对 函数 空间 的 作用 , 并 讨论 由 子 群 表示 寻求 群 的 
表示 的 诱导 表示 方法 ， 而 后 详细 研究 第 一 类 点 群 的 不 可 约 表示 , 在 此 基础 上 论述 第 二 类 
点 群 的 不 可 约 表示 , 然后 讨论 双 值 点 群 和 双 值 表示 , 并 在 讨论 了 不 可 约 表 示 之 后 研究 点 
群 的 Clebsch-Gordan 系数 和 人 矿 系 数 ， 以 0 群 为 例 给 了 全 部 六 系数 . 最 后 将 讨论 点 群 不 可 
约 张 量 算 子 和 Wigner-Eckart 定理 . 


3.1 函数 空间 上 的 算 子 群 与 群 表示 的 基 函 数 ， 


点 群 6 是 三 维 实 内 积 空间 ( 即 三 维 欧 几 里 德 空 间 ) R 中 的 线性 变换 群 ， 它 的 元 素 8 
eG 作用 于 空间 向 量 > 上 , 把 了 变 为 另 一 个 一, 即 
gr=r 


因而 z 的 表示 矩阵 为 3 x3 KERE DCE), B 


l 
r = (%1, X>, ofa 
i 
&u B12 B13 4 


gr = D(g)r = (%1, X>, "|° 8&2 B82» li 


£F B83 ga Ah 
En 812 B813 
D(g) = | 8n £ gz 


En En En 
对 于 空间 R° 定义 的 函数 Ar) , 此 时 群 元 素 g 对 函数 的 作用 可 定义 为 群 算 子 P(g) 对 
函数 的 作用 , 定义 群 算 子 P(g) 对 函数 的 作用 为 
P(g)f(r) =f (r) =f(g`'r) =f(r') (3.1.1) 
8 eC 与 算 子 P(g) 也 是 一 种 映射 , | P(g) | 是 作用 于 函数 空间 上 的 变换 . 下 面 证 明 算 子 集 
合 {P(g), ge CG} 也 是 一 个 群 , 并 且 与 群 C 同 构 . 
算 子 P(g ) 与 P(g,) 的 乘法 为 
P(g) < ÊC Ar) =Ê Ae r) =f(g;' * e'r) 
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He; cgi = (g1* 82) ,因而 

P(e,) : P(g)f(r) =A Ce + gx) r) =P(g, ` z,)/Ər) 

P(g) ° P(g,) =P(g, * &2) 

它 也 是 作用 于 函数 空间 的 算 子 , 这 表明 算 子 乘法 具有 封闭 性 .显然 算 子 乘法 是 符合 结合 
律 的 .对 应 于 群 G 中 单位 元 e WAT P(e) 为 算 子 集合 的 单位 元 , 即 

P(g) + P(e)f(r) =P(g)fr) = f(g 7) = P(a)/(r) 

P(e) . P(g)f(r) = P(a)f(r) 
因为 7) 是 任意 函数 , 因而 P(e) 为 单位 算 子 . P(g) 的 逆 P(g) ce 因为 

Plg) : P(g) f(r) =P(a)f(er) = f(g" gr) = f(r) 

=P(g)"” < P(g)f(r) = f(r) 


这 就 证 明了 算 子 集合 {P(g,), ge CG} 是 一 个 群 , 记 为 P( G). 下 面 证 明 算 子 群 P ( G) 55 G 


BAH. 这 一 点 很 容易 ， 即 `` 
Pp(C)— e l 
Ê(e)——geG 
这 表明 P(g) 与 g 一 一 对 应 . ## g, eag, M 
P(g) :P(g,) =P(g, ` za) =P(g,) 
这 表明 相应 元 素 的 乘法 也 是 相对 应 的 , 因而 算 子 群 P( G) 532 6 同 构 . 群 6 是 三 维 空间 


中 的 线性 变换 群 ,因而 算 子 P(g) 也 是 线性 算 子 . 
如 果 函 数 . 败 r) 与 数 域 C 上 的 数 c 的 乘法 为 


Afr) =f(er) (3.1.2) 

称 这 种 函数 为 线性 函数 , 对 线性 函数 定义 内 积 为 
(f. ñ) = JG) *6,(r)ar (3.1.3) 
这 种 定义 有 内 积 的 线性 函数 空间 通常 称 为 L, 空间 .作用 于 这 种 函数 空间 上 定义 的 算 子 


P(g) 也 是 线性 算 子 . 
可 以 证 明 0(3) 群 及 其 一 切 子 群 所 定义 的 线性 变换 都 是 西 变换 ,因为 内 积 


A PDA) = [EDA Phdr 
= f(gr) "fle rdr 
= /Ar) fr ) dr 


=G) hr) dg r) 


88 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


d(g 'r') = ldet(g"!)ldr' 
对 于 0(3) 群 及 其 子 群 
det(g 1) =detg = +1 
因而 
(A(r),Á&(r)) = (P(g)A(r), P(e)/,(r)) (3.1.4) 
即 Bi(g)(gsCG，CCO(3) ) 为 酉 算 子 . 
这 里 所 讨论 的 作用 于 函数 空间 上 的 线性 变换 , 实质 上 就 是 第 一 章 所 讨论 的 线性 变换 
在 函数 空间 上 的 具体 化 . 
定义 3.1.1 群 6 的 不 变 子 空间 : 25 Vç E L, 的 子 空间 , V, 中 的 每 一 个 函数 /(7)， 
在 群 P(G) 中 的 任 一 元 群 P(g) 作 用 下 , 仍 为 Ve 中 的 一 个 函数 ， 即 
flr)eVe, geC, BKE) =fr), f(r) eV 
则 称 空间 V, 是 算 子 群 P( G) 的 不 变 空间 , CRER G 的 不 变 空间 . 
因而 可 把 函数 空间 L, 分 成 若干 群 6 的 不 变 子 空间 Vç. 
不 变 子 空间 V 荷载 群 G 的 一 个 表示 , 如 果 这 个 不 变 子 空间 内 不 再 包括 不 变 子 空间 ， 
则 这 个 表示 是 不 可 约 表示 , 表示 和 抢 阵 就 是 算 子 B(g ) 的 矩阵 . 为 了 说 明 这 一 点 , 令 第 a 个 
不 变 子 空间 We 为 n。 维 , 它 的 一 组 基 矢 为 (Ko , AO, =, /9 ). 亦 即 V4? 中 任 一 函数 
S? EV? , 可 表示 为 | 


I 


P = Yaf 


于 是 


na 


P(g)f® = D ale) 9 (3.1.5) 


其 中 系数 a(g,)s 中 的 脚 标 7 表示 对 A” 作 用 产生 的 函数 ，a(&,) AAT P ( g,) HERE 
阵 的 矩阵 元 这 个 矩阵 即 为 群 元 素 z, 的 表示 和 矩阵, 因而 建立 了 群 G 的 一 个 表示 . 由 于 V。 
中 不 再 存在 G 的 不 变 子 空间 , 因而 这 个 表示 是 不 可 约 的 . 

APERE alg) y WE we 个 不 可 约 表示 的 表示 矩阵 为 
Pilg) Polg) Pr. (g) 
PO (g) = : i : 
Pa (g) Poal) `" Pan (8) 
把 第 a 个 不 可 约 表示 的 基 矢 {/”| BATERE, A, e, Ke )， 则 (3.1.5) 式 表示 
FO 在 P(g,) 的 作用 下 , 按 表 示 和 矩阵 Bo (eg ) 的 第 不 列 变换 ， 即 


Ra 


P(g)fi® = Y P 2 (g) fi? (3.1.6) 


下 面 给 出 不 可 约 表示 基 矢 的 正 交 性 定理 
定理 3.1.1 # Ç 的 两 个 不 同 不 可 约 表 示 的 基 矢 是 相互 正 交 的 ,同一 个 不 可 约 表 示 
的 不 同 基 矢 也 是 相互 正 交 的. 
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证 明 令 不 可 约 表示 空间 T 和 Ve BERDIK, K, =, fO) 
(p, SP, e, /8 ), 则 利用 (3.1.4) 式 和 (3.1.6) 式 得 到 
E, SP) =E , Plg)f®) 


Ræ ng 
(F PPOR, PPOP) 


= y y P * (g) + PP (g)(f®, P) (3.1.7) 
把 上 式 对 群 元 素 5 求 和 , 得 到 
EAO) = aC, ) 
i z% ON PP (8) (2, 6) 


其 中 为 群 6 的 阶 , 由 不 可 约 表 示 的 广义 正 交 定 理 得 到 
> PE (a) PP (g) = bagud — 


于 是 
E, gn) = 二 5 (3.1.8) 
这 就 证 明了 上 述 定 理 . 
由 这 个 定理 可 得 到 下 面 的 推论 . 
推论 不 可 约 表 示 的 n, 个 基 矢 的 内 积 为 同一 常数 ， 即 
P, 有 9) = i=1,2, =, n, (3.1.9) 


因此 可 把 基 矢 归 一 化 ,得 到 正 交 归 一 化 的 基 矢 . 在 正 交 归 一 化 基 矢 中 群 的 表示 是 西 表 
示 . 


3.2 基础 表示 与 诱导 表示 


如 果 群 G 有 一 个 子 群 HCG, W| Ç 的 表示 矩阵 D(g) (gsC) , 收缩 到 子 群 H(h eH) 
得 到 和 矩阵 集合 {D(h) , he Hi 自然 是 子 群 的 表示 , 一 般 称 这 种 表示 为 分 导 表 示 , 并 记 
H DCG) i, 即 由 G 群 的 表示 D(G) 收 缩 出 的 子 群 五 的 表示 , 即使 D(g) 对 群 G 是 不 可 约 
表示 , 分 导 表 示 D(C)# 一 般 也 是 可 约 的 . 

如 果 已 知 子 群 有 (五 CGC) 的 表示 D(h) (h e H) , 把 它 扩展 为 群 G 的 表示 , 称 为 由 诱导 
得 出 的 群 G 的 表示 (representation induced by subgroup) , 简称 诱导 表示 , WA D(H) P .从 
HH 群 的 不 可 约 表示 , 得 到 的 G 群 的 诱导 表示 , 一 般 也 是 可 约 的 . 由 于 子 群 五 比 群 6 小 ， 
容易 得 到 较 小 的 子 群 五 的 表示 , 因而 从 子 群 的 表示 通过 诱导 表示 的 方法 找 出 大 群 G 的 表 

R, 是 寻求 群 Ç 的 表示 的 常用 的 重要 方法 . 为 此 , 在 本 节 中 讨论 诱导 表示 . 
若 群 6 包括 子 群 豆 ,， 则 群 Ç 的 元 素 也 分 解 为 子 群 H 的 若干 个 左 陪 集 , 如 果子 群 是 m 


| | ; 
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阶 的 , 群 G 是 n 阶 的 , 则 存在 二 = 1 个 互 不 相交 的 左 陪 集 ， 即 群 G 的 元 素 集合 和 g1, g， 


…, Ba) 可 表示 为 
[gi gx, v, gal = leH|@lz;H) @ …@1eH (3.2. 1) 
其 中 g1 =e 82, °, 81EG, IITA =e 外 ， 其 它 陪 集 代 表 元 素 2, 83，"…，, Zo ABTH, 
它们 为 不 同 左 陪 集 的 代表 元 素 . 
AE Ë H # l, 个 不 可 约 表 示 , 不 可 约 表 示 a 的 维 数 为 m,, HERRA 

(ef e, e, e), a=1,2, =, 
RRR EREA 

Plh)el® = Y PO(h)e®, (h e H) (3.2.2) 


P® (h) HFF H WE a 个 不 可 约 表示 的 表示 和 矩阵 . 利用 g 8210o gi( 它 们 是 五 的 左 
陪 集 的 代表 元 素 , g, e Ç, g, 五) 作用 基 函 数 (ef (r), =, e (r) ) 得 到 


P(g:)ej? =e (gr) =e (r), i=2,3, =, L= (3.2.3) 


这 是 m, 个 新 的 函数 (包括 e, e, o, e). FERR m, TRARA 
数 , 它们 张 成 C 群 的 不 变 空 间 , 因而 荷载 了 群 G 的 一 个 表示 , 亦 即 由 子 群 瑟 的 不 可 约 表 
示 a 诱导 出 的 C 群 的 诱导 表示 .这 个 表示 的 维 数 为 (lm. 

为 了 证 明 上 述 命题 , 首先 讨论 基础 表示 . 


3.2.1 基础 表示 


群 6 元 素 按 子 群 豆 陪 集 分 类 ( 即 (3. 2. 1) 式 ), 把 陪 集 集合 1H}, LH), gH}, 
…，{gHi 看 成 群 空 间 的 1 个 向 量 , 以 它们 为 基 矢 可 以 构成 群 G 的 一 个 表示 , 称 这 个 表示 
为 基础 表示 . 

容易 看 到 以 群 G 的 任 一 元 素 g 作用 第 i 个 陪 集 , 得 到 某 一 陪 集 zH, Bi 

8° gH =gH, £ ° £: = 8; 

但 是 1= 世 个 陪 集 的 代表 元 素 g1 =e, g 8;，…, 8 是 已 经 指定 的 ， 因 而 陪 集 gH RR 
定 是 i 个 陪 集中 的 一 个 , 但 g8 g = g, 并 不 一 定 是 已 经 指定 的 /个 陪 集 代表 元 素 之 一 . 一 
般 来 讲 


8g"8H=gH=gisH (gi 为 指定 的 陪 集 代表 元 素 ) 
如 果 g 是 陪 集 代表 元 素 , Mg = g;; WEG 不 是 陪 集 代表 元 素 , 则 gj 一定 是 陪 集 g,H rh 


的 一 个 元 素 ， 此 时 
g ` gH=z,H 
i 而 且 z : g, 为 陪 集 代 表 元 素 g, 5 H PRLR h, 之 积 , BI 
8'Bi=Biha 或 h.=g; 8'E: (3.2.4) 


| (3. 2.4) 式 说 明 群 G 中 任意 元 素 g 与 陪 集 代表 元 素 z, 之 积 为 陪 集 g, 中 的 元 素 gh, ( 即 | 
g- gH=gH), h, AAB g, g, 决定 .因而 可 把 (3. 2.4) 式 中 的 hh 写 为 & Mg 的 函数 ， | 


当 i=2 时 ， 
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即 

h.=h(g, g:)=hi(g) =g; "8g" Biel (3.2.5) 
及 (8g) 为 由 陪 集 代表 元 素 gj， g, 按 (3.2.4) 决 定 的 子 群 瓦 中 的 元 素 几 .这 个 公式 表明 , 群 
G 中 任意 元 素 g 与 陪 集 代表 元 素 g, 之 积 得 到 陪 集 gH 中 的 元 素 g hile). WN 


g H =g,H 
中 的 代表 元 素 z, 由 z, h(g) =g &g; 决定 . 而 按 基础 表示 的 定义 ， - 
g- (gH) = È Cila) u ` (gsH) (3.2. 6) 

因而 基础 表示 的 表示 和 矩阵 为 
: 1, k 条 ”ES h: 

Cile). -| 当 上 满足 条 件 g . g; =& ‘8) (3.2.7) 

0, 34k 不 满足 条 件 g * g, =& "hi(g) 

C (g) PH d 代表 基础 表示 . 


基础 表示 与 第 一 章 中 讨论 的 正则 表示 相 类 似 ,， 只 是 正则 表示 是 以 群 元 素 为 基 矢 的 群 


空间 中 给 出 的 表示 , 它 是 维 表示 .而 基础 表示 是 以 陪 集 为 基 矢 的 表示 , 它 的 维 数 为 1= 


n/m, 1 为 子 群 的 陪 集 的 数目 , n 为 群 G 的 阶 , m HFR H KB. 
下 面 以 D, 群 为 例 , 求 出 它 的 基础 表示 . ` 
D, RRA 2n, 包括 WFR C, = {Ci, k=1,2, =, n) ARE CP 1C) = CO ,大 
=1, 2, …, n|. 把 它们 写 为 
H, =E|C] = Ch k= 1,2, e,n} 
H, =C |C] = {CP, k =1,2, =, n] 
陪 集 代表 元 素 g =E, g, = CD. 
容易 看 到 D, 中 元 素 g 作用 于 两 个 陪 集 为 
gH, = 人 “ge 
H,, 当 g e H, 


gH, -全 当 g eH 
H,, 当 g e H, 
由 此 得 到 基础 表示 矩阵 为 f 
aom [1 0 aoma 10 1 
G (CO =o 小 Gi (C! =h; o) 


因为 这 个 群 的 陪 集 简单 , 通过 上 面 直接 计算 很 容易 得 到 了 基础 表示 . 下 面 利用 (3. 
2.5) 式 和 (3. 2.7) 式 计算 基础 表示 . 
对 于 D, 群 两 个 陪 集 代表 元 素 为 g =E, z, = Ct?， 当 (3.2.7) 中 i=1 Bf, 
1, ŒE = Ct = ElC.| 
l, CE | Ch) |CO) 
1, CPE = GP = CPE 
0, CPE # E|Ch| 


CU (Ci) = 


Ge. ( c; Ja = | 


x u. 
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koa Nk) _ po) 
GOD ( CE), 一 j C.G; 一 C; 一 G; IC. 
` 0, CHE =C:# CP iC) 
(k) (O) (1) 
GCP (chy, -全 C; C; a C; IC} 
Í 0, CC = chl|c,.| 
因而 得 到 


1 0 0 1 
cw) =(0 ah El o) 


3.2.2 诱导 表示 
群 Ç 的 子 群 妃 的 一 个 不 可 约 表示 (7) BERR e (r), e(r), e, eQ) (r) } ,省 
略 标志 不 可 约 表示 的 标记 y, 用 a=1,2,…,m, 标记 基 矢 的 编号 ， WA fer), a=1, 
2，…， my} , 陪 集 代表 元 素 g.(i=2, 3, …, L= 7) 作用 后 得 到 Im, 个 函数 ， 即 
P(g,)e,(r) =e,(g, r) =e, (r) (3.2.8) 
(a=1,2, =, m,, i=l, 2, =, =), gi =a =E Bf, e..(r) =e,(r). 用 群 6 的 算 子 
P(g) 作 用 (3. 2.8) 式 ,得 到 
P(g)e,i(r) = P(g) > P(g,)e,(r) = P(g zg;)e,(r) (3.2.9) 
g; 是 陪 集 代 表 元 素 , AMH g z, 是 陪 集 gH 中 的 元 素 时 , 与 (3. 2.5) 式 一 样 , 则 为 
E "Si 一 SB” h; (g) 
RP g - z, 属于 陪 集 gH, 具体 为 g;* h(g). 子 群 五 中 的 具体 元 素 如 由 g fll g, 决定 , 因而 
为 g 和 gi BRAR hile) 利用 这 种 关系 可 把 (3. 2. 9) 式 写 为 
P(g)es(r) =P(g) ` P(g,)e,(r) = P(g . gi)e,(r) 
=Ê(g, ` hi(g))e,(r) 
根据 基础 表示 的 定义 
grg: = DC (8)a t g; hi(g) 


Plg ig) = DG (e); ÊC) e Pie) 


因而 上 式 为 
PKg)eu(m) = F, CP (e), P(g) © P(ht(g))e,(r) (3. 2. 10) 

因为 1e,(7)} 是 子 群 五 的 不 可 约 表示 y 的 基 矢 , 因而 
PCE) Jeur) = Z H'(hi(g))aes(r) (3.2.11) 


H (3.2. 10) 式 ， 


| Pa), (r) =F Ele) )m ° CO (g), Ple elr) 


j p31 
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DPCO OAG (3. 2. 12) 

(3.2. 12) 式 说 明 , 由 CRTR H DTARRERA e , eA”,…, e), 通过 陪 

集 代表 元 素 |g1, 82 83 ，…， gi) PE Im, RRIP Cee (r) =ef (g, r) =e (r), i 

=1,2, =, L, B=1, 2,…, ma| ,以 它们 为 基 函 数 构成 G 群 的 表示 空间 , 在 这 个 空间 上 

建立 的 G 群 的 表示 , 称 为 由 子 群 有 的 m, 维 不 可 约 表示 诱导 出 的 群 6 的 诱导 表示 , 表示 
矩阵 为 

G.(g)e,a = CGI (g) © H(hi(g))a (3. 2. 13) 

k, i=1,2, =, L=% æ, B51, 2, 0, ma, ANH 4 个 脚 标 构成 的 表示 矩阵 是 im。 维 


的 . H HB) h, 由 下 式 决 定 : 
gg =G ` h,=hi(e) (3.2.14) 


3.2.3 诱导 表示 的 有 关 定 理 


为 了 利用 诱导 表示 的 方法 ,由 子 群 的 表示 寻求 群 的 表示 , 下面 两 个 定理 是 很 有 用 
的 . 
定理 3.2. 1( 等 价 定理 ) 设 D(C) 和 和 D(H) 分别 为 群 G 和 五 的 表示 , H > G 的 子 群 
(HCC), 则 直 积 表示 
D(C)®QID(H)$ )51D(6C)}QD(H)}S 
是 等 价 表示 . 

证 明 ”等 价 表示 的 充 要 条 件 是 它们 的 特征 标 有 相等 的 分 量 . 这 个 定理 的 证 明 归 之 于 
计算 它们 的 特征 标 . 为 了 标记 某 个 表示 的 特征 标 , 把 特征 标的 分 量 记 为 x(g1D( 6))， 即 
G 群 表示 D(C) 对 群 元 素 g 的 特征 标 分 量 ， 特 征 标 记 为 X(D(G)), 因而 直 积 表 示 D( G) 
@ID(H) 和} 的 特征 标 分 量 为 

XCgID(G)@®{ D(H)T}) =x(gID(G)) .x(glD(H)') 
由 (3. 2. 13) 式 得 到 
x(g! D(H)S) = X (aH CE) Ja 
利用 (3. 2. 5) 式 得 到 
x(g! D(H)$) = XZ (e). ` H(hi(g)) æ 


=> Ge). MX(EP gsl H) 
由 基础 表示 和 矩阵 (3. 2.7) 式 , 得 到 上 式 为 
x(g! D(H)%) = SxCer sg- H), gg: eH (3.2.15) 
因而 
x(g! D(G) ® ID(H)% |) 
=x(g| D(G) 2 xlr * gg! H) (3.2.16) 


E 
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在 (3.2. 16) 式 中 通过 对 ; 的 求 和 , 因为 大 也 是 ;的 函数 ， 最 后 为 一 个 与 z 有关 的 数 ， 
另 一 方面 , ESE ID(G)i | {D(H)14 的 特征 标 由 (3. 2. 15) 式 得 到 
xg! |D(G); @D(H)] $) 
= ZXx(e ‘Z’ g. 1 (D(G)¿ @ D(H)) 
ERER D(C) i @D( H) 的 特征 标 为 两 个 直 积 表示 的 特征 标 之 积 ,， 即 
x(gZ g Bal D(G)# @ D(H)) 
=x(g¿ *g*gal D(G)3) 'x(g2 :8g' 8gal H) 
因而 
x(g! [D(G); @D(H)S |) 
= Dalea +g ` Eal D(C)E) -x(g: ggal H) 


` 而 分 导 表示 D(C); 的 特征 标 就 是 G 群 表 示 忆 只 取 子 群 五 中 的 元 素 而 得 到 的 特征 标 , 故 


此 特征 标 分 量 为 . 
X(g¿ 8 g.|D(G)š) =x(g; ` g g.1D(G)) 
由 此 得 到 | 
x(g)(ID(G); @D(H)S]) 
= 之 Kg ES Ea) | DCG) -x(g;' g gal H) 
而 
x(g;, `g*g.l| D(G)) = TrD(g;' ` g ° g.) 
=Tr[D(g; )D(g)D(g,)] = TrD(g) 
=x(gi D(G)) 
最 后 得 到 


x(g! ED(G) ® D(H)* |) 
=(x(g)! D(G))- Dx(g `g:g,l1 H) (3.2. 17) 

从 而 证 明了 D(C)@{D( 权 1 与 1D(6)# ODC), | BRERA, 因而 它们 是 等 价 表 
示 . 此 即 (3.2. 17) 式 , 从 而 证 明了 本 定理 . 

定理 3. 2. 2( 互 易 定理 或 Frobenins 定理 ) 若 玉 是 6 的 子 群 (HCC), D(C), D(H) 
分 别 为 群 G 和 子 群 五 的 不 可 约 表示 . MDC, 和 D(H) 一般 都 是 可 约 的 , D(C) 在 D 
(H)% 中 出 现 的 重复 度 与 D( 且 ) 在 D(G); 中 出 现 的 重复 度 相等 . 

证 明 由 第 一 章 关 于 特征 标 理论 的 (1. 12. 16) 式 知道 , 不 可 约 表 示 DH) EDG) 
中 出 现 的 重复 度 等 于 它们 的 特征 标的 内 积 , 即 


WDD) XD OF = EEXx (hI DOD xhl D(G)4) (3.2.18) 
另 一 方面 , DONG HE DCC) PR31038 3 Es, 
| DO) ,XDDT)) = Fx" (el D (el DG) 


n 
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利用 (3. 2. 15) 式 得 到 
(x(D(C)), x(D(H)T )) 


= Yx (el D(G)) Zx(;' -g` gg! D(H)) (3. 2. 19) 


8 为 陪 集 代表 元 素 , 共有 三 个 ,其 中 


a 0, 当 gs ` g'g PRT H 
(e7 + g- gai D(H)) -Í ! 
Xp E Ep x(g; -ggal DH), Bese:g el 
因而 (3. 2. 18) 式 中 的 对 ge CG 求 和 可 换 为 对 he 五 求 和 ， BI 
(D(C) , x(D(H)°)) 


=+ XX (h D(O) Yx(a ` g ` gs 1 D(H)) 


n 


-二 hI DCO) YC h- gpl DOD) 


SEY (hi DOP D(A)) 


=(x(D(G)4),x(D(H))) (3. 2. 20) 
(3. 2. 20) RÆ (3. 2. 19) RRR, HAEREA KA, MAEHE, 这 就 证 明了 
此 定理 . 在 上 式 中 利用 了 
Eales ` hg l D(H)) = FXI DOD) 


因为 gg .js8s 当 B 变 化 时 , A h B0dE3u Gs, 特征 标 是 类 的 函数 ,因而 对 B 求 和 等 
于 Xx(h1D(H) ) 乘 以 B 变化 的 数目 , 而 gs 是 陪 集 的 代表 元 素 , 一 共有 n/m 个, m 为 子 群 
HH 的 维 数 , 这 是 (3. 2. 20) 式 由 第 三 步 得 到 第 四 步 的 原因 . 

3.2.4 诱导 表示 的 举例 


以 D, 群 为 例 , 它 的 不 变 子 群 为 C, D, 群 的 元 素 可 表示 为 C, = { C; ，C3 ，C3 = 五 | 和 
Rd ci) Oc, = lC. c). C23] ,以 它们 为 基 矢 , 即 e1 = {C31 = {C3, G, G}, e = 
c. cl =1C4? CP, C49} 的 基础 表示 为 C0 (g), MJ 

gre = > Di” (g)e, 


由 乘法 表 得 到 | 
Cí) e, =é; k = 1, 2, 3, i= 1, 2 
ce = 全 F#m = 2 (k = 1,2,3) 
EES xe, #i=1 
由 此 得 到 基础 表示 为 
co(e) =(。 1)» = CG, k=1,2,3 


96 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


G” (g) -(? HE g=, k=1,2,3 


由 (3. 2. 13) 式 诱导 表示 为 
GECE) p, ia =C (g) . De, (h; (2) ) ga 
其 中 
h;(g) = ° 8 ° 8, 
C, 群 是 Abel 群 ， 它 的 所 有 表示 都 是 一 维 的 ， 取 为 
Da(C) =e" =e, D.(G) ==, De (C3) =1 
由 此 得 到 
Go (g), = GI (eX (gig: z) (3.2.21) 
HHO (g; ° g ° g.) 28 C, 群 的 表示 ,因为 是 一 维 的 ,也 就 是 它 的 特征 标 . 
ï k=i=l1 f, E-zg-EeC,, z REX G, C?, C3, 因而 
Ge (E)n =1, G2(C,)"n =E, Go (Ca) =e 
34 k=i=2Bb, CP g- CP eG, g UREN G, C, C, 因而 
GO(E)», =1, Clan =e, Goa(Ci)»=e 
k=1, i=2N, Eg CP =g- CP eC, g=0P, CP, CP; 
当 k=2, i=1 Rf, CP -g+ E=CP -ge0,, g=CP, C2, ce. 
于 是 得 到 
Ge (CU), =1, CECCP Jaa =1 


CECCP), =e, Ga (CI a =E 


GO (CP), =E, CECCP )。 1 =, 
最 后 得 到 诱导 表示 
D. 1 O p _/s 0 wea _ 2 0 
cE) = | |: C) A = (° °) 
0 1 


cecce) = [ 


这 是 一 个 本 表示. 


0 2 0 e 
， Gg) = [ )， G&(C2 ) = [ ) 
1 o) ci( 2 ) e 0 c( 2 ) e? 0 


3.3 C, 群 和 DD, 群 的 不 可 约 表示 


群 的 表示 由 群 的 结构 所 决定 .两 个 相互 同 构 的 有 限 群 有 相同 的 表示 .因而 对 于 点 群 
只 须 研究 互 不 同 构 那些 点 群 的 不 等 价 不 可 约 表示 问题 ， 点 群 中 有 很 多 群 可 表示 为 两 个 点 
群 的 直 积 , 而 直 积 群 的 不 可 约 表示 可 由 直 积 因子 群 的 不 可 约 表示 的 直 积 构成 .因此 点 群 
的 不 可 约 表示 问题 归结 为 第 一 类 点 群 的 不 可 约 表示 问题 . 它们 可 分 为 五 类 ; 

(1) Abel 群 , 包括 Cn, m=1,2,3, Fi D, 

(2) D, BË, n=2: 2 n =2m 时 有 3 +m 4-2, AWA 3 +m 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 ; 
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H n =2m+1 时, 它 有 mm+2 个 类 , 有 m+2 个 不 等 价 的 不 可 约 表 示 . 
(3) TË, 有 4 个 类 , 因而 有 4 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 
(4) 0 群 , 有 5 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 
(5) 7 群 , 有 5 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 
根据 第 一 章 给 全 出 的 有 限 群 个 等 价 的 不 本 约 表示 的 数目 为 群 的 类 的 数目 的 定理 和 全 部 


不 可 约 表示 的 维 数 平方 之 和 等 于 群 的 阶 数 的 定理 y my = n ,可 由 不 等 价 不 可 约 表示 的 
数目 A 即 群 的 类 的 数目 ) 和 群 的 阶 数 n 唯一 地 确定 出 所 有 不 可 约 表示 ( 以 y 标记 ) 的 维 数 


My. 


所 有 点 群 ， 除 7 群 有 一 个 五 维 不 可 约 表示 外 , 其 它 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 不 超过 三 
维 . 因而, 通常 用 三 维 空间 (x, y, z) 和 二 次 齐 次 函数 空间 作为 点 群 的 不 可 约 表示 空间 ， 
二 次 齐 次 函数 空间 为 六 维 函 数 空间 , CHEREL, y, 二, xy, yz, xz|， 注意 这 组 基 矢 
并 非 正 交 归 一 化 的 ,因而 在 此 基础 上 得 到 的 表示 不 是 西 表示 . 

所 有 的 点 群 都 存在 一 个 一 维 的 恒 等 表示 , 一 般 记 为 4 , 一 维 表示 的 表示 矩阵 为 1， 
这 个 表示 是 所 有 群 元 素 都 映射 到 1 的 同 态 , 即 


am e ES 
g EC 一 一 
街 载 这 个 表示 的 基 函 数 为 
Fr) =(r, r) =% +y +2 
下 面 证 明 这 个 定理 
` 定理 3.3.1 0(3) 群 及 其 子 群 都 有 一 个 一 维 的 恒 等 表示 , 表示 和 矩阵 均 为 1, 荷载 这 

个 表示 的 基 函 数 是 扩 r) = (r, r) =. 

证 明 0(3) 群 及 其 子 群 的 一 切 群 元 素 都 可 表示 为 正 交 和 矩阵， 即 实 的 西 和 矩阵， 因而 任 
一 群 元 素 Re 0(3) , 在 函数 空间 的 算 子 了 (ER) 均 为 实 西 算 子 .于 是 它 作用 于 函数 f(r) = 
(r, r) = (Q? +y +2)28 

P(R)/(r) =(R`!r, Rr) 
B R ESE p8 2846, 则 
(Rr, Rir) = (r, r) =f(r) 

这 就 证 明了 上 述 定理 . 

标记 点 群 的 不 可 约 表 示 的 符号 有 一 个 通用 的 惯例 , 即 用 4 标记 恒 等 表示 , B 标记 其 
它 一 维 表示 , 在 第 一 类 点 群 中 当 存 在 m 重 轴 时 , B 所 标记 的 一 维 表示 通常 对 C, SHE 
对 称 的 , 即 X(C。) = -1. 用 五 标记 二 维 表示 , 了 标记 三 维 表示 .如 出 现 两 个 以 上 相同 维 
数 的 表示 时 , 在 4、B、E 或 T 加 下 脚 标 或 在 它们 上 边 打 撤 , 如 存在 垂直 于 主轴 C, 的 二 重 
轴 , 则 加 下 脚 标 , 加 脚 标 1 ,表示 对 C, 轴 是 对 称 的 , 加 2 则 表示 对 C, 是 反对 称 的 . 如 存 
在 反射 面 o, WEA, B 等 符号 上 打 撤 , 打 一 撤 (如 A'、8') 则 表示 对 反射 面 o, 是 对 称 的 ， 
打 二 撤 ( A" B) MERX o, 是 反对 称 的 .、 对 由 直 积 群 CO 构成 的 第 二 类 点 群 , 须 在 
A, B, E, T% FRIR g Ru 加 8 表示 对 反 演 7 是 对 称 的 , WMA Ba Een T, 等 . 加 z 
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表示 对 反 演 是 反对 称 的 , 如 4,、B, 等 对 7 了 群 的 四 维 表示 用 6 代表 , 五 维 表示 用 五 代 
， 表 , 相应 的 1, 群 存在 表示 Gor Car H,. He . 


3.3.1 Abel 点 群 多 和 D, 的 不 可 约 表 示 及 其 基 矢 


1. Z 群 的 不 可 约 表 示 及 其 基 矢 
Z 群 是 阶 循环 群 ， 即 
CCC, C=E 
EAn 个 元 素 ,每 一 个 元 素 自 成 一 类 , 3k n 类, 因而 有 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 .由 
(1. 11. 14) 式 , 不 可 约 表示 维 数 平方 之 和 等 于 群 的 阶 , 即 


n 

2 一 
Ym =n 
a=l 


得 到 Z RE n 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 , ENAC), p = 1, 20n. 由 特征 标 第 二 正 交 关 
系 (1. 11. 15') 得 到 


Sx? (Ci) -yP (C) = ón (3.3.1) 
方程 (3. 3.1) 的 解 为 
PE), ` ¿=e (3.3.2) 
显然 第 ”个 不 可 约 表示 为 恒 等 表示 , Bb p =m， 从 而 
yP) = ela -eic2m -1 (3.3.3) 
记 为 不 可 约 表示 A. 
En 为 偶数 , n =2m, 则 第 m 个 不 可 约 表示 为 
, 2 1， 当 j 为 偶数 
(m) C) =ein = em = .2. 
x” (C) esf 当 j 为 奇数 (3.3.4) 


这 个 表示 记 为 B, 显然 B 对 于 C = C, 是 反对 称 的 .容易 看 到 , n 个 不 可 约 表示 是 相互 正 
交 的 , BH 


n n n 
(PD / pk * ) ny _ -pk egek EEk- 
e. (CD = Yet. em = Yee = na, 


k=1 


n n I 
EXP) xO) = DPED = niy 


多 群 的 这 些 不 可 约 表示 是 复 表示 , 下 面 分 别 对 n=2m + 1 和 n =2mË5 i TREK, 因 
为 表示 是 一 维 的 ,所 以 特征 标 也 就 是 表示 和 矩阵 


© æm —— - .一 -- 
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I 


1 
p=1,2,-, m, q=m+1, m+2, =, 2m, aa -e 
由 于 不 可 约 表 示 (p) 与 (gq) (gq =2m+1L-P) 的 特征 标 为 RM e" =e'”, 它们 互 为 共 
轿 表 示 ， 因 而 有 的 书 把 不 可 约 表 示 (p) 与 (q =n ~p) 的 直 和 写 为 一 个 二 维 表示 ， 即 


E. = (站 ) 图 (9) ，X (C) =? +e” =2cos[ Tpk) 


由 于 eP(k) =t, BAR so Pk) =e% (k)", 这 说 明 第 个 不 可 约 表 示 与 第 
(n -~) 个 不 可 约 表示 互 为 复数 共 郝 ， 因 而 对 于 n=2m 的 C, 群 除去 不 可 约 表示 4 sü B Z 
外 , 尚 有 2(m -1) 个 不 可 约 表示 , 它们 构成 (m -1) 对 互 为 复数 共 二 的 表示 , 即 不 可 约 表 
示 (p) 与 (2m - p) R.3J 3533028. 

对 n=2m +1 的 儿 ,, 群 除去 不 可 约 表示 4 外 , 还 有 普 对 互 为 复 共 罗 的 不 可 约 表 示 . 
通常 把 它们 看 成 是 由 二 维 可 约 表 示 分 解 而 得 到 的 , 因而 可 用 二 维 表示 E 来 标记 它们 . 

下 面 讨论 多 群 不 可 约 表 示 的 基 函 数 和 表示 空间 . 

1° 三 维 空间 (*, y, z) r; 多 群 的 表示 

首先 在 三 维 空间 (x, y, z) 中 建立 多 群 的 表示 . 在 (x, y, z) 空 间 中 多 群 的 旋转 轴 取 
为 z 轴 , 群 元 素 为 


2k . 2k 
cos 一 -sin = 0 
CŒ = . 2k 2k 
sm 一 cos— 0 " 
0 0 1 
可 见 它 是 一 个 可 约 表示 ,可 约 化 为 
cos 224 - sin 27% 000 
Œ= 000 
. sin 28Ë cos -TE N 0 0 ] 
0 0 0 
并 记 |0 0 0 为 [1], [1] 是 一 维 表示 . 显然 荷载 这 个 一 维 表示 的 是 子 空间 {z| , z 是 在 
0 0 1 
C 作用 下 不 变 的 , 因而 荷载 了 恒 等 表示 . 
另外 的 二 维 表示 


n n 
. 27k 2k 


sm —— cos 一 
n n 


2k .27E 
cos—— -sin H 


— - — —  . 
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u= L iA (3.3.6) 


是 可 约 的 , AAE 


cos ZTE - sin 全- 
alai d) ali aa 
-i -1 sin 27E cos ZTE 2\-i -1 
cos ZTE 4 isin zak 0 2 0 
= ani aat - [° | (3.3.7) 
0 cos < — i sin ZÉ 0 en 


aama `, east sasana 因而 一 维 不 可 约 表示 


的 基 矢 为 
(z, Dah =z- -iy, ix -y) 


| MaC -iy) 和 + 这 ) 为 第 一 个 一 维 不 可 约 表示 和 第 (” - 1) 个 一 维 不 可 约 表示 的 基 
I i, 


令 


(m) sz-i), fa) = Fs +) 
在 这 个 函数 空间 中 的 群 算 子 为 BCg) , WI 


P(r) =Kg-7r) 


Xi Z HE, 
P(CID)/(r) =f(CG;*r) 
而 
2TK 2=k 
cos 一 -sin = 0 
Ci'r=(x, y, 2)| 2m 2E ol yz) (3.3.8) 
n n 
0 0 1 
由 此 得 到 
x! -eos (28), + sin (Sy ) 


y = 一 sin [ 22), + cos (SE)y 


z =Z 
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因而 
P(C)f 
== - iy) 


L| (es(288)s s sa 288)y)- (ne) + ooo( ee))] 


[et e (x -iy)]= EA 


同样 也 可 得 到 
D(Ch)fa 


Z 
gl (et+i)] = ef, 
从 而 证 明 ./. 确 实 是 这 两 个 不 可 约 表示 的 基 矢 . 一 般 特 征 标 表 把 这 两 个 不 可 约 表 示 视 为 一 
个 可 约 的 二 维 表示 ,以 (x, y) 标记 这 个 表示 的 基 矢 . 
也 可 用 三 维 空间 中 旋转 轴 R., R,，R,( 它 们 分 别 表示 以 x, y， z 轴 为 旋转 轴 ) 作为 不 
可 约 表示 的 基 矢 , 在 C 作用 下 它们 分 别 与 x, y, z 同样 变换 , 通常 也 标记 在 特征 表 的 后 
面 . 
2° 二 次 齐 次 函数 空间 中 的 表示 
点 群 不 可 约 表示 通常 也 可 以 二 次 齐 次 函数 空间 作为 表示 空间 . 这 是 一 个 6 维 空间 ， 
ERAH IE, 入, 2, sy, xz, yz}. 利用 (3.3.8) 式 , 可 得 到 在 C* 作用 下 , 6 ERR 
变化 规则 为 
P(Ch) = x? = (xcosax — ysina)? 
P(C#)y2: = y? = (xsina + ycosa)’ 
P(Ct)Z = z” = 2 = 2m (3.3.9) 
P(Ch)xy = x'y! = (x? — y')cosasina + xy(2cosza - 1) 
P(Ch)xz = x'z! = xzcosQ - yzsina 
P(Cth)yz = y'z' = xzsina + yzcosa 
由 此 可 得 到 6 #Ezz[8]| 2, y, Z, ay, az, yz) 可 分 解 为 C, 群 的 四 个 不 变 子 空间 , Bg 
(a): 2 +y =x? +y. laz” 
EMS z. R, 一 样 荷载 了 C, 群 的 一 维 恒 等 表 示 ， 即 
BP(Ci) O +y) == +y 
ÊE)? = 2 


RN 
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全 部 表示 和 矩阵 都 是 1. 
(B): z” - y? = cos2a(x? - 2) -2sin2axy 


| x'y' = Lsin2a(2 =- y) + cos2axy 


Rix - 2, xy| E: C, 群 的 二 维 不 变 子 空间 . 令 
fi=(x -7), f=2xy 


cos ET sin 4T 
A k _ n n 
CPU Aka i (3.3. 10) 
-sm —— cos — 
n n 
这 个 表示 的 特征 标 分 量 为 
x(c) =2cos ET (3.3.11) 
它 的 内 积 为 


二 db) = 
(y, x) = PALA r= 2 


因而 是 可 约 表示 .利用 酉 矩阵 (3. 3. 6) 可 约 化 为 


cos 4 sin 4 
1/ 1 i 1 iy [e 0 
zli `) (i i)e 0 J (3.3.12) 
即 C, 群 的 第 2 个 和 第 (n -2) 个 不 可 约 表 示 . 荷载 这 两 个 不 可 约 表示 的 基 函 数 为 


4 n sa 
2 2 1 
(x -y , 2xy) i 


— sin 


4=k 4mk 
— cos 一 一 
4 n 


了 = (= =° -2ixy, i (x - y) -2xy) 
$ 
flr) =ilè -yf ) -22y, flr) = -y7 —2ixy 
它们 分 别 为 这 两 个 不 可 约 表示 的 基 函 数 . 如 把 这 两 个 不 可 约 表示 视 为 一 个 二 维 表示 E, 
则 基 函 数 为 1z -y , xy). 
(y): (yz, xz): 
x'z' = cosa * xz — sing * yz 
y'z' = sina * xz + cosa * yz 
这 说 明 {xz, yz) 也 可 构成 一 个 C, 群 的 二 维 不 变 子 空间 . 它们 与 x, y} 一样 也 荷载 了 第 1 
个 和 第 (n -1) 个 不 可 约 表示 . 因为 z 对 C, 群 是 不 变 子 空间 ，{xz, yz| 与 {x, y| # C, 群 作 
用 下 显然 以 相同 方式 变换 .把 这 两 个 一 维 表 示 记 为 二 维 表示 ，|{xz, yz) 是 它们 的 表示 空 
间 . 
下 面 给 出 g, g 两 个 群 的 不 可 约 表示 特征 标 表 , 最 后 两 列 给 出 不 可 约 表示 的 基 函 
数 , 其 中 第 一 列 是 三 维 空间 的 基 矢 , 第 二 列 是 在 二 次 齐 次 函数 空间 的 基 顶 数 . 


第 三 章 点 群 的 不 可 约 表示 与 Clebsch-Cordan 系数 


2. D, 群 的 不 可 约 表 示 和 基 舌 


第 一 类 点 群 中 的 另 一 个 Abel HE D, Be, 


(CP, cl, BT D, 群 的 基础 表示 为 


pip (c) = (。 
D cH) = [° 
Z 群 的 不 可 约 表 示 为 
C, e 
A 1 
B 1 


因而 由 多 群 不 可 约 表示 4 给 出 的 诱导 表示 为 


三 维 空间 基 矢 


(x, y)(R,, R,) 


它 的 不 变 子 群 为 


DC = (0 1), #=1,2 
Di (9) = (9 p i=2,3 
1 
这 是 一 个 可 约 表示 , 利用 短 阵 4=4' = J|, TAA 


‘i oslo ~) 
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六 维 空间 基 矢 


六 维 空间 基 矢 


多 =le, C), 陪 集 为 
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于 是 得 到 两 个 一 维 不 可 约 表示 4 和 B: 


cí ct cf 


同样 由 多 群 的 不 可 约 表 示 8B 得 到 D, 群 的 诱导 表示 
t _/1 0 tF, _/-1 O 
Ds (e) = (6 小 Da (G; ) = [ 0 | 


pl (c) - [° 5): i = 2,3 


也 是 可 约 表示 , 同样 可 约 化 为 两 个 一 维 不 可 约 表示 B, MB, 的 直 和 , 得 到 D, 群 不 可 约 表 
示 如 下 表 : 


— E 
一 
一 
一 


对 于 4 以 外 的 三 个 一 维 表 示 用 8 标记 , B, 代表 对 z 轴 的 二 重 转动 是 对 称 的 表示 , 其 它 两 
个 分 别 为 对 y 轴 和 轴 的 二 重 转动 是 对 称 的 两 个 表示 . 由 变换 公式 
x x x =x% 
C,(m)| y -yh C, a) y|=| y | C,G2)|y]|=| -y 
z -zZ z _ z z z 
可 看 到 x, y, z 分 别 为 三 个 一 维 表示 B HER, z 为 及 的 基 , yX B, 的 基 , x 为 B, 的 基 . 
同样 旋转 轴 R, 在 C,(") 作 用 下 不 变 , 而 在 C,(r) , C,(m) 作 用 下 变 为 R_,, R, C, (i) 
作用 下 不 变 , 在 C.a) f C,(T) 作 用 下 R, EH R., R, 亦 然 .因而 它们 与 x, y, 一样 
也 分 别 为 不 可 约 表示 B, B,, B, 的 基 矢 . 这 些 已 列 人 D, 的 特征 标 表 中 了 . 

容易 看 到 在 C,(m=) , C (r), C,(7) 作 用 下 ,yy, zz 保持 不 变 , 因而 它们 构成 恒 等 
表示 A WERS. 

CA(T) 使 xy— xy, xz—-xz, yz—yz 

C,(m) 使 xy—>-xy, xz—xz, yz— — yz 

CT) 使 xy—=y, xz— — xz, yz— — yz 
因而 xy, xz 和 yz 分 别 为 不 可 约 表示 B, B,, B, KERK, 这 些 也 列 人 D, 特征 标 表 的 最 
后 一 列 了 . 


3.3.2 D, 群 (n>3) 的 不 可 约 表示 


i 当 为 偶数 时 , A n =2m, (m>1), D, = D 有 (mm+3) 个 类 , 因而 有 (m+3) 个 不 可 
š 约 表示 , 令 它们 的 维 数 为 m,， 由 不 可 约 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 数 ,得 到 


x -x 
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ym = 4m (3.3. 13) 
假定 其 中 有 p 个 一 维 不 可 约 表 示 ， 其 余 高 于 一 维 的 不 可 约 表 示 的 维 数 m, 之 2 的 平方 和 满 
足 方 程 


"Sm =4m-p (m, > 2) 
这 个 方程 存在 正 整 数 解 的 条 件 为 p =4. 此 时 ，mx =2， 即 包括 4 个 一 维 不 可 约 表示 ， 
(m 一 1) 个 二 维 不 可 约 表 示 . 
En HAM, < n =2m +1(m>1), 则 Ds,! 群 有 m+2 个 类 . 因而 公式 (3.3. 13) 式 
变 为 


ERPS p 个 一 维 表示 , 上 式 变 为 


m+2-p 


)2 m = 4m + 2 —- -p 
它 的 正 整数 解 是 p =2, m =2， 于 是 一 维 表示 数目 为 p =2, 二 维 不 可 约 表示 数目 为 m +2 
-2 =m. 
归纳 以 上 两 点 , 得 到 D. 群 不 可 约 表示 为 : 
当 n=2m 时 , 4 个 一 维 表 示 , m -1 个 二 维 表示 . 
当 n=2m+1 if, 2 个 一 维 表示 , m 个 二 维 表示 . 
Z 群 为 D, 群 的 不 变 子 群 ，D, 群 的 元 素 可 表示 为 子 群 及 其 陪 集 , Bj 


D,: D, =Z + C! . Z 
Z =1E, Cis C, | ., `} 
cp? - 多 = {ep ? cP s °° c$] 


Z 群 的 不 可 约 表示 在 上 节 中 已 讨论 过 了 , 由 它 的 表示 可 诱导 出 D. 群 的 二 维 表示 ， 即 
(D(C) T) WMR 多 群 的 表示 DO ( C, ) 的 基 函 数 为 请 , 则 诱导 表示 D( C, ) HERAA 
{f, CPI 
而 D, 群 的 两 个 或 四 个 一 维 表示 , 一 般 是 容易 寻求 的 . 这 样 便 在 原则 上 解决 了 寻求 忆 群 

的 不 可 约 表示 问题 . 

FEA D, D, 群 为 例 , 直 按 由 它们 作用 于 空间 (x, y, z) (2, 2, 2, zy, xz, yz) 
利用 诱导 表示 的 方法 寻求 它们 的 不 可 约 表 示 , 然后 再 一 般 地 讨论 D, 群 的 不 可 约 表示 . 

1. D, 群 的 不 可 约 表示 

D, 群 有 四 个 一 维 表示 , 一 个 二 维 表示 . 首先 在 (*, y, z) 三 维 空间 中 讨论 D, 群 的 表 


示 问 题 . 取 C, 轴 为 z 轴 ， 四 个 二 重 轴 在 x-y 平面 上 ， 它们 之 间 夹 角 为 二 ， 取 C; = 
C (T), C =C, (0). 另 两 个 为 x 与 y 轴 的 分 角 线 和 x 与 ( -y) 轴 的 分 角 线 . 因而 得 到 
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2TK 2TK 
cos —— ~ sin w 0 
CP = | . 2mk 2k oh k=1,2,3 
sn = cos 0 
0 0 l 
1 O 0 
cP = C,(m) =|0 -1 0 
0 0 -I 


C? = 0 
0 
0 1 0 
cP = 0 0 | 
0 0 -1 
0 -1 0 
c? = É 0 0 | 
0 0 -i 
x cosax — Sinay x' 
CW (j + ee B a = Zak 
4 
z z z’ 
x x x' x _ x 
ake zu 
z -z z’ z -z z’ 
x y x x -y , 
EG EEFE 
z -z z’ z -z z 


由 这 些 公式 可 看 出 D, 群 作用 于 空间 (x,y, z) 和 二 次 齐 次 空间 (和 始 ， 姑 ,了 sy，yz， xz) hg 
变换 为 : 

(1) 2 + 和 zz 在 这 些 变 换 作 用 下 是 不 变 的 , 因而 以 它们 为 基 矢 给 出 恒 等 表 示 A. 

(2) z( 同 时 也 有 旋转 轴 R.) 在 这 些 变 换 下 是 一 个 不 变 子 空间 , 在 C 作用 下 z 保持 不 
变 , Æ CP 作用 下 z 一 -z, 因而 以 它们 为 基 矢 给 出 D, 群 的 一 维 不 可 约 表示 4,( 因为 对 
C4? 是 反对 称 的 , 记 为 4,). 

(3) 2 -7 在 这 些 变换 下 也 是 不 变 子 空间 , CE C, G MCP, c) 作用 下 变 为 
-(2 -F), ECAC? , CO 作用 下 保持 不 变 , 因而 荷载 了 一 维 表示 B. 

(4) zy 也 是 一 个 不 变 子 空间 , 在 C,, C: 和 Cj, CP) 作用 下 xy 变 为 — ay, C 和 
cP), CP 作用 下 保持 不 变 . 因而 荷载 了 一 维 表示 B,. 

(5) (z, y) (同样 也 有 (RR,, R,) ) 构 成 D, 群 的 不 变 子 空间 , 它们 荷载 了 二 维 表示 E. 


I 
O 
~~\ 
3 
` 
l 
~ 
n 
omo 
l oo 
= 
Ne 


于 是 
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为 了 得 到 表示 和 矩阵 , 对 子 空间 (x, y) 进 行 计算 , 即 


cos [282 - si (282), | 
es (°) = 


小 PR (2) 


T e T 
Cos — sin — 


DOD(C,) = | 2 | ( 0)= DOD (C) 
( 


— sin KU. cos 一 
2 2 


DH (C) = cosq sinn) _ (一 0 ) 


— sinn cost 0 -1 
DH CD) = l °) 
DP) (77) 
DeeP) = (0 0) 
e = (1 o) 


特征 标 为 
xP (E) =2, x (C) =xP (Å) =0 
xP (C) = -2, xP(CP)=0 
(6) 空间 (xz, yz) E D, 群 作用 下 也 是 不 变 空间 , 并 给 出 了 二 维 表示 , 它们 的 表示 和 气 
阵 与 (x, y) 空 间 的 表示 和 矩阵 是 等 价 的 .为 了 看 到 这 一 结果 令 D, 群 在 空间 (xz, yz) 上 的 算 
子 为 P(g), geD,, 则 
P(g) (az, yz) = (xz, yz) DE (g) 
由 此 得 到 
D® (E) = p N 
0 1 


DPE) = bec = [° a) 
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poce (G 1) 
pece = (1 °) 
ae (a d 
这 两 种 表示 有 相同 的 特征 标 , 是 等 价 表示 . 
下 面 列 出 了 D, 群 的 特征 标 表 : 


2. D, 群 的 不 可 约 表示 
D, 群 有 两 个 一 维 不 可 约 表示 , 两 个 二 维 不 可 约 表示 . 取 C, 轴 为 z 轴 , 则 


2k 2k ' 


cos 5 _sin— 0 . 
C® =| . 24k 2k „ k=1,2,3, 4 
sin—— cos—— 0 
5 5 
0 0 1). 
_ aA k-1 
五 个 二 重 轴 在 xy 平面 上 , WOP =C (1), 其它 四 个 二 重 轴 与 * 轴 夹 角 为 了 上 -上 ,= 
2,3,4,5. l 
1 0 O 
Ci) =C (m) =|0 -1 0 
0 0 -i 
cos 2m(k-1) Tl) ` O D 
5 5 一 
(人 _ _ 
| C2 = si 28(k— D - cos 2m(k- 1) o P k=2,3,4,5 
0 | 0 - -1 


经 过 与 上 节 相 同 的 分 析 可 得 到 : 


N — T 一 一 一 一 一 一 一 
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1° (x, y, z) 空 间 | | 

(2) EJ D, 群 不 可 约 表示 A, 的 基 , RREI BRER EA 
y (E) =y“? ( C$) =1 x“? ( CO ) = -1 

(x, 7) 构 成 Ds 群 2 维 不 可 约 表 示 E, WER, EREE 


D® (E). = ( ') 


0 1 
cos ET - sin T 
D= (cH) = 5 5 
sin T cos ET 
5 5 


cos E(k - 1) sin ST(k — 1) À 
DE? (CP) = 5 5 


sin E(k -1) - cos T(E -1) 
特征 标 为 
x™ (E) =2 , X (È) =2cos 2 E) (Ch) =0 | 

2° (22, x, 2, xy, XZ, yz) 空间 
z +y 和 zz RRT Ds 群 不 可 约 表示 A, 的 基 矢 , 表示 矩阵 也 就 是 特征 标 为 

y (E) =x“ (Cs) =y“ (CP) =1 
(wz, yz) 构 成 了 D, 群 不 可 约 表示 E, WER, RREN 

D% (E) = (。 r) 


0 1 
cos 2 — sin 2T, 
DED (CP) = 5 5 
sin 2 cos 2 
5 5 


pE? ( ct) = 


- cos E(k -1) - sin (h - s 


2 2 k _ 
-sinz (k 1) cos (k 1) 


显然 特征 标 与 (x, y) AER E, 表示 是 相同 的 ,因而 它们 互 为 等 价 表示 . 
(x? -和 六，2xy) 构 成 D, 群 的 不 可 约 表示 E, 的 基 矢 , 表示 和 矩阵 为 
1 0 | cos2 < — Sin2 zm, 
(E2) m (Ez) (k) 一 
DG) (E) = Í, 小 p) (CH) = 


sin2 < cos2 >= 


cos2 E(k ~ 1) sin2 25( _ 1) 
D (CD ) = 5\ 5 


sin2 E(k -1) - cos2 “E(k - 1) 
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特征 标 为 
x (E) =2 ,XE ( ct ) =2cos2 Z=, x ( ct ) =0 
在 下 面 给 出 了 D, 群 的 特征 标 表 : 


A 


(=, y) (Ra, R,) 


3. D, 群 不 可 约 表示 的 一 般 形 式 
下 面 利 用 由 子 群 多 的 不 可 约 表示 , 诱导 出 D, 群 表示 的 方法 ， 求 出 D, 群 的 一 般 表 
示 . 
D. =Z @ c: “C= {Ck=1,2,.…,n) eco, k = 1,2, =, n| 
多 群 的 不 可 约 表示 为 


由 于 D, 群 存在 二 个 陪 集 | 多 AC. . 多 }| , 因而 它 的 基础 表示 是 二 维 表示 ,容易 得 到 这 
个 二 维 表 示 为 
( 小 2 


0 1, 
0 1 
1 0 
利用 (3. 2.13) 式 得 到 由 多 群 的 不 可 约 表 示 A, 诱导 出 的 D, 群 的 诱导 表示 DOP A 
DE) (g) a = D D (g) ag * Alhi? (g)) 


D® (g) = 
)， EEC * g = |C] 


其 中 ( 见 (3.2.5) 式 ) 
hP =g¿' ` g gs 


而 陪 集 代表 元 素 只 有 两 个 ， 
81 =g =E, g,=g7' = C 
因而 
h(g) =zgeC,, MD(G) = C) -CP = Ce 
kU) (C) =C7e-D ， h? (g) =z = @ 
H k4S.38]U5 S 328 BJ32 EE EE 
pub) (Ci) = e, pur ( Ct)x = -2# 
pnm) ( ct J) = oe ， DAPED ( ctb Ja = w 
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这 便 得 到 了 由 A, 诱导 出 的 二 维 表示 E, HERRE, 下 面 列 出 这 种 表示 挎 阵 和 特征 标 ( 令 


=e”); - 


“ 
0 


特征 标的 内 积 为 


1 1 
Q, g) = anA (ex ™ (e) =s [4 +4(n-1)] =2 
BEUR 


可 见 它 是 可 约 表示 , 利用 矩阵 4 -zli _1] 林 约 化 为 两 个 不 可 约 表 示 的 直 和 ,它们 就 


Æ D, (n =2m 或 2m +1) 的 两 个 一 维 表示 , 标记 为 4 MA 
当 m =2m, 1 = 时 ,诱导 表示 为 


(-I 0 0 ( -1)*-! 1 0 
[o co (or o ) (o a) 


特征 标 内 积 也 是 2, 因而 也 是 可 约 表 示 , 可 约 化 为 两 个 不 可 约 表示 的 直 和 . 因此 n =2m 
的 D, 群 存在 四 个 一 维 不 可 约 表示 , 除 由 1=0 得 到 的 4, 和 4, 外 , 再 加 上 这 里 得 到 的 两 
个 一 维 表示 B,, B,. 

i 和 (n -六 给 出 的 两 个 二 维 诱导 表示 有 相同 的 特征 标 : 


因而 它们 是 等 价 表示 . 因而 对 mn =2m 的 D 和 群 取 /1/=1, 2, =, m-l; XÍ n =2m +1 ñ$ 
Di 和 群 取 !=1, 2,…, m. 由 诱导 表示 就 得 到 了 D, 群 的 全 部 二 维 表 示 . 
由 表示 E, 特征 标的 内 积 得 到 


1 < 2772 
xP, x™®) = Zn 400S ke =1 
证 明 二 维 诱导 表示 是 不 可 约 的 . 
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3.4 了 群 和 0 和 群 的 不 可 约 表 示 


在 本 节 中 讨论 正四 面体 群 ( 了 群 )、 正 八 面 体 群 (0 群 ) 的 不 可 约 表示 , 由 于 正二 十 面 
体 群 (7 群 ) 元 素 太 多 ,就 不 讨论 它 的 不 可 约 表示 了 ， 


3.4.1 正四 面体 群 ( 了 群 ) 的 不 可 约 表示 


正四 面体 群 有 12 个 元 素 , 其 中 由 每 一 个 面 中 心 与 相对 顶点 连 线 构成 的 三 重 轴 为 四 
ACP, i=1,2,3, 4; k=1,2. 每 一 楼 与 它 相 对 的 楼 的 中 点 连 线 构成 一 个 二 重 轴 , 共 三 
个 二 重 轴 , C 信 ,i=1, 2, 3， 四 个 三 重 轴 是 等 价 轴 ， 三 个 二 重 轴 也 是 等 价 轴 , 因而 共有 四 
个 类 , RIE}, IC. i=1,2,3,4], [C9°, i=1,2,3,4}, [C®,i=1,2,3}. 因而 
有 四 个 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 由 


> m, = 12 
唯一 得 到 它 有 三 个 一 维 表示 和 一 个 三 维 表示 . 
在 图 3. 4. 1 中 给 出 了 立方 体内 的 正 接 四 面体 .四 面体 的 四 个 顶点 在 立方 体 不 相 邻 的 
四 个 顶点 上 , 以 立方 体 中 心 为 原点 , 选取 一 垂直 立方 体 相对 表面 的 三 个 向 量 为 x, y, z 
轴 , 它们 自然 通过 内 接 正四 面体 的 两 个 相 
对 的 楼 的 中 点 , 构成 了 群 的 三 个 二 重 轴 ， 


0 0 -1 
-1 0 0 
cP se -| 1 o | 
0 0 -1 
-1 0 0 
CP) =C(m) = | 0 -1 o| 
0 0 1 图 3.4.1 立方 体内 正 接 四 面体 


四 个 三 重 轴 是 立方 体 相对 顶点 的 连 线 . 假定 立方 体 边 长 为 2, 八 个 顶点 的 坐标 为 
(1,1,1), (-1,-1,-1), (-1,1,1), (1, -1, -1) 
(-1,-1,1), (1, 1, -1), (1, -1,1), (-1,1, —1) 

顶点 (1, 1, 1) 与 顶点 ( -1，-1，-1) 的 连 线 为 第 一 个 三 重 轴 C; 顶点 ( -1, 1, 1) 与 

顶点 (1，- 1，-1) 连 线 为 第 二 个 三 重 轴 :C4?; 顶点 ( -1，-1, 1) 与 (1, 1，-1) 的 连 线 

为 第 三 个 三 重 轴 CP; 顶点 (1，- 1, 1) 与 顶点 ( -1, 1，-1) 的 连 线 为 第 四 个 三 重 轴 

ct. 

1 1 
CP 轴 的 方向 余弦 为 [4 = 局, m = ): 


al- 


1 
l, 
A 


一 一 ”一 一 一 -一 一 一 一 一 一 一 = —. _ 
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CP MENARRA(L= 后, m= -万 ' m= =); 
CP 轴 的 方向 余弦 为 [4 = -z m= ~ 万, m= z); 


CO 办 的 方向 余下 为 (= J M - > “= =z). 


利用 公式 (2. 1. 5) 可 和 到 流转 到 的 条 阵 下， 即 
| 0 0 1 0 0 -i 
wahi 0 0|, c° | 1 0 3 
10 O 1 0 
0 0 -i 0 0 1 
efi 0 | E 0 | 
0 -1 0 0 -1 O 


把 这 些 变换 作用 于 ~, 得 到 以 (x, y, z) 为 基 的 三 维 表示 , WAT, 它 的 表示 矩阵 为 


1 0 0 1 0 0 
DO(E)=I0 1 O|, D (CD) =|10 -1 0 


0 0 1 0 0 -1 
-1 0 0 -1 0 O 

pa =f o 1 | pam |。 -1 ° 
0 0 -1 0 1 


0 
0 1 0 0 -10 

DO (cP) -fo 0 中 pi (c) -| 0 J 
1 0 0 -1 0 0 


0 1 0 0 -1 0 
DOCY) =|0 0 -1l, DP(CH)=I0 0 -1 


-10 0 1 0 0 
Dp? (07) = DO(CP)? 
特征 标 为 
XE)=3, x”(CP)=-1, xPP) =x (CH) =0 
由 特征 标 内 积 的 公式 (1. 11. 18 ) 式 得 到 


1 . 1 
CO x) = Dx le) x” le) = 二 (9+3) = 1 
12 Z 12 


可 看 到 这 是 一 个 三 维 不 可 约 表示 . 


群 了 作用 于 二 次 齐 次 函数 空间 (*, y, Z, xz, xz, 7) 把 它 分 为 两 个 不 变 子 空间 ， 即 


(sy, xz, yz) 和 (x? ,yz*)， 容 易 得 到 群 7 了 的 算 子 作用 于 空间 (xy, xz, yz) 为 
Ê(CP Jey =-xy, Ê(CP )xz =-xz, 有 CD)yz = yz 
P(C Jay =— xy, Ê(CP Jaz = xz, ËP(C2)3)yz = — yz 


-一 一 一- 一 一 一 
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P(CP Jay = ay, P(CP))xz =- az, P(CGP )yz =- yz 


PC ) P(c) PC ) 
xz yz 
P(C) zz Ê(CP)| |-y| | ÊP) 
Peo P -el |ócce) x | | BCc9)) 上 
Pci) T7 NBL) cp) 
由 此 得 到 (xy, xz, yz) 同样 为 三 维 表示 的 基 , 表示 和 矩阵 为 
1 0 0 0 
DP (E) [o 1 o) DO(CoD) = o- -1 1 o) 
0 0 1 1 
-1 0 0 1 
DO (CP) = | 0 1 0 | D? (C$) = 医 - °) 
0 0 -1 0 
00 1 0 
D” (c$?) = [ 0 o) Dp? (c) = (o °] 
0 1 0 0 
0 0 -1 1 
DO (CP) = 区 0 0 ] DOD (Ci) = E o o] 
0 1 0 -1 0 


特征 标 为 
xO (E) =3, xO(CP) =x (CP?) =0， xD(CD) = -1 

可 见 由 (xy，xz, yz) 为 基 的 三 维 表示 与 由 (*, y, z) 为 基 的 三 维 表示 是 等 价 表示 . 

对 于 子 空间 (x**, 六 ,zz) 可 得 到 

B(C)e =e, PCPP =y, PCP) = 
, PCCP) =Z, PCCP) =Q, PCPP = 

由 此 可 得 到 : : 

(1) 2 +y +? = 是 T 群 的 不 变量 , BJ 

P(e) =r, geT 

AT r 为 了 群 恒 等 表示 4 HERA. 


(2) FÈR, ,zz) 除 去 之后, 尚 有 二 维 余 空 间 . @& f. = (x - 2), f, = 


(22 -x -y) 9 则 
Ê(CP Yf =P(c (x - y) = 2 - 2 
; 1 1 
= 方 (2z -和 - y) - y (2 - y) 
1 
=> - 3h 


BP(C®)p =P(CP (27 - < — y) 


— xy 
一 xy 
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=2y’ _ 2 一 和 


1 3 
=- > (22 -x - 7°) 一 (和 — 2) 


AEC, RRT TRUP ERR, WA E, BREEK 


DPE) = (0 1. De = (0 S), 


-4 -3 -1 3 
2 72 2 2 


2 


特征 标 为 
x (E) =2, XP (CP) =2, xP (CP) = -1, xP (CP?) = -1 
特征 标的 内 积 由 (1. 11. 18) 式 为 


Q, X) = X (e) (e) -4+3.4+8.1) =2 
从 而 得 到 二 维 表示 E 是 可 约 表示 , 利用 矩阵 


1 ij) l -i8 
4=|.1 


S| 


a | A= 
i 5 1 
可 约 化 这 个 二 维 表示 为 两 个 一 维 表示 的 直 和 ， 即 


N 
D 
|= 


1 
> 2 
基 矢 变换 为 
1 g 
(f, f) = (Á, f) e H 
265 2 
_{1 i 1 
-| 站 - —. - x +34) 


=l, p -Hiie Laz .iy 
f = ra 1! + 8) (1 F > 
£ =- ibh + 3 =- 广 (1 + i /3)22 - 0 -iB + 2 
它们 分 别 为 一 维 不 可 约 表示 B, 和 B, WER. 
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这 样 便 得 到 了 了 群 的 全 部 不 可 约 表 示 . 下 面 列 出 了 了 和 群 的 特征 标 表 : 


FEE 
1 


3.4.2 正八 面体 群 (0 群 ) 的 不 可 约 表 示 


在 图 3.4.2 中 给 出 了 正 立 方 体 中 内 接 正八 面体 及 其 坐标 和 旋转 轴 , 0 群 的 三 重 轴 就 
是 了 群 的 三 重 轴 ， WEMA s, y, z 轴 ， 这 便 得 到 了 第 二 章 中 给 出 的 0 群 的 24 个 元 素 ， 


即 


22 -8 -7 ,2 y) 


1 0 0 
cu =c,(2z) = 0 eos 28) - si | #52) , (k=1,2,3) 
0 sin( Z=) cos( #22) 
cos( £2) 0 sin [ ZZ) 
c: =c, (Ez) = 0 1 .0 
_ sin{ 22) 0 cos (Su) 


co =o (22) - 
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| 
0 0 -1 
-1 0 O -1 0 
c =| 0 0 | “| 0 -1 
0 10 0 -1 0 
0 0 1 0 0 -1 
æ fo -1 J fo -1 3 
1 0 O -1 0 O 


三 个 四 重 轴 是 等 价 轴 , C1? 与 CP (i=1,2,3) 为 一 类 , C49*(i=1, 2, 3) 为 一 类 , 四 个 
三 重 轴 也 是 等 价 轴 , CP, C39? 为 一 类 , 三 个 由 相对 楼 中 点 连 线 构成 的 六 个 二 重 轴 为 等 
价 轴 , 它们 为 一 类 , 单位 元 为 一 类 , 共 五 类 , B 

[E}, Ic C2, i=1,2,3,4}, {C®, c9, i=1,2,3]} 

(cP? i=1,2,3}, {C®,i=1,2, =, 6} 
因而 存在 五 个 不 可 约 表 示 ,由 不 可 约 表示 维 数 的 平方 和 等 于 群 的 阶 , 可 得 到 这 些 不 可 约 
表示 的 维 数 为 一 维 不 可 约 表示 两 个 , 二 维 不 可 约 表 示 一 个 , 三 维 不 可 约 表示 两 个 . 这 些 
不 可 约 表示 分 别 记 为 4,, 4,, E, Ti, T,. 

由 群 元 素 的 矩阵 表示 可 看 出 (x*, y, z) (同时 也 有 R, R,, R,) 是 三 维 不 可 约 表 示 下 的 


基 矢 .表示 矩阵 为 
0 I 0 0 
o} pa = fo 0 :| 
1 0 -1 0 


1 0 

1 

0 

0 -1 0 10 
1 o | oem |- 0 
0 0 0 0 1 


D™ (E) = [ 


° 


DV (CH) -| 


= >O ° 
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0 1 0 0 -1 O 
D™ (ct = 0 0 1 ; pi) (c) = 0 0 1 
1 0 0 -1 0 0 


1 0 0 -1 0 
pr ( ct ) = 0 -1 ， pm ( ct ) = |0 0 _1 
0 


_ 
° 
° 


| 
0 1 0 0 -1 0 
DW (cn) -| 0 0 | DW (CY) 一 É 0 0 | 
0 0 -1 | 0 0 -1 
-1 0 0 -1 0 O 
D™® (c) [o 0 .] DC) (c$) -| 0 -1 
0 10 0 -1 0 
0 0 1 0 0 -1 
D (C) -fo -1 o} DU (cf?) = | 0 -1 0 
1 0 0 -1 0 O 
特征 标 为 
x™ (E) =3, XP (CP) =x (CP) =1, y™® (CP?) = -1 
x™ (C$?) =x™ (cP?) =0, y™(cP) = -1 
特征 标的 内 积 ， 


(cm ,xm ) = (9 +t6.1+3.1+6.1)=1 


可 见 表示 T, 是 不 可 约 表示 . 
对 于 二 次 齐 次 函数 空间 , 在 0 群 作用 下 分 为 两 个 子 空间 ， 即 (xy, zz, yz) 和 
(Q, y, Z). (sy, xz, yz) yB =E n 2⁄J3⁄28 T, 它 的 表示 矩阵 为 


1 0 O 0 1 O 
D2(E) =o 1 0l, D®(cP)=|-10 0 
0 0 1 0 0 -1 
0 0 -i1 -1 0 0 
D™® (CY) =|0 -1 0 |, D™® (CP) = 0 0 1 
1 O 0 0 -1 0 


0 0 
D™(c) =|1 0 
0 1 


> o = 


. /0 0 -1 
, D™®(c®)=|1] 0 0 
0 -1 0 


0 0 -1 0 0 1 
D™®(c®) =|-10 0|，pmco)=|-1 0 0 


0 1 0 
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1 0 0 1 0 0 
DY (cP) [o 0 1) D™ (cP) = [ 0 j 
0 -1 0 0 1 0 
0 -1 O 0 1 0 
D™ (cP) É 0 ] D™ (c) o 0 J 
0 0 1 0 0 1 
0 0 -1 0 0 1 
-1 0 0 1 0 0 
特征 标 为 
xX™ (E) =3,X (CP) =X (CO) = -1, x™® (CP?) = -1 
x (CE) =) (C®?) =0, x (C) =1 
特征 标的 内 积 
(x ， x™) =1 
因而 T, 是 不 可 约 表示 . 


HFFS, 2, 2] 可 看 到 
P(g) (+ +2) = (x +y +z) 
El +y +z 为 恒 等 表 示 的 基 . Mi yr), (22 -入 -和 )} 为 不 可 约 表示 下 的 基 . 为 
了 得 到 表示 矩阵 , 下 面 给 出 群 算 子 P(g) 对 (x?, y, zz) 的 作用 结果 . 


x x 2 
x 


x z 


2 


PB(C®)|y 


2 
z 


y x? 2 
elz | zJ er 
2 
x x x 
. el) 
z y 2 x 
x y x y 
四 
z Z 2 
x 2 
relz) M BIB 
Z x? z? x 


&f =Z - 7, h=2 -8 -yf, TE 
PCPA = - 2 =- yQ - Z - y) + 1-2 - y) 
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WIIIKIK 
PCC), =27 -è -# =- 二 (22 -e - 2) = TG - y) 
3 1 
=- 5 - 2 
因而 表示 和 矩阵 为 
1 3 
2 2 
(E) (N — 
menfi 
2 2 
经 过 类 似 计 算 可 得 到 
l 3 l _3 
2 2 2 2 
D® c) = , p c = 
GERRA (C) K 
2 2 . 2 2 
-4 _3 : l _3 
; 2 2 j 2 2 
p® ce = ， DD c) = 
e T OEREN 
2 2 2 2 
1 _3 
2 2 -1 0 
py (cy = ， DPCP) = 
(C$) 图 H (ct) m i) 
2 2 


1 3 
pm(cp) -人 -1 °), Dcp) -| 2 | 


lJ 3 
2 2 
pO (cy = 
(G) 1 1 
2 


由 此 得 到 特征 标 为 
X (E) =2, xP (CP ) =x (C°) =0, yP (CP?) =2 


xP (CP) =yP (C?) = -1， x (c) =0 
特征 标的 内 积 为 1, 因此 表示 五 也 是 不 可 约 表示 . 
最 后 剩 下 一 个 一 维 表示 A, 在 空间 (x, y, z) 和 二 次 齐 次 空间 (sy， xz, yz, 2, yz) 
中 都 不 存在 不 可 约 表示 A, 实际 上 它 的 基 矢 为 xyz, 容易 得 到 Cf2 xyz = -ayz (k=1, 3), 
C xyz = xyz, CO xyz = — xyz, CP xyz = xyz (k=1, 2). 
这 样 便 得 到 了 0 群 的 全 部 不 可 约 表示 矩阵， 
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下 面 由 这 些 不 可 约 表示 给 出 了 O 群 的 特征 标 表 , 并 在 表 中 列 出 了 不 可 约 基 矢 : 


由 于 二 次 齐 次 空间 的 基 矢 (x, y, x, z, y, z, x ,六 ,zz ) 并 非 正 交 归 一 化 基 矢 , 前 面 在 此 


基 矢 上 得 到 的 不 可 约 表示 都 不 是 西 表示 . 
3.4.3 利用 诱导 表示 方法 由 了 群 得 到 0 群 的 表示 


上 面 几 节 对 点 群 在 一 定 坐标 系 中 找到 群 元 素 的 变换 矩阵 ， 而 后 把 它 作用 于 空间 
(z, y, DE, y, 2, my, xz, yz) ， 寻 求 到 点 群 的 不 可 约 表示 .下面 从 了 和 群 表示 出 发 ， 
利用 诱导 表示 的 方法 寻找 0 群 的 表示 ,以便 进一步 了 解 诱导 表示 的 使 用 

T 群 是 0 群 的 不 变 子 群 , 利用 了 群 及 其 陪 集 可 把 0 群 元 素 分 为 两 个 子 集 , El 


0 群 ; | 
由 (3. 2.7) 式 可 得 到 O 群 的 基础 表示 
oo 12 
由 此 可 得 到 


G'(E) = CC) = ECP?) = GCC = [ 


CCC) = cP =” o) 


T={E, C C92 i=1,2,3, 4; C®?, k=1, 2,3} 


CP T={CP, i=1, 2, =, 6, C CP?, i=1,2,3} 


(g: ge z,T) 


s) 
0 1 


由 (3. 2.7) 式 得 到 由 了 群 的 不 可 约 表示 HAER O 群 的 表示 H 为 
H$ (g), =G*(g). H(he(g)); 


其 中 g* gs。 =8s * halg), h,e T RESH hP (g) =8;' 


群 ,它们 为 陪 集 代 表 元 素 . 


-fE a=1 
Ba cn, a = 2 


_ Ë, B=1 
g= en, B=2 


* g * Bas Eas EEO, 不 属于 了 


利用 元 素 乘法 可 得 到 LO (2) , 把 计算 结果 列 于 下 表 中 , 其 中 ， 
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h(g) = E+g:E=geT 
h? (g) = Eg*C = g+ G e CPT 
h) = CP) sg E = CG) -g e GT 
hP =CV.g.C ET 
g E CD2 eP? eM ep ce, c. ct c92? o? cí: Cg 
hP (z) E CD02 Co22 oP ch ct ce cio CD2 cp: c, Cg 
g cgp c ci cia cí, ct cí ce ct opp? c? cepe 


hP (g) E CO)2 cjo? cf? c, ct cf? 2 cí cp? cp? cí CID2 


g ct cí ct cí cis [524 cí ce ct cí 3 cí 3 ct 3 


h? (g) E cp? cí cí co? cgo? c c? CD? cí c? cío2 
g E CY? co, o Cc oP cp cO P2 o? e? e? 


hP (g) E cf? cp? cfd? cf? cp? cp? cjo? ct c£ cí ct 


1 由 了 和 群 不 可 约 表示 4 诱导 0 群 的 表示 | 
7 群 不 可 约 表示 4， 基 矢 为 只 + +， 它 所 诱导 出 的 0 群 的 表示 D9 为 


可 把 它们 约 化 为 
AD CAT = (01) Droa = (0 °|) 


因而 它 是 0 群 不 可 约 表示 A MA 的 直 和 , Bl 
D$ =A,@4; 
2. T ËA T k 8 B 诱导 的 0 群 二 维 表 示 
7 群 一 维 表示 B, 可 诱导 出 0 群 二 维 诱导 表示 , 它 的 表示 和 矩阵 为 
(Bi—E) _ Gah (g) Goh” (e) 
x” "aaoo CERP Ca) 
h(g) 0 
| 0 ke) 


0 MU(g) 
lew 0 
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利用 同样 的 方法 可 由 了 群 不 可 约 表示 B, 出 发 , 得 到 


1 0 1 0 
DOP) (g) = [ )， pen» CCGD2 = [ ) 
(E) 0 1 (CG) 0 1 


DOD (COD) = (2 5) DE (CH2) = ñ °) 
0 # 0 e 
O 1 0 1 
DOD (COD) = [ )， DEmD (CW) = | ) 
(CG; ”) 1 0 (C; 1 0 
D3m5) (C9) - 2). DOD (Ct) = ( =) 
0 e 0 
DE (C9) - [° °) DOD (Ct) = [° °) 
a 0 2 0 
DEPB (CY) = Ë 2). DOD (CY) = ( °) 
e 0 se 0 
0 1 0 eè 
DPD ( ce = [ )， DE (C93) - [ ) 
)= U o | e 0 
Dem (C0)3) = ( 路 Dra(CG)2) = 0 )) 
e 0 1 0 


特征 标 为 
xP (BE) =2， XCH) =2, PCP) =y CDH) = - 
xP (g)=0, zecChT 
因而 与 前 面 得 到 的 二 维 表示 为 等 价 表示 . 
3. 由 了 群 三 维 表示 DCD 诱 导出 的 0 群 六 维 表示 
由 了 群 三 维 表示 D47 可 诱导 出 O 群 的 六 维 表示 记 为 DOO , 它 的 表示 和 矩阵 为 


DO (h? (g)) 0 
| 0 DOP ). ger 
DD (g) - ( 2 (g)) 
(D /pO 
| 0 D (h; >), e CPT 
DO (hP (g)) 0 


由 了 和 群 不 可 约 表示 DO 的 特征 标 容易 得 到 表示 DOO 的 特征 标 ， 即 
yo (E) =6, xP CH?) = -2, 
XP (€) =0, g=CP , CP?, geCPT 
由 此 得 到 这 个 表示 是 可 约 表示 , 因为 
WP , xO) =A (36 +3 x4) =2 
由 不 可 约 表示 在 某 可 约 表示 中 出 现 的 重复 数 公式 (1. 11. 10) 可 得 到 表示 DO 中 包 
括 0 群 不 可 约 表示 T, 的 重复 数 为 


_ 1 - . 
= P, m) = TORA P(g)", xe) =1 
ge 


站 


124 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


包括 T, 不 可 约 表示 的 重复 数 为 
a; = (29 ,XY) = 7A O) "xe =1 


因而 对 表示 DR 进行 约 化 可 得 到 0 群 的 不 可 约 表示 T, M T,. 

7 群 不 可 约 表示 了 诱导 出 0 群 可 约 表示 DOO, 其 中 0 群 不 可 约 表 示 T, 的 重复 度 
为 1, 容易 看 到 由 0 群 不 可 约 表示 T, 分 导出 了 群 表示 , 即 Dn, D pi RE TH 
的 三 维 表示 一 次 ， 即 D" 中 不 可 约 表示 的 重复 度 也 是 1 这 正 是 诱导 表示 中 的 Frobe 
nius 倒 易 定理 所 告诉 我 们 的 . 

以 上 讨论 的 第 一 类 点 群 的 不 可 约 表示 的 基 矢 都 可 正 交 归 一 化 , 把 它们 变换 为 酉 表 


7R. 


3.5 第 二 类 点 群 的 不 可 约 表示 


第 二 类 点 群 可 分 为 两 种 , MERR, 如 0; = 0@1; 和 与 第 一 类 点 群 同 构 的 第 二 类 点 
群 , 如 T, 群 同 构 于 O 群 .下 面 分 别 讨论 它们 的 不 可 约 表 示 . 


3.5.1 第 二 类 点 群 中 直 积 群 的 不 可 约 竣 示 


1. 直 积 群 COO1 的 不 可 约 表示 
在 1.12 节 中 讨论 了 直 积 群 不 可 约 表示 的 构成 . 设 群 C= H@F, H= fh, h, 
' hals F= {fi,f，…, |, 直 积 群 C= {gy, i=1, 2,10, n, j=1,2, =, m}, WIB. g; = 
hf. 如果 G' ,CI 分 别 为 群 五 生 的 不 可 约 表示 , WERE G 的 不 可 约 表示 为 
G(z;) = G“) (h) @G°” (f) 
矩阵 元 为 | 
G(g;) æ. yo =G (h), „eP (fi)g,e 
利用 这 一 结果 , 可 以 得 到 第 二 类 点 群 中 直 积 群 的 不 可 约 表示 . 
因此 第 二 类 点 群 中 的 直 积 群 
G= H@I 
其 中 五 为 第 一 类 点 群 。 直 积 群 的 不 可 约 表示 为 C” = Hi) QI), 第 一 类 点 群 刀 的 不 可 
约 表示 HO DAAE. I 为 空间 反 演 群 7= |E, 计 , 它 的 不 可 约 表 示 为 


因而 第 二 类 点 群 的 不 可 约 表示 为 
| ç ) = CP (h,E) = G (h,) = H® (h,) @ 4A, (E) = H® (h) 
i e f "lO = G) (ih) = H® (h) @A,() = H® (h) 
| 四 GP (hE) = GD (h) = HO @A,(E) = H) (h) 
CO(g ) -| 
CP (hi) = G® (ih) = H (h) @A,() =- H® (h) 


第 三 章 ”点 群 的 不 可 约 表示 与 Clebseh-Gordan 和 si | 125 


下 面 作为 例子 列 出 了 由 直 积 构成 的 第 二 类 点 群 0, 群 的 特征 标 表 ， 


wa a 
masasun... 
| 
| ”9 
www 
3 s i s| a |: =o f=] 
wa Css 
wauu Juss 
—2 —|°o |o > |= o i || 
sus 
a lo] i o| = |= i oli) 


由 于 0, 群 的 阶 为 O 群 的 2 倍 ,因而 不 可 约 表示 增加 为 0 群 不 可 约 表示 的 2 (Ë. 不 可 约 
表示 K, 一 般 称 为 对 称 表 示 , K, 称 反对 称 表示 . 表 中 以 7 为 分 界线 , 左上 和 角 即 为 原 O 群 的 
特征 标 , 左下 角 也 是 O 群 的 特征 标 . 右上 角 为 元 素 Ih 的 对 称 表示 的 特征 标 , AFAN 
Ih; 的 反对 称 表示 的 特征 标 , 它们 的 数值 都 是 0 群 相 应 特征 标的 负 值 . 

2. 直 积 群 169C, 的 不 可 约 表示 

在 第 二 类 点 群 中 

Cem+ lh =G,, @C,, Doma = D,,@C, Dom: = D,,, , OC, 

它们 的 不 可 约 表示 也 可 由 直 积 表示 构成 ，C, = E, o), 不 可 约 表 示 为 


于 是 
GO (hf) =H (h) QAC) 
_ 人 = G) (h) = H® (h,) 
GP (hio) = H® (h) 
CO (hf) =H® (h) QLC) 
_ 人 = Ç? (h) = H )(h,) 
G%) (h) = H (h;) 
下 表 为 D;, 群 的 特征 标 表 的 例子 : 


| 
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2 
a =e 


3.5.2 与 第 一 类 点 群 同 构 的 第 二 类 点 群 的 不 可 约 表 示 | 


如 果 阶 为 ”的 第 一 类 点 群 吾 = 天 UKR' ,天 为 妃 的 阶 为 二 的 不 变 子 群 ， KK 为 子 群 K 的 


陪 集 , 相应 的 与 之 同 构 的 第 二 类 点 群 为 H' =KU {iK}, 则 五 与 二 的 不 可 约 表示 有 相似 
和 矩阵, 因而 有 相同 的 特征 标 表 . 

比如 Ë, 同 构 于 0 群 , 0=TUC2?7T, W T=TUHCPOT. Am T, 群 与 0 群 有 
相同 的 特征 标 表 ， 下 面 是 由 0 群 特征 标 给 出 T, 群 的 特征 标 表 : 


iC T =4604, 6S,] 
如 果 把 6o 6C) , 68,—6C, 则 变 为 0 群 的 特征 标 表 . 
下 面 作为 例子 讨论 C, 群 的 不 可 约 表示 . 
(2. 2.4) 节 已 给 出 了 C, 群 的 结构 , 它 与 D。 群 同 构 ， 多 ., 群 为 它们 的 不 变 子 群 , 它 的 


结构 为 
£ Ba U ich). k51, 2, =, 2m =p Ufo, k=1,2, =, 2m} 
| D,, 群 的 结构 为 


Zn U ICP, k=1, 2, =, 2m] 
因而 可 由 多 , 群 的 不 可 约 表示 诱导 出 C,,, 群 的 不 可 约 表示 . 
多 ,, 群 对 子 群 多 ,的 基础 表示 为 
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1 0 0 1 
DRG = p PRP o) 
多 , 群 的 不 可 约 表示 为 
A 1 
B 


不 可 约 表示 E, 代表 ! =p 与 1=2m -p 两 个 一 维 表 示 的 直 和 . 

因而 由 乡 , 群 不 可 约 表示 4 诱导 出 的 C,。 群 二 维 表示 为 
tim [1 0 tr ws /0 1 

pl (G) =Í, 小 D} (o: )=[, o) 

这 是 一 个 二 维 可 约 表示 , 它 可 约 化 为 两 个 一 维 不 可 约 表 示 的 直 和 4; GA, : 


由 多 。 群 不 可 约 表示 号 诱导 出 的 C,,, 群 的 表示 为 


pl (Ct,) =D N 


(P ae Pame 


1 0 0 1 
, k 3, (p) 
(, o) HF, oç 


也 是 一 个 二 维 可 约 表示 , 容易 看 到 当 n 为 偶数 时 , 它们 给 出 两 个 一 维 表示 , WH B, B,, 
MAn 为 奇数 时 ,它们 与 4 和 4, 为 等 价 表示 . 对 于 n 为 偶数 的 情况 , 这 两 个 二 维 不 可 
约 表示 为 


Di (at) -CD 人 ') 


由 不 可 约 表示 /诱导 出 的 二 维 表 示 为 
pict) sedg g) PiL 0) 


这 是 不 可 约 表示 , WA E, 这 样 便 得 到 了 Cu。 群 的 全 部 不 可 约 表示 . 
下 面 根据 上 述 结果 对 于 n=2m 和 n=2m +1 两 种 情况 给 出 它们 的 特征 标 表 . 
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H n =2m 时 ,Cys 群 包 括 m+3 个 类 , Bl 
lej 
(Cins Ca), k=1,2, =, m-l 
{Cih = C, 
lo). p=1,3,5, …,2m -1|] 
lo, p=2,4,6, =, 2m} 


它 的 特征 标 为 


k 2m-k 
| Cim » C3m 


(-1)"” 
( -1)" ( -1)° 1 -1 


2cos(lr) =2( -1)! 


H n=2m+1 时 ， Coms AIRA 
fe} 
(Cna C), = 1, 2, =, 2m +1 
la, k=1,2, =, 2m +1] 


它 的 特征 标 为 


m+l-k l 
2m+1) 


l Chua +) C22 


A, 1 1 1 
42 1 1 -1 
27l 
E 
n 2 2cos(k +41) 0 


3.6 线性 分 子 对 称 群 的 不 可 约 表示 


2 6 节 所 讨论 的 Co。 群 ，Du 群 , 当 m 一 om 时, 得 到 连续 群 C... ` n— o 时 , 而 得 到 


Dors 它们 是 描述 线性 分 子 所 使 用 的 对 称 群 ， 它们 的 不 可 约 表示 可 由 相应 点 群 C。 和 D., 
的 不 可 约 表示 推广 而 得 到 . 


3.61 直 积 群 忆 ,的 不 可 约 表示 


这 些 不 可 约 表示 标记 为 T, RI., 忆 为 也 。 群 的 不 可 约 表示 , g PË u 为 了 群 的 对 称 表 
示 和 反对 称 表示 ， 因 而 
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DIP (d) =DD (E) QA (d) =DP (d), de D. , a = g EÑ u 
DP (d), G= g 
-DP (d),a = u 
在 (3.3.2) 节 中 , 已 给 出 D, RURREREN | 


Dp (id) =D? (d) @A (i) = l (de D.) | 


0 “e” 


按 定义 ”为 偶数 , 1=0, 1, 2, …, Z, 因为 nw ,号 一 wm ,只 存在 1=0 得 到 的 不 可 约 表 


示 E 为 可 约 表示 , 即 


Hnit, RAT sD, MERE, AT D. RUTEN C. (D), 有 无 穷 多 个 C, 
轴 , WoC, Ca (6) 5 C_ ( - D) AMR, 因而 D。 群 的 不 可 约 表示 为 


特征 标 表 为 


2cosl® 


因而 对 D.; 群 的 不 可 约 表示 得 到 特征 标 表 为 
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2cosa 


2cos2a 


具有 D。 群 对 称 性 的 线性 分 子 , 罗 道 角 动 量 的 z 分 量 ( 沿 C, 轴 方 向 ) 是 守恒 的 , 因而 
用 了 标记 =0 的 分 子 轨道 , 用 玖 标记 上 =1 的 分 子 轨道 , 用 4 标记 =2 的 分 子 轨道 ， 
J D FEL =3 的 分 子 轨道 …; 1, =0 的 分 子 轨道 又 可 分 为 两 种 ， 即 在 o, 作用 下 是 对 称 
和 反对 称 的 , 它们 分 别 用 和 了 -标记 .在 上 面 的 特征 表 中 , 第 一 列 的 不 可 约 表示 也 标 
出 了 不 可 约 表示 所 属 分 子 轨道 的 上 , 即 X, IT, A 等 等 . 
3.6.2 C., 群 的 不 可 约 表示 


C。 群 与 D,, 群 同 构 ， 当 n 一 % 时 ，C。 群 变 为 C。, 群 . 它 的 不 可 约 表 示 可 直接 推广 C. 
的 不 可 约 表示 而 得 到 . 下 面 列 出 了 C。, 群 的 特征 标 表 : 


3.7 友和 值 群 S0(3)”, 0(3)” 与 $0(3) 群 的 双 值 表示 


尽 群 在 物理 学 和 化 学 中 的 应 用 , 主要 是 利用 它们 来 描述 分 子 和 晶体 的 对 称 性 . 而 这 
些 体系 都 是 由 原子 核 和 电子 构成 的 ， 这 些 粒子 不 仅 在 三 维 空间 R, 中 运动 , 而 且 还 具有 
一 定 自 旋 ， 自 旋 实 质 上 是 二 维 旋 量 空间 即 SU(2) 空 间 中 的 向 量 , 为 了 描述 电子 运动 不 仅 
需要 它们 在 R, 空间 的 对 称 性 , 还 需要 描述 它们 的 自 旋 在 旋 空 间 的 对 称 性 ， 为 此 需要 讨 
论 与 SV(2) 群 同 构 的 S0(3)* 群 , 及 其 双 值 表示 . 为 了 讨论 双 值 表示 , 首先 讨论 S0(3 ) 
群 与 SV(2) 群 间 同 态 关系 . 


3.7.1 SU(2) 群 与 $0(3) 群 同 态 


S0(3 ) 群 是 R° 空间 中 全 部 正 交 变换 ( 实 西 变 换 ) 所 构成 的 群 ,这些 变换 可 由 3 x3 的 
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单 模 正 交 和 矩阵 表示 , 它们 是 绕 空 间 任意 轴 的 转动 . 
$0(3) 群 的 一 般 元 素 通 常 由 利用 (1.7.2) 式 给 出 的 Euler 角 oy 表示 , BD 


R(e, B, y) 
cosa -sing OY cosB 0 sinB\cosy -~ siny 0 
= Ë cosa o| 0 1 0 Ë cosy ) 
0 0 1/\ -sing 0 cosB 八 0 0 1 
cosæcosßcosy — sinasiny -— cosacosgsiny — cosysina sinBcosa 
= Ce + sinycosa -— sinacosBsiny + cosacosy singsing | (3.7.1) 
— cosysinB sinysinB cosB 


它 代表 一 个 复合 转动 , 即 首先 绕 z 轴 转 a 角 , 然后 绕 经 历 a 角 转动 后 的 y' 轴 转 B 角 , 最 
后 绕 经 历 a, B 转动 后 的 z 轴 转 y 角 . 转动 角度 a, B, y 的 定义 域 为 0<a<27, 0<8=< 
2m, 0<y<2m， 因而 $0(3) 群 是 三 个 连续 变化 的 参数 a, B, y 构成 的 群 . 

SU(2) 群 由 二 维 空间 全 部 单 模 西 矩阵 构成 的 群 , 它们 可 一 般 地 写 为 


u= [° 让 a, b, c, d 任意 复数 


单 模 条 件 为 
detU =ad -bc =1 
西 性 质 为 
(2 9) f) Ü +J 
即 


a byla” cy _ jaa" +bb* ac’ +bd*Y /1 0 
ñ 中 = (5. +db* cc* | n 1) 
a° c*y/a by /aa +cc* b+d /1 0 
(;. 了。 中- (%. +ed* bb' sa) lo ') 


由 此 得 到 任意 二 维 西 矩 阵 中 4 个 复数 满足 条 件 


ad -be =1, aa* +cce” = 1 
aa` +bb° =1, bb* +dd* = 1 
cc" + dd" =1, ab" +cd* = 0 
ac* +bd* =0 l 


在 约束 方程 aa t +bb* =l, aa" +cc* =1, cc +dd* =1, bb* +dd* =1 中 , 只 有 两 个 是 
独立 的 ,比如 从 ae" +bb* =1, cc" +dd* =1 可 推出 aa* +bb* +cc +dd* =2, Bp aa’ 
+cc* =1, bb* +dd* =1. 因而 单 模 西 矩阵 
a b 
0=|。 a) (3.7.2) 
所 受 约束 为 
ad -bc =1 ac* +bd* =0 
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aa" +bb* =1 ab* +ced = O 
cc* +dd` =1 (3.7.3) 
4 个 复数 包括 8 个 实数 , 它们 受 5 个 方程 的 约束 ,因而 单 模 丁 矩阵 只 有 三 个 实 参 数 ,， 即 
S0(2) 群 为 三 参数 的 连续 群 ， 一 般 可 写 为 | 
v=| s, ..) (3.7.4) 


它 自然 满足 
detU =aa* +bb* =1 


-1 


a b a` -h ,~ + 
u=[ 5: a) =;. 小 六 = (3.7.5) 
由 (3.7.5) 式 可 求 出 单 模 西 矩阵 (3. 7.4) 式 中 复数 a, b 具有 形式 


a = cos Be- ilaty) b= —sin Beie- 


因而 得 到 一 般 的 单 模 酉 矩阵 为 


U(a, B, y) = 


cos be (ami2 _ sin Bo | 


2 
1 B. i(æa~y)/2 Bi i(at+y)/2 
sin e os e 
2 2 


(r 0 ) (3.7.6) 


/2 
e” 


(全 0 s: - sin Ê 
0 e sin Ë cos Ê 
2 2 
EF a, B, y 也 是 Eler 角 . 只 是 它们 的 定义 域 为 0 二 a<4m, 0<8<4<=, Ym 也 就 
是 说 Ula, B, y) 的 变化 周期 是 4 
由 SU(2) 群 元 素 的 表达 式 (3.7. 6) 和 SO(3) 群 元 素 的 表达 式 (3. 7.1) 可 看 出 SU(2) 
群 与 50(3) 群 同 态 ， 这 种 辣 态 映 射 为 
SU(2) 一 一 一 SO0(3) 
Ula, B, y) ——vR(a, B, y) 


当 a=pB=y=0 时 ， 
100 
uo, 0,0) =(0 和 一 oo 1 
001 


然而 ， 当 a=B=Yy =27 时 ， 


-1 


7(2T， 2", 2m) -{ 0 


这 说 明 SU(2) 群 与 S0(3) 群 同 态 , 并 非 同 构 . SU(2) 澡 的 两 个 元 素 对 应 应 于 5S0(3) 群 的 一 
个 元 素 , HH 
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U(e, B, y) _ 
U(a +27, B+27, y +2r) =ëU(a, Bn) R(a, B, y) 
同 态 核 为 le，sj. (在 第 十 章 中 将 从 Lie 群 理 论 对 SU(2) 和 SO(3) 的 同 态 问题 给 出 更 严 
格 的 论证 ). 
3.7.2 双 值 群 S0(3)” 


如 果 和 矩阵 CU) Æ 5U(2) 群 的 不 可 约 表示 ,5 为 SU(2) 的 元 素 ，D JARENE 
阵 . 由 于 ë =e, 因而 
@( 2) =G(z)2=G(e) (3.7.7) 
由 于 e 55 ë 1048 Bñ 8 — Pty BE261 , 因而 ë 的 表示 和 矩阵 G( ë) 与 所 有 表示 矩阵 G( U) 
都 交换 ， 即 
@(U) - @(ë) =@(ë) .6G(CD) 
根据 第 一 章 讨 论 的 舒 尔 引 理 C( sz ) 为 常数 矩阵 ,因此 (3.7.7) 式 为 
G(Ea) = +Ĉ(e) (3.7.8) 
C(e) 为 表示 空间 的 单位 矩阵 . 由 此 得 到 SU(2) 群 的 不 可 约 表示 CU) 可 分 为 两 类 , BH 
| Ĝ(e)Ĝ(U) = C(U) 
- C(elc(I) =-C(D) 
对 于 CEU) = C(D) 的 不 可 约 表示 称 为 单 值 表示 ， G(ëU) = -C(D) 的 不 可 约 表示 称 为 
双 值 表示 . 
SU(2) 群 的 不 可 约 表 示 以 j 为 标记 , Bl GO (DZ) 它 是 一 个 (2 +1) 维 的 矩阵, j 可取 正 
整数 和 正 的 半 整 数 ， 当 j 为 正 整 数 时 ( 记 为 1) , 为 单 值 表 示 , B 
G® (aU) =GP (U), 1=0,1,2,3.. 
34 为 半 整 数 时 , 为 双 值 表示 ， 即 
G9(¿U)=-G9(U), j=, Z, > 
(详细 证 明 见 本 书 第 十 一 章 ) 
由 于 SU(2) 群 与 50(3) 群 同 态 , A DO (RRE 50(3) 群 的 不 可 约 表示 , 因而 
G® (U) =G) (#U)—D (R) 
G? (U) 
GË (ë U) = -G9) (U) 
这 说 明 GO ( U): S0(3) 群 的 表示 , 但 G?) (D) 并 不 是 50(3) 群 的 表示 . 因为 当 j 为 半 整 
数 时 , SO(3) RERI Zj +1 维 的 单位 矩阵 同时 对 应 于 G) (a =0, B=0, y =0) W 2j +1 维 的 
单位 矩阵 和 GO (z) 的 2+1 维 的 单位 矩阵 的 负 值 , 对 于 表示 这 是 不 允许 的 ， 因为 单位 元 
素 的 表示 和 矩阵 一 定 是 表示 空间 的 单位 矩阵 . 
为 了 克服 由 于 SU(2) 群 同 态 于 SO(3 ) 而 带 来 的 SU(2) 群 的 双 值 不 可 约 表示 不 构成 
S0(3) 群 的 不 可 约 表示 这 一 问题 , 把 50(3) 群 推广 为 与 SU(2) 群 同 构 的 双 值 三 维 旋 转 


ĈU) =@(2)ÓCU) = | (3.7.9) 


D? (R) 
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群 , 记 为 S0(3)“. 在 S0(3)* 群 中 , 绕 轴 转 2 ， 认 为 是 一 个 新 的 变换 ， 它 不 是 单位 元 而 
WA (为 避免 与 空间 反 演 混淆 记 为 &, 而 不 用 引 , 它 与 S0(3) 群 中 的 全 部 元 素 都 交换 . 
mH. ë? =e. 
因而 S0(3) " 中 的 全 部 元 素 为 R(a, B, y) fl ERa, B, y). 这 样 SU(2) 群 就 与 
SO(3) " 同 构 了 ,， 即 
Ula, B, y)—R(a, B, y) 


5U(a， B, y)—eR(a, B, y) (3.7. 10) : 
这 样 SU(2) 的 所 有 不 可 约 表示 都 与 S0(3) "的 不 可 约 表示 一 一 对 应 ,， 即 
GO? (U)—>D? (R,) G? (¿#U)—D9% (ER) (3.7.11) 


SO(3)“ 群 中 绕 任 意 两 个 不 同 轴 转 相同 角度 的 元 素 R,, (a) 与 Row (a) BERR, JF 
即 空间 所 有 通过 坐标 原点 的 转轴 都 是 等 价 轴 ， 因为 对 一 定 r, 可 通过 转动 变 为 r', Bl 
R(e, B, y)r=r' 
AET A ER TA. 于 是 它 的 特征 标 为 转动 角度 的 函数 ， 
并 且 为 
sin( l tia 
x” (a) = 一 一 一 (3.7.12) 
sin x 


推广 到 $0(3) "Ja, 群 元 素 ¿R,.(e) = Ri,(a+2m). 于 是 


ES 


x? (oa) — 
sin 
Ñ sin[; +3) +27) £ 1)2"sin[; + L)a 
KÜ latm) =——— < 1A -= 一 
sin [ 2 + “J sin 5 
(a x’(a), j=1=1,2,3, 
x . [ec 当 j = T, +, >: 
(3.7.13) 
这 又 一 次 说 明 Wanaku = 1, 2, 3…) 为 S0(3) 群 的 不 可 约 表示 ， 而 双 值 表 


示人 = 六, 立 ， 元 ，…] 不 构成 S0(3) 群 的 表示 .因为 同一 个 转动 Ra) = Ros (a +20) 


有 两 个 特征 标 X”(a) = -x?) (w+2m), 这 是 表示 所 不 允许 的 ， 然 而 对 S0(3) * 由 于 
Rs(a) 与 Re(a+2m) 是 两 个 变换 , 而 且 XO(s) = -XO(e)， 于 是 j=1, 2,…; j= 地， 


Z, Š, AE SOG) “ 群 的 表示 . 
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3.8 双 值 点 群 及 其 双 值 表示 


3.8.1 双 值 点 群 的 结构 以 及 共 轿 元 素 类 


第 一 类 点 群 为 S0(3) 群 的 子 群 , 第 二 类 点 群 或 者 为 第 一 类 点 群 与 空间 反 演 群 的 直 
R, 或 者 同 构 于 第 一 类 点 群 .为 了 得 到 点 群 的 双 值 表示 , 也 常 把 第 一 类 点 群 推广 为 
50(3)“ 群 的 子 群 ,于 是 就 得 到 了 第 一 类 双 值 点 群 ,以 及 它 的 双 值 表示 .第 二 类 双 值 点 群 
仍然 为 第 一 类 双 值 点 群 的 直 积 群 或 与 第 一 类 双 值 点 群 同 构 . 下 面 首先 讨论 第 一 类 双 值 点 
群 及 其 双 值 表示 . 

如 果 第 一 类 点 群 GHNA n, 群 元 素 为 


G=le, E2» 835 s A 
则 相应 的 双 值 点 群 6" 的 阶 为 2n, 它 的 元 素 为 
C” = | e， r 83» .... En-1， 6， ë ”82， e ”83， ey e “Enl (3.8.1) 


在 点 群 6 中 , 绕 等 价 轴 转 相同 角度 的 元 素 为 一 类 , 对 于 双向 轴 , C 与 C*“* 属于 同一 
X, 所 谓 双 向 轴 就 是 存在 一 个 与 它 垂直 的 二 重 轴 或 存在 法 线 与 它 垂 直 的 反射 面 ， 对 于 双 
值 群 类 的 划分 要 复杂 一 些 . . 
双 值 点 群 本 质 上 是 SU(2) 群 的 子 群 , 因而 类 的 划分 与 SURAR. HETRE 
义 仍 然 为 
gtg’ g =8' 则 g’~g 
但 是 对 双 值 群 元 素 求 逆 的 方法 与 单 值 群 不 同 ,比如 Ct 的 道 为 
[CR] 1 = C s eC (3.8.2) 
因为 Ci = ë 而 不 是 HEREDAR K RAA: (1) 双向 轴 
C: 与 a Cat 为 一 类 ( 即 CI, C*…* 为 一 类 , 而 Ct 与 C:* 并 非 一 类 ) ; (DEET C. Kihn 
个 二 重 轴 CP, 当 = 奇数 时 ,| CI k=1,2, =, n} lech (k=1,2, =, n) 各自 
为 一 类 ; 33 n AEA, (CP, ac k=1,3, =, n-1)}, (CP, CI k=2,4, =, 
n) 各 为 一 类 . 


3.8.2 双 值 点 群 多 ; 及 其 不 可 约 表 示 
多 群 的 阶 为 n, 它 的 元 素 为 


n 
A 


n 


它 也 是 Abel 群 , 而 且 是 2n 阶 的 循环 群 ,因而 与 多 , 群 同 构 ， 多 * 群 有 2n 个 一 维 不 可 约 表 
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示 . 由 (3. 3.2) 式 得 到 


x? (Ch) = Ga = e”, e= e, p = 1, 2, -y 2n 
(p) = ()(;Y ü 2" im _ , 当 p = 偶数 
x (e) tx? (8) =e! =e = 当 p = 奇数 
> 
; 2 ， 当 p = 偶数 
D(a) = el” k JE (3.8.3) 
x F 1 X p = 奇数 


由 此 看 到 p =2!(! =1, 2，…,z) 的 不 可 约 表示 是 单 值 表示 , 它们 就 是 多 群 的 全 部 个 不 
可 约 表示 , 而 p=2l1+1(1=1, 2,…, n-1)B n CERI 多 ; 群 的 双 值 不 可 约 表示 , 也 
就 是 一 般 所 说 的 多 群 的 双 值 表示 . 
注意 到 

eh = z ra (3.8.4) 
因而 第 p 个 不 可 约 表示 与 第 (2n -ARTARRAI 因而 通常 把 这 两 个 不 
可 约 表示 的 直 和 记 为 一 个 二 维 表示 E, Bp 

[E,] =[p]@[2n -p] (3.8.5) 
下 面 分 别 列 出 了 多 > 和 多 > ,和 群 的 不 可 约 表示 的 特征 标 表 (在 特征 标 表 中 用 (六 表示 C, 群 的 
单 值 表示 , 用 [p] 代 表 多 ; 群 的 不 可 约 表示 , p =21 为 单 值 表示 , p = (21 +1) 为 双 值 表示 ) : 


C 


À 


sek 
m E Cim 


Y 


1 
(-1)* (-1)* 


* 应 其 
1 


3! 
= 一 = | 一 = 
= 
ks 
2, 
Š 


E [m] 
im) | 4m- [m] ge [ne [mk 
E p=1 E -6*7 
双 zi =4m-1 _ E - 8 **⁄2 
t E p=2l+1 2 _ trD 
表 oE amp si -e7441 


ll 


ellela -gm +1)k/2 


[m] +1 
Emad 


4m-[m] -1 e*m] +i — s * ([n] +i 


车 m 为 偶数 , [m] =m; 车 mm 为 奇数 , [m] =m — 1, 因而 [m] 为 偶数 . 
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Faasi | af dm | 


(P=4m+2), A 


p=2 
:1 


+ m= E 
io 


šI! 
° 


P=1 
Eam 


% 
N 


x 
Í 


1 
217 DE 


p=2l+1 
= | 


2(2m+1) -21-1 asas 


J 
N 
š 
v 


1 
_ 
一 
1 
_ 
w 
= 


1 
B22m- Dk 


2m +3 


p=2m-1 
Ea Í À 
e*T2m-1)k 


3.8.3 REH D? 及 其 不 可 约 表示 
D; 的 元 素 为 
D} ={e, Œ, CP, &, ach. Ü Ct) 
CHRM n =2m fl n =2m + 1 两 种 情况 讨论 . 
34 n =2m BF, DZ 群 有 2m +3 =n +3 个 类 , 即 
fe}, {el 
| Cins EC U], 
{ C2, 8 Cy, 
(c-t, aCi}, k=1,2, =, m-1; 
{Cl ac}, k=2,4, =, 2m; 
IC ac}, k=1,3, 5, =, m-l. 
X n=2m +1 时 , Dia B 2m +4 =n +3 个 类 .它们 为 
l fe}, {ë}, {Cims EC 
[Can s Ennijs k=1,2,, 2m 
[CO], k=1,2,.%,2m+1 
fect), k=1,2,.,2m+i1 


k=1, 


N 


，… 2m-1; 
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1 
24+1) 


1 
gi ! 


_ rn -Dt 
—g*7(m-1)k 
1 
| 
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由 类 的 数目 和 群 的 阶 的 数目 可 得 到 D; 群 有 4 个 一 维 表示 ,(n - 1) 个 二 维 表示 , 于 
是 4.1+(n-1) .4=4n, 4n 怡 是 D; RBNA FED 的 不 变 子 群 , 因而 可 由 多 
n 的 不 可 约 表示 诱导 出 D。 群 的 表示 . 多; 群 的 阶 为 2n, D; 群 的 阶 为 4n, 因而 D; 群 对 
于 子 群 多 。, 可 分 为 两 个 陪 集 , BD 


于 是 基础 表示 为 


G* (e) = Ë 中 


1 ` ， 
o) ge CG; - 8 


1 
由 多 ; 的 一 维 表示 诱导 出 的 D: 群 的 二 维 表示 为 
D) (g) g =C (g) * kP (g) ` (3.8.6) 

HERP (g) =g egt gp， 可 具体 写 为 

hi (g) sge F; 

h) (g) =C .ge F 

h” (g) =E +g- CP = g+ CD -e @¿ 
h? (g) =C +g- CP e 7; 


利用 这 些 结果 和 多 ; 群 的 不 可 约 表示 由 (3. 8. 6) 式 可 得 到 D; 群 的 诱导 表示 . 
L DL ER 4 Ts A 
由 -多 >, 群 的 不 可 约 表示 4 可 得 到 D2, 群 的 诱导 表示 
1 0 
(。 i) ， 8E G im 
D“? (g) = 


人 ee 
它 的 特征 标 内 积 为 
(X, ye) = H4 +4+2(2m-1) .4] =2 


这 说 明 表示 D 是 可 约 表示 ， EB a= J|, |) 可 约 化 这 个 可 约 表示 为 不 可 约 表 
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示 , 即 
ADO (8)47 =: °). z = Z; 
0 1 
a lI 1VOINHL 1 
eee a EG J 
(e) 2\1 -1N\1 oM -1 
-(。 1) g e G g 


这 表明 [5,] = [A,]@[ A, ] 9 表示 A, 为 恒 等 表 示 . 表示 Az 对 子 群 多亏 的 元 素 为 1, 对 不 
属于 多 的 元 素 CG’ , ¿CJ 为 -1， 多 >, 群 的 恒 等 表示 给 出 了 D2 的 两 个 一 维 表示 , 它们 
都 是 单 值 表示 . 

由 多 的 不 可 约 表示 B 诱 导出 的 及 ,的 表示 为 


DP ( g) = D (E) = l: P) 
0 1 


D-E) G = pE») aCt = (-1)* 0 
(Can) (G) | 0 Cy 


(BIE) (CGN L pE _ 0 (-1)° 
DW (CP) = DW (ac) = (wy 5) 
由 特征 标 内 积 同样 可 证 明 这 也 是 一 个 可 约 表示 , HE BE A 同样 可 约 化 为 
an= | c; a sd 0 ) 
¿ct 0 (Dt 
即 
[E,] =[B,]@[ B,] 
不 可 约 表示 B, B, 对 FRERIKS 1, 而 对 C; 和 ech B, 为 ( -1)5, B, 为 
( -1)**'. 这 两 个 一 维 表示 也 是 单 值 表 示 . 
由 多 的 不 可 约 表示 p =21 得 到 的 诱导 表示 为 ; 


DED ( e) _ DE (a) - (。 N 
0 1 


DOE (Cin) = D (Cm) = ñ n 
m m 0 e 


De® (CD ) =- DOED (ac®) - [` e") 
e 0 
特征 标的 内 积 容易 计算 为 1， 因 而 是 不 可 约 表示 . 1=1, 2…, m-1, 共 (m -1) 个 二 维 表 
示 , 加 上 前 面 得 到 的 4 个 一 维 表示 , 就 是 D,,, 群 的 全 部 不 可 约 表示 . | 
H #,BUJ3UISOK2R P = (21+1) 诱 导出 的 诱导 表示 为 
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DOED (g) = _ DIB, (8) = ( | 
0 1 


gt 0 
DOH Esp? (Ch) = 一 万 (223+ Eni) ( act) = | 
0 e +) 


0 gH D-1) 
pOH Ent) ( ct ) = = DOl+12Ei, 1) ( act) = 


g* (1+) (1) 0 


这 里 1=0, 1,2, =, m, 为 m 个 二 维 双 值 表 示 . 
下 面 给 出 了 D; 的 特征 标 表 : 


CAP + 


CP+D 


2. Dp ARTHA R 
H Cz ,1 群 的 不 可 约 表示 4 诱导 出 Dx ,, 群 的 两 个 一 维 表示 , Bp 
D= (g) =[A,J@[A] 
A, 为 恒 等 表示 , A, 取 值 为 -1, 为 反对 称 表 示 . 
由 p =21 的 单 值 表示 诱导 出 D2 ,, 群 的 单 值 表示 ， 即 


DE ( E) _ DE) ( ë) _ [° °) 
0 1 


Ë 
一 = e E 0 
DOSED (Chaa) = DO (gC ) = [5 oea) 


. i 0 gd 
pea E» ( C! ) ) = DEHE» (EC 人 ) = [ ) 
e *I(k-) 0 


由 p =2m +1 的 双 值 表示 4', 诱导 出 二 维 双 值 表示 为 


DOn*12Es+) ( E) =- DOr Em3) ( a) = ( N 


i k 
DD ( Cha) = - DO En) ( Chan) = ( ° ) 
0 (- 1)° 
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DEEP (G) =- DO Emp (aC?) = ( pei u D) 
它 是 可 约 表示 ,可 约 化 为 
0 coman (CDT 0 a) Bt e rrt] 
由 其 它 双 值 表示 21 +1 诱导 出 的 双 值 表 示 为 
DOP (e) =- DOE (ë) = ( N 


(2I+1—E,,L) / pk (21+1—E,, 1) k ed 0 
十 一， A. +] 了 = 
D Hz (Cims) =-D t (eC;,A) = | | 


0 e (dbk 


1 
I+ k-1 
OE t) y N _ EuL) /A 0 at 
D 2 (C; ) = 一 也 7 (eC;”) = 


e (4 二) 和 1 0 


Dz,,, 群 的 特征 标 表 如 下 : 


CA 


2m +l -k 
[1981 


3.8.4 MEAR T 和 0" 及 其 不 可 约 表示 


1. 双 值 群 了 "及 其 不 可 约 表示 
了 群 有 12 个 元 素 , 即 
T={e, C k=1,2,3; C®, CH k=1,2,3,4) 
DER T 有 24 个 元 素 ， 它 为 
T* ={e, CD , k=1,2,3; C®, C°, k=1,2,3,4, 
ë, ECP, eC , ach) 
它 有 七 个 类 , 即 
fel, dēl, {CH ,k=1,2,3,4}, {CMY ,k=1,2,3,4}, 
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{ac}, k =1,2,3,4}, {aC® ,k=1,2,3,4}, 

1C ac, k =1,2,3} 
因而 存在 7 个 不 可 约 表示 , 其 中 3 个 一 维 表示 , 3 个 二 维 表示 , 1 个 三 维 表示 . 3 个 一 维 
表示 和 1 个 三 维 表示 是 单 值 表示 , 3 个 二 维 表示 是 双 值 表示 . 下 面 列 出 7' 不 可 约 表示 的 
特征 标 表 : 


Ë= 
&=e'3 


2. 双 值 群 0 "及 其 不 可 约 表 示 
这 个 群 的 阶 为 48, 分 为 8 类 , 即 
le}, lël, . 
(CP, Ci, k= 1,2,3,4], (C°; C. k=1,2,3,4}, ` 
{CP , ce k =1,2,3}, {C®°, 0, k =1,2,3}, 
(c, cP, k =1,2,3}, {C®, ¿C k=1,2,3,..,6| 
有 8 个 不 可 约 表示 , 其 中 2 个 一 维 表示 , 3 个 二 维 表示 , 2 个 三 维 表示 , 一 个 4 维 表 
示 . 
下 面 给 出 双 值 群 O * 的 特征 标 表 . 
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3.8.5 第 二 类 双 值 点 群 


对 于 具有 D = G .7 结构 的 第 二 类 点 群 , 相应 的 双 值 群 为 也 "= G° - L. INTI D 的 不 
可 约 表示 可 由 G" 的 不 可 约 表示 与 1 的 不 可 约 表示 的 直 积 得 到 

第 二 类 点 群 D 同 构 于 第 一 类 点 群 C 时 , D =KUI. K' , 其 中 为 C 的 不 变 子 群 , K 
的 阶 为 6 的 阶 的 廊 . K* 为 C 群 对 于 于 群 K 的 陪 集 ， 此 时 双 值 群 D* 同 构 于 C*,D* = 天 


UZ: K'*, 双 值 表示 也 可 由 G ° 的 双 值 表示 得 到 . 
3.9 点 群 的 Clebsch-Gordan 系数 


3.9.1 点 群 不 可 约 表示 直 积 的 分 解 与 Clebsch-Gordan 级 数 


AR G 的 两 个 不 可 约 表 示 D 与 [的 表示 和 矩阵 分 别 为 DA(g) ，D2(g) ,它们 的 维 
数 为 m 和 m,. 这 两 个 不 可 约 表示 的 直 积 为 
Di(g)®D™(g) =DPi*T2( g) 
称 表 示 DI (g) T, 与 万 的 直 积 表示 , 它 的 矩阵 元 为 
D e)a = DI: (g) DPD (g) (3.9.1) 
直 积 表示 (六 xD) 的 维 数 为 m xm. CHRE O 为 两 个 不 可 约 表示 的 特征 标 之 
积 , 即 
MX Cg) =x (EX (g) (3.9.2) 
如 果 不 可 约 表 示 T. 5T, HERI KD ， Yı =1, 2, °... m | WI 7， Yz =1, 2, 
…, m), 则 直 积 表示 的 基 矢 为 上 要 D). 
点 群 是 作用 于 空间 R 的 线性 变换 群 ,因而 群 算 子 P(g) 作 用 于 空间 函数 f(7) 为 
Br) =f gr) 
点 群 表示 的 基 矢 都 是 7 的 函数 ,因而 容易 得 到 
Peg) WD) ES (r) = (gr) (er) =P(g) PE? Ê( g) PE? 
由 些 得 到 
P(g) E (r) TD) (r) ] 
=P(g) Wr" P( a) Bs 


SED (a) DP (g), Df (r) pi” (r)] 


Y17172 


一 > pus (8) yy;, yml Pgo Pa ] (3. 9. 3) 


7172 


MATER TAARA T” (r) pa? (r) ] 确 实 是 直 积 表示 (六 x T,) BJ 3528, 表示 矩阵 为 


D™ (g) xD% (g). 
BEC) (T,) 都 是 不 可 约 表示 , BRAR x Tr.) 一般 也 是 可 约 表示 . 它 可 约 化 
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为 一 系列 不 可 约 表示 的 直 和 . 因而 存在 一 个 m xm ERRER U, 在 它 的 作用 下 , MEB 


DO? (g) ZEHMER AER, 亦 即 
pr (g) 


D™ (g) 
U` e DTD (g) -U= . 
D°? (g) 


D™ (g) 
(3.9.4) 
其 中 某 些 不 可 约 表示 (六 ) 可 能 出 现 若 干 次 . 这 表明 直 积 表示 等 价 于 一 系列 不 可 约 表示 的 
直 和 ,因而 可 写 为 
DTT? (g) = > Darn (rT) D: (g) (3.9.4') 


其 中 ar (T IT, I0REBPUOKRƏS(T, xT) 中 不 可 约 表 示 T, 出 现 的 次 数 , 称 为 重复 度 . 
ar (DM) B (1. 11. 8) 式 给 出 , 为 


ar TT,) = ly (3. 9.5) 
geÇ 
(3. 9.4) 和 (3. 9. 4') 式 称 为 Clebsch-Gordan 级 数 (Clebsch-Gordan series) 
3.9.2 点 群 的 Clebsch-Gordan 系数 


ERER x Ta) 可 以 约 化 为 不 可 约 表示 (TT;) 的 直 和 ( 即 Clebsch-Gordan 级 数 )， 

这 一 事实 说 明 直 积 表示 的 基 矢 {YW! 和 22} 可 以 通过 线性 组 合 变 换 成 不 可 约 表示 (T,) 的 基 
R. 这 种 线性 组 合 系数 为 ( 荆 y1y;1Ty);, BB 

pir T,) = > CTT, yiyz | Ty); VP (3.9.6) 


ERRAL N), y=y, y", e RAR G 的 不 可 约 表示 T, 的 基 矢 , BU 
Êlo) ECD); = E Dle), ty” ‘TT,) 


i 表示 这 个 不 可 约 表示 ( 丁 ) 是 在 直 积 D GD 分 解 中 重复 出 现 ar( TT ) 次 的 不 可 约 
表示 本 中 的 第 i 个 ， 因而 i= 1,2, ty ar( DT). 

称 (3.9.6) 式 给 出 的 把 直 积 表示 基 矢 组 合 为 不 可 约 表示 基 矢 的 组 合 系 数 ( 荆 ,T,， 
yuy: | Iy) ;为 点 群 G 的 Clebsch-Gordan 系数 , 简写 为 C-G 系数 , 也 称 为 向 量 耦 系数 , 经 过 
它们 的 变换 把 直 积 表示 的 基 矢 组 合 为 不 可 约 表示 的 基 矢 ， 如 果 不 可 约 表示 基 矢 { i! 和 
[到 ?是正 交 归 一 化 , 则 经 过 C-G 系数 组 合成 的 不 可 约 表示 T, 的 基 矢 也 是 正 交 归 一 化 
的 , BH . 

(WCD (p,.T,), NATT,)) =Ə,-8,8,, 

全 部 C-C RAT, yiya Ty), 构成 mr x m, 维 的 矩阵 ， 以 yy 为 矩阵 的 行 指标 ， 

AT, i, y 为 列 指标 ,它们 就 是 (3. 9. 4) 式 中 和 矩阵 U 的 矩阵 元 ， 


= 一 一 一 一 一 一 
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由 (3.1.4) 式 容易 得 到 TT pir 5 PP KRY 
(VP PD, WD) = E (T T,, ys | Ty) CEC D ,Df P) 


y 了 n o?’ 
Y1Y2 


= > (DT, yy I Try) Š iy 


=(T,T,, yy! Ty): (3.9.7) 
取 (3. 9.6) 式 的 逆 变 换 ， 即 
giu = X (Ty! DT, ny) 1 (3.9.8) 


(Tyin T, YY): ZT, yn Py), 的 逆 , 同样 可 得 到 内 积 
(g, ro gr) = E (Ty1 T.T, ya) WY, PD) 
Uy 


三 > (Ty! DT, Y1 Y2) Šrr:ó,6,, 
ily 


=(I"y'1 TT,, yy); (3.9.9) 
按 内 积 定义 
Co = (EO D , D 
Kma T, yy: Ty); 与 它 的 逆 (Ty1T,， Yiya): 间 的 关系 为 
(1 站 yuy) = (Lila, yy | Ty); (3.9.10) 
(3. 9.7) 式 和 (3. 9.9) 式 说 明 C-G 系数 与 基 矢 的 内 积 之 间 的 关系 . 
由 基 矢 的 正 交 归 一 化 性 质 可 得 到 C-G 系数 的 正 交 关系 , 即 
(Wns, pi ) =6rr6y 
=> ETa, yiyi Ty); (DT, yy | Iy ); 


YI1 7272 


(VI, WV WE ) 


y ° 


=$ X ( nyl Ty); (T AT,; yy: 1 T'Y) Brivi 


m 
= $ (T r,, yiya! Ty); TT, yal T'Y’); 
Bp o 
E, Ta, yu TH (T T,, yuya l T'Y’); = ôrrôðp (3.9.11) 


yn 
由 内 积 o 
(WD La » , LAN yii 2) =ôr TiOr xr: ayri Orr 
闻 样 得 到 C-G 系数 的 另 一 个 正 交 关系 , B 
> (PP yya! Ty); (TTT, yiy2 | ry): = ô priy (3.9. 12) 


(3.9. 11) FC. 9. .12) 式 恰好 说 明 由 C-G 系数 构成 的 矩阵 为 酉 矩阵 , 这 是 C-G 系数 的 两 
个 重要 性 质 . 

C-G 系数 除 由 (3. 9.7) 式 和 (3. 9. 9) 式 给 出 的 与 基 矢 的 关系 外 , 当然 也 与 表示 矩阵 有 
关系 , 实际 上 C-G 系数 的 数值 就 是 由 表示 矩阵 计算 的 ， 下 面 就 来 讨论 这 些 问 题 . 


一 一 一 
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用 群 算 子 P(g) 作 用 于 (3.9.6) 式 给 出 的 基 矢 pP (T T,) , 得 到 
P(g) PTT) 
= 0" (g), PCT) 
= > (DT, rir, | T,rs); DU) (g); We yE” (3. 9. 13) 


rT37172 


另 一 方面 可 得 到 
P(g) eri T,) 
= x TT, nr | Tri); PD (8) Di (z pe ye (3.9. 14) 
比较 (3. 9. 13) 和 (3. 9. 14) 式 得 到 
X DT, n, l Tars) DO? (g), 
- 之 (DiDa, riral Tars) D (g), D™ (g), (3.9. 15) 


利用 C-G 系数 的 正 交 人 性， E EARRA T, rir, 1Tsrs )," ， 并 对 Trt 求 和 ， 得 到 
> (ry, nt rira | Dar3);* (Dila, riy Tar) DS (g) 


pm (g), D (g), f (3.9. 16) 
利用 表示 甜 阵 的 广义 正 交 定理 , 把 (3. 9. 16) 式 两 端 乘 以 D* (g) y X z RA, 则 得 到 
> (DT, rir, l T,r,) TT, rir | Tzr)’ 
= y pio (a) pim OAO (3.9.17) 
(3.9. 17) 式 对 研究 点 群 C-G 系数 是 非常 重要 的 , 它 揭示 了 C-G 系数 与 表示 矩阵 的 关系 . 
A( 芽 ,) 为 不 可 约 表示 T, 的 维 数 . 
上 述 关 于 C-G 系数 的 定义 不 仅 对 点 群 适用 , 也 适用 于 所 有 的 群 ， 只 是 对 连续 群 
(3.9. 17) 式 须 改 为 对 群 元 素 的 积分 . | 
如 果 群 G 不 可 约 表示 直 积 分 解 不 存在 重复 出 现 问题 , 或 者 说 Clebsch-Gordan 级 数 中 
不 包括 脚 标 i, Ban) =1 此 时 (3.9.17) 式 便 可 给 出 C-G 系数 的 绝对 值 ， 因 为 在 
(3.9.1 RPR Y = yr, yz = yz V = y, 可 变 为 
| (LL, YıY2 | Ty) P 


À 站) . 
g aU) Ta RP ™ (e)n ,DV g) i D (8) yy (3.9. 18) 


因而 由 (3. 8. 18) 式 确定 了 全 部 C-G 系数 的 绝对 值 , 然后 再 由 基 矢 性 质 决 定 它们 的 相 因 
+. 比如 50(3) 群 全 部 不 可 约 表示 直 积 分 解 中 都 没有 重复 出 现 问题 , C-G 系数 的 数值 就 
可 由 与 (3. 9. 18) 式 相似 的 ， 以 群 空间 积分 代替 对 群 元 素 求 和 的 公式 来 决定 . 但 是 点 群 的 
直 积 分 解 中 包括 a(r) 1 的 重复 出 现 问题 ， 因 而 问题 就 更 加 复杂 了 . 
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3.9.3 点 群 Clebsch-Gordan 系数 的 对 称 性 与 V-A% 


L C-G 系数 对 本 5 T, 的 交换 对 称 性 
由 (3. 9. 17) 式 可 看 到 C-G 系数 对 交换 六 ,六 具有 对 称 性 ， 即 
> (L,I, rar | Drz); DD, rr l Tara); 


= > (TT,, rir; l Drz): TT,, riral Dar)? (3.9.18) 


对 于 TP GT, FT, 不 重复 出 现 的 情况 (此 时 没有 标号 让，(3.9. 18) 式 十 分 简单 , 不 存在 
对 i 的 求 和 , RRAC D, nnl) SCD, nn U Tr.) 8826 48481, 只 可 能 差 一 
个 相 因 子 , 即 
(DiDa, rndTsr) =n, rr lr) T=1 (3.9. 19) 
可 以 证 明 , 存在 重复 出 现时 ，(3. 9. 18') 式 两 端 相同 i 的 项 分 别 相 等 , 即 (3. 9.19) 式 变 为 
(DiDa, rr, Dr); (T' mm 
= (Dri, rr isr) (T.T, rar ar): 
亦 即 
(DiDa, rrlTsr) =n TTD, rr Drs), uv =1 (3.9. 19°) 
这 是 C-G 系数 的 一 个 非常 重要 的 性 质 , 相 因 子 可 由 不 可 约 表示 基 矢 的 选择 来 确定 . 
(3. 9. 17) 式 中 出 现 的 是 D (g), 因而 C-G 系数 中 D, T, A T, 的 地 位 是 不 同 
的 . 为 了 研究 C-G 系数 中 丁 , 5 r, 或 交换 后 的 性 质 , MARD * ( g) 5D (8) 的 
关系 , 这 就 涉及 到 了 基 矢 的 选择 . 
2. C-G 系数 T. ÀA T, 5 T, 的 交换 对 称 性 
为 了 寻求 C-G 系数 中 T, ,T T 交换 的 对 称 性 ,对 不 可 约 表示 基 矢 进行 标准 化 ， 
并 引入 时 间 反 演 相 因子 , 具有 这 种 性 质 的 基 矢 称 为 标准 化 基 矢 (关于 这 方面 的 详细 讨论 
可 参阅 唐 歼 庆 等 著 《 配 位 场 理论 方法 》) 。 
点 群 G 的 不 可 约 表示 标准 化 基 矢 灵 站 在 时 间 反 演 算 子 处 作用 下 变 为 
RP =[ -1 pe (3. 9. 20) 
其 中 六 是 不 可 约 表示 T 的 分 量 中 的 一 个 ，[ -1]“* 为 一 相 因子 ( 即 ([ -1]"%*)? = 
1) ， 称 为 时 间 反 演 因 子 , 它们 对 具体 群 可 具体 定义 . 
对 于 这 种 标准 化 基 矢 下 的 标准 化 表示 和 矩阵 D (g) p AAEE 
DC (g) 5, =[ -1 Ji i-i pre) (e) sls, (3.9.21) 
T? AT WEHHER, 此 式 是 时 间 反 演 规 约 (3. 9. 20) 式 对 标准 表示 甜 阵 D ( g) B 
要 求 , 也 就 是 说 只 要 不 可 约 表示 ( 厂 ) 的 标准 基 矢 满足 时 间 反 演 条 件 (3. 9. 20) 式 , 则 由 它 
们 得 出 的 表示 和 矩阵 一 定 满足 条 件 (3.9. 21) 式 . 反之 在 不 明确 给 出 标准 化 基 矢 的 情况 下 ， 
只 要 表示 和 矩阵 满足 条 件 (3. 9. 21) 式 , 这 种 表示 的 基 矢 也 是 标准 化 的 , 而 满足 (3. 9. 20) 
式 . 
在 第 一 章 1. 9 节 中 已 指出 有 限 群 的 不 可 约 表示 分 为 4, B, C 三 类 . 4 类 表示 为 实 表 
示 , 对 这 类 表示 可 选择 一 组 实 函 构成 的 基 矢 , 使 它 的 表示 矩阵 为 实 和 矩阵 .因而 对 4 类 表 
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示 在 选择 实 基 的 情况 下 ，(3. 9. 21) 式 变 为 
DO (g);, = D (g), = [1] ODDO (e)z, 

An =n, rF, [-1]*={[-1]"=1. | 

对 于 B 类 表示 , B ARASR[2J382R (T) ENTERRER), 但 并 不 能 通过 变换 
使 不 可 约 表示 ( 丁 ) 的 表示 和 矩阵 Dm (OEA) 的 表示 和 矩阵 D T") (g) =D (e) ". B 
(T)=(T'), B(T)=(T*). 因而 (3.9.20) 式 中 的 相 因子 需要 具体 确定 . 

对 于 C 类 表示 , 不 可 约 表示 的 复 共 生 表 示 ( 三 * ) 并 不 与 (六 ) 等 价 , 是 另 一 个 不 等 价 
的 不 可 约 表示 . (3.9.20) RKA, 时 间 反 演 把 不 可 约 表示 ( 耳 ) 变 为 男 一 个 与 ( 芽 ) 不 等 价 
HERI), 情况 将 更 为 复杂 . 

对 4 和 B 类 不 可 约 表示 把 (3.9.21) 式 代入 (3.9117) 式 , 并 暂 不 考虑 重复 出 现 问题 ， 
则 得 到 

[- DSD, Tir, | T,r,)[ - 1]57 (DT, rir; | Tsr;) 


VACT,) VAT) 
1 (rp (T>) p3) : 
5p 2 Pin (g) Dn D (8) ar (3. 9. 22) 
这 个 公式 给 出 了 C-G 系数 的 另 一 种 对 称 性 . 


3， 点 群 的 大 系数 
由 公式 (3. 9. 22) 可 看 出 可 定义 另外 一 种 系数 , 这 种 系数 与 S0(3) 群 的 3 符号 一 样 
对 交换 T, Ta, T, 都 具有 对 称 性 . 


其 定义 为 
[n P fr, =(-1)2- Ll rr IT;;r,) (3.9.23) 
p r, ;| = AAT 14 29 Try! Í srs . Z. 


称 为 点 群 的 六 系数 , 则 (3. 9. 22) 式 变 为 
[” T, Uñ T, Ai 


, , 


-t 一 
A n r ho m r 


= ro Dar (g)D;2 (g)DU” (g), (3.9.24) 
" r uñ T, n) 
r, Ta T3 Ti r, rs 
= yp (g), DP (8) in DU (g), (3.9.24') 
(3. 9. 24') 式 是 (3.9. 18) 式 的 推广 说 明 矿 系数 绝对 值 与 r r,T, 顺序 无 关 , 因而 不 同 
顺序 的 数值 只 能 差 一 相 因 子 , 即 


r, T, r, r, r, r, 
"| ) sarrar v| ) (3.9.25) 
r h r, A T, 


Xi, j, kh 1,2, 3 的 奇 置换 时 ， nTT,T,) 三 -1; xX i,j, 天 为 工 ， 2, 3 的 偶 置 换 时 ， 
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nT, T,T,) =1， 如 果 确定 了 相 因子 m9( ,了 卫 ) ,只 须 计算 数量 比 C-G 系 少 得 多 的 确定 
T, r, r, 
的 信 系 数 , 就 可 由 公式 (3. 9. 25) 得 到 全 部 C-C 系数 了 ， 比 如 有 了 "| jam 


FIERT nlr) (i,j, 上 为 1,2, 3 的 置换 ). 由 于 痰 系数 这 种 对 称 性 , 一 般 都 
造 出 矿 系 数 表 ,以 代替 C-G 系数 表 , 使 用 时 把 需要 的 V- 系 数 再 计算 成 C-G 系数 .这 一 点 
与 S0(3) 群 中 的 37 符 叶 是 完全 等 同 的 . 
m T, 存在 重复 出 现时 , 上 述 讨论 可 以 直接 推广 , 只 须 加 以 重复 出 现 角 标 . 由 C-G 系 
数 的 正 交 关系 (3. 9. 11) 式 和 (3. 9. 12) 式 可 得 到 VV- 系数 的 正 交 关系 
T, T, Pa Ir, r, r, 1 
z" Ki | = ren 


Bn n rs, 


* 


T. T. T. . . 
' 1. O u (3.9.26) 
) = ôn nr 


, , 
mm T; 


> AG3)V 

由 (3.9. 20) 式 和 (3. 9. 23 ) 式 可 得 到 对 4 和 B RER, 灰 系 数 具 有 如 下 性 质 ， 
r, r, r, 

"| ) =[ | ) 

r 


n m r; 


ñ T, D)” T, T; 
Ti 


72 73 i 


. (3.9.27) 
对 于 C 类 表示 , 由 于 不 可 约 表示 DO (g) 与 DT) (8) 是 不 等 价 表示 , 前 边 讨论 的 时 
间 反 演 性 质 将 有 所 改变 . 对 此 不 进行 仔细 讨论 ,只 给 出 C 类 表示 人 系数 的 定义 和 V-AR 
的 复 共 轿 关 系 . 
对 C 类 表示 ,V- 系 数 定义 为 


T, T, Tr, Parf. 1 
Vi = (= 1) 277 +T ars (Dila, nrl Tyrs) (3.9.28) 
[, r r, ) KET 1429 TIT 3 Ts 


对 4 M BRER T = T( B]— 328 T Ej 206935 3E3jaakoR 三" 264609). (3. 9. 28 ) 式 
恢复 为 (3.9. 24') 式 , 因而 此 时 六 系数 为 
( T, uñ T, Ñ! 


, 


, , 
nm m r n R B 


1 
SEDO (g), D (g), D (g), (3.9.29) 


ge G 


3.10 x # J FL 38 £ £ 3⁄2 5 WW- 系 数 


对 于 不 可 约 表示 六, M, T, 的 直 积 可 分 解 为 不 可 约 表示 T 的 直 和 , 这 种 直 积 分 解 为 
T. @ r, @ T, = > aT (3.10.1) 
ar 为 不 可 约 表示 械 在 直 积 中 出 现 的 重复 度 . 在 这 三 个 不 可 约 基 矢 的 耦合 过 程 中 , 可 分 
两 种 方式 进行 .第 一 种 方式 是 先 耦合 VEA y, Bü 
[ri p | = > (Dila, rr | Tera) pe 
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[( ig: ) gn] rr 5 > (Tor, Tar; | Tr) pn pray pa 


= > > (Dila, rr, 1 Tora) (TTs, rizr; | Tr) 到 Aé A 
H-AIRE Y”, y”, 再 


: (3.10.2) 
再 耦合 Y”, BB 
[pa pn] > = D (TT, ns | Dars) o po 
[pyg] = È TT», Tira | Tr) W (py = 
= 之 (T,T;, rir | Tr)(T,TI,, rr; | Tora) e o 
(3.10.3) 
显然 (3. 10.2) 和 (3. 10. D RAHKAA ER 
[ (p° p) g: Jr 


与 [ppg] 
之 间 存 在 一 个 酉 变换, GANERA DI) 2, T TIT CPPms)Ta)， 称 为 再 耦合 系 
数 ， 即 


[P (ga pra yra]r 


= $, (CT) e, T3, LIT, (T,T',)T' , T) Y) req gh jr (3.10.4) 


用 [( 到 :到 ) p] RUER HTAR, 代入 (3. 10.2) 和 (3. 10. 3) 式 得 到 
((T,T,)T,, T3, T! T, (T,, T,)T;,, r) 


= [ECP pI pp) ]raz 


= > ÈT, rir; | Dorn) * (DaT, rzrs | Tr) 
e (T T, rira | Tr) (TT, rrs | Lora) (3. 10. 5) 
LAARS r 无关, 于 是 两 端 对 r 求 和 , 然后 除 以 (三 ) , 则 等 式 不 变 ， 于 是 利用 (3.9 
23) 式 把 C-G 系数 换 为 V- 系 数 , 并 利用 关系 
T, T, Dy T, T, T, 
(7 a >) -[ _1]mrarm-asm- "|; Í | 


3 


(3. 10. 6) 
则 可 得 到 


(CTT The, Ts, LIDi, (TTs) Ty», T) 


+ +[>+I3+ 
= [A(T,)A(T,)]2(- 1)” rast LE TAT DETE R A T.) 
. > > [ - 1 Jta art nt- 


T172737127237 
Lñ T, a” T jr T, T, 
r 7 


_ i r aka, 10.7) 
对 于 (3. 10.7) 式 给 出 的 再 耦合 系数 ， 可 引入 一 个 对 称 性 更 好 的 W- 系 数 , 为 此 令 


723 


一 一 一 一 一 一 _ 
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zw 人 7 T, r) 
TI, T To 


_ > > [ -1 J itaca t3- t-r +r 
717273712723" 


T, T, Te (P T Tay Ts T, Taj Ts T To 

|, i | M; Ml ] G- 10.8) 
称 为 WW 系数 , 它 由 6 个 不 可 约 表示 构成 , 也 可 称 6-T' $E, 与 SO(3) 的 67 符号 是 完全 
相 类 似 的 . 为 了 方便 , 通常 把 不 可 约 表示 P T.T ST ITU UN a, b, c, d, e, f, WJ W-# 
数 


r, r 723 T3 r, 723 73 r T; 


"(S J-A- 
($ b J ° Afs ° Avf? ° °) (3. 10.9) 
a B y aw e p Bp A6 ey 


1 ] a-a+b-Btc-y+d-8t+te-e+f-ý 


显然 它 的 非 零 条 件 是 : 
a@bəc, aQeəf, dQbəf, deae (3. 10. 10) 
在 上 面 讨论 中 没有 考虑 直 积 分 解 中 的 重复 出 现 问题 , 在 有 重复 出 现 的 情况 下 , W- 系 
数 的 定义 为 l 


"|° b °) = (- 1) 070+ -Bte-yrd-ôte-e+f-Y 
d e fips "im 


人 b °) (° É M 中 b ñ [° ° °) (3. 10. 11) 
a B y, `a e ji, \Ò B pae \ £ Yia 
如 果 某 个 直 积 没有 重复 出 现 , 那 一 位 的 相应 脚 标 字母 记 为 0. 


对 4 和 B 类 表示 
v|" i -) wi J. (3. 10. 12) 
即 了 系数 为 实数 ， 久 系数 与 6j 符号 一 样 有 很 好 的 列 置换 对 称 性 ， 即 
a b c b a c c b a 
wv ° Jl, 7 中 [s i 用 (3. 10. 13) 
其 中 
0 =m(abc)m(aef)m(dbf)m( def) = +1 
”和 对 称 性 
a c d ec a e 
l: i Jai N Jai N ol (3. 10. 14) 
0 为 一 相 因 子 . 还 具有 如 下 的 正 交 妇 一 性 质 ， 
or 人 rls open my 


其 中 
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1, a@bəc 


5(obo) = b a@b s c 


和 性 质 
opelope b ° apc_ wa e f 
Ser 有 只 em 
当 涉 及 到 4 个 不 可 约 表 示 耦 合 时 , 将 出 现 与 9 个 不 可 约 表 示 有 关系 的 天 系数 ,， 它 完 
全 类 似 于 S0(3) 群 的 9 了 符号 , 这 里 就 不 讨论 了 . 


3.11 O # Q V-# 2 #u W- # 3⁄ 


作为 点 群 C-G 系数 的 一 个 实例 , 本 节 讨论 0 群 的 关系 数 和 WRA. 
3.11.1 0 群 不 可 约 表示 直 积 分 解 

0 群 有 5 个 单 值 表示 , 即 4 ,42 , E, T,, T,, 它们 都 是 4 类 表示 即 实 表 示 , 还 有 三 个 
双 值 表示 , 即 E', EAU, 它们 都 是 B 类 表示 . 单 值 表示 为 4 类 表示 ( 即 Yx (g!) = 
1), DERRY BARRO EO (e) = - 1). - 

表 3.11. 1 给 出 了 不 可 约 表 示 直 积分 解 


表 3.11.1 0 群 不 可 约 表示 直 积 分 解 


TOT 
4 中 57 OT, 
A,@E@T OT, 
E'@U' 
raU 


TOT 
4,DEQOT OT, 
A, DEOT OT: 
E"@U' 
E'@U' 


E'OE'QU' 
E'OE"@2U' 
E'QE'®Q2U' 
EOT, OT, 
EOT, OT, 
A 4DE 
PT OT, 


E'@U' 
E"®U' 
A ®T, 
4T 


EOT, OT, 


E"@U' 
E'QU' 
AON 
4, en 


EOT OT, 


E'OE"®2U' E'QE'QU' 


3.11.2 O 群 不 可 约 表 示 的 标准 化 基 矢 与 不 可 约 表示 的 标准 矩阵 


1. 标准 化 基 矢 与 标准 化 基 矢 下 的 表示 适 阵 
在 (3.4.2) 节 中 已 给 出 了 0 群 单 值 不 可 约 表 示 的 表示 矩阵 和 相应 的 基 矢 , 这 些 基 矢 
为 : 
A, Ti: {x, y, z}, A, : xyz 
Ta: {xy, xz, yz}, E: 122 - 2 - y, 2 - 2] 
引入 球 坐 标 z = rcos0, x = rsingcosp, y = rsingcosp ,并 把 上 述 基 矢 归 一 化 , 得 到 
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P(o, p) = N. > = 


w“ (0, p) = N, F = 


Vein ?bcosbsinp = Y$ (0, @) 
T 


22 -x — 1 /5 
KPO, p) = N ESE = i fp Goo -1) = (0, o) 


2 2 
VE(0, p) = Ne = Esi bcos'p = Y> (0, p) 
P(O, p) = Nn Ž = /sinbgeosp = YL(0, p) 
3 . 
LATCA e) = Ny £ = /村 singcosp = Yi,(0, e) 


WCO, p) = Nn Z =, /Rcos0 = YA(0, p) 
yh _ xy _ 1 15 . 2 2 2 

p (0, p) 一 Nr, P 一 p% 4n” 0cos 9 = Y;,(0, p) 
P(O, p) = Ny # =, /asingcosbcosp = Y} (0, e) 


Vr(0, e) = Nr, Z- singeosOsing = Y? (60, 9) 
(3.11.1) 
因为 r=Vx +y +z 对 于 绕 通过 坐标 系 原点 的 任何 轴 旋 转 都 是 一 个 不 变量 , 因而 在 上 述 
归 一 化 过 程 中 把 原来 的 基 矢 除 以 r, r, r 等 并 不 改变 这 些 基 矢 在 点 群 0 作用 下 的 性 质 ， 
归 一 化 后 给 出 的 基 矢 是 正 交 归 一 的 , 即 
[I “g (0, p)” P (0, e)sin0d0do = ër,.8,, 


这 些 基 矢 实质 上 都 是 实 球 谐 函数 Y. (0, p) R Yn (0, p), Ya (0, e) Ya, (0, pg) 和 
Y-。(6, p) PRIR, Ya (0, 9) 为 相应 的 虚 部 , BH 


Y! (0, p) = (0 p) +YL (0, 9)] 


Y (0, 2) = LE[Y,(0, p) -中 (9, p)] 


由 于 球 谐 函数 Ya, 9) 是 正 交 归 一 化 的 , 即 


[D YP (0, e) YU, (8, p)singdody = 88, 


因而 实 球 谐 函数 也 是 正 交 归 一 化 的 . 
(3.11. 1) 式 是 0 群 不 可 约 表示 的 实 基 , 为 了 计算 方便 通常 对 不 可 约 表示 T, M T, 引 
人 复 基 . 不 可 约 表示 T, 的 复 基 的 定义 为 
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T) = _ TD lm) -il 


W (O, p) = i (0, e) = iY1(0, op) (3.11.2) 
n) = Ly Lymo iy 
pi (0, 9p) z" (0, p) a” (0, p) 
不 可 约 表示 T, 的 复 基 定 义 为 


ln ig lm) _ 2 
P (0, o) =- + ) = iY?(0, p) 
W? (0, 2) =i (0, p) = iY2 (0, e) (3.11.3) 
YP (0, p) = + 人 = iY2, (0, p) 
由 上 面 讨论 可 以 看 到 , 由 不 可 约 表示 T, 和 7 的 实 基 变 换 为 复 基 的 变换 矩阵 为 


i i 


| ° 2 
A= l 0 L 
2 g2 
0 i 0 


0 群 的 不 可 约 表示 标准 基 矢 取 为 P, P, PP, PP mE O, jm. 
gA], (P, WY, gn]. 
3.4.2 节 给 出 的 0 群 各 种 不 可 约 表示 矩阵 ,对 于 不 可 约 表示 4 , A, 和 E, 那里 使 用 
的 基 矢 本 身 就 是 标准 化 基 矢 Wt， ,( 名， 是 ) ,因而 它们 就 是 标准 化 表示 矩阵， 对 
于 不 可 约 表 示 和 抢 阵 需要 变换 为 基 矢 (村 ?) ， 凤 卫 ， 用 了 ) 和 (用 也 O) qm) FRE 
阵 , 这 种 变换 可 由 变换 矩阵 4 得 到 ， 即 
D™ (g) =A°D™ (g)A 
D™ (g) =A1D 9) (g)A 
HPD (g) #1 D 2 (g) RÆ 3.4.2 节 中 得 到 的 不 可 约 表示 T, 和 也 的 表示 和 矩阵 . 
2，0 群 标准 化 基 和 失 的 特点 及 时 间 反 演 相 因子 
1° 标准 化 基 矢 的 特点 
由 (3. 11. 1) 式 或 (3. 11.2) ，(3. 11. 3) 式 给 出 的 0 群 的 标准 化 基 矢 ， 是 由 1=0, 1， 
2, 3 的 球 谐 函 数 Y. (0, p) 的 线性 组 合 构成 的 . 而 球 谐 函 数 Y(9, p); m=1, 1-1, 
-中 构成 了 50(3) 群 不 可 约 表示 (7) 的 标准 基 矢 . 在 量子 力学 中 球 谐 函数 是 轨道 角 动 量 
FY? 及 其 子 分 量 L, 的 共同 本 征 态 ， 它 们 满足 方程 
| PYCO, 2) =KIU +1)Y'(0, p) 


. (3. 11.4) 
L,Y,(0, p) =hmY} (0, e) 
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LY! (0, e) = hmY!.( 0, 
人 na(0, @) = hmY,,( 0, @) (3.11.4) 


LLY.(0, 2) = h/(1 3 m) Utm + 1) Yi (0, o) 
其 中 
L. =Ë, +i, 
由 满足 方程 (3. 11.4') 的 函数 Y,(9, 9) 为 基 矢 , 可 得 到 SO(3) 群 不 可 约 表示 矩阵 . 
D(aBY)w, =e e dO, 


(D -= -1) V/G -m)l +m) !(l-m)!(l +m)! 
4 (0)... > ki/(I+m' -k)(l-m-k)!(k-m +m)! (3. 11.5) 


. (cos BTE sin 8” 


((3. 11.5) 式 的 推导 见 本 书 第 十 章 ). 也 可 以 证 明 , 如 果 S0(3) 群 不 可 约 表示 和 矩阵 具有 
(3. 11. 5) 式 给 出 的 形式 , 则 它 的 基 矢 一 定 满足 方程 (3. 11.4), 称 满足 (3. 11. 4') 的 函数 
为 SO(3) 群 不 可 约 表示 的 标准 基 矢 . (3. 11. 5) 式 描述 的 不 可 约 表 示 和 矩阵 为 标准 表示 和 矩 
阵 . 
由 SO(3) 群 的 标准 不 可 约 表示 矩阵 (3. 11.5) 出 发 利用 类 似 于 (3.9. 17) 式 的 S0(3) 
的 相应 公式 可 求 出 S0(3) 群 的 C-G 系数 (44, mm, LM) ,于 是 可 得 到 耦合 基 矢 , 即 
[YY], = > (hL, mm, | LM) Yr (0, e) Y (0, p) 


可 以 证 明 [YaY]4 也 满足 方程 (3. 11.4), Bp 
人 [YY2]5 =hm[YhYP]; 
六 [YY2]7 =k (L FM +1)G(L £M +i) YY] ha 
这 里 
L =L +f, , L.=(L.+L,) * (Ê, +L, ) 
因而 用 群 算 子 P( opy) 作用 于 耦合 基 矢 [YY2]5， 得 到 . 
P(apy)[Y"Y5], = $, D” (aby) unl Y Y2 li (3. 11.6) 


其 中 表示 和 矩阵 D(apBy) ww 也 是 (3. 11.5) 给 出 的 标准 矩阵 . 
由 于 0 群 标准 化 基 矢 是 S0(3) 群 标准 化 基 矢 的 线性 组 合 , 因而 由 这 些 标准 基 矢 得 到 
的 表示 矩阵 也 是 标准 化 的 . 利用 由 它们 得 到 的 O 群 的 C-G RRC T, yuya Ty), WE 
合 基 
[EPPP] = E (T T,, yya! Ty ger 


在 0 群 算 子 P(g) 作 用 下 为 
Po P] = D DO (eV YY] 


而 其 中 的 表示 和 矩阵 D) (g), ,与 (3. 11. 6) 式 一 样 也 是 由 标准 化 基 矢 得 到 的 表示 和 矩阵 . 
实际 上 O 群 是 S0(3 ) 群 的 子 群 ,SO(3 ) 群 的 不 可 约 表示 (7) 的 表示 空间 {Y;(9, p); 
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m=l, l-1, =, HTE 0 是 可 约 的 空间 , 它 可 约 化 为 若干 0 群 的 不 变 子 群 空间 的 直 
和 .比如 1 维 空间 Yo, 对 0 群 也 是 不 可 约 的 空间 , 它 给 出 0 群 一 维 不 可 约 表示 . 3 维 空 
间 {Y%; m=1, 0, -11 TE 0 群 仍然 是 不 变 空间 ,而 且 其 中 不 存在 其 它 不 变 子 空间 ， 
它 给 出 0 群 不 可 约 表示 T, 的 表示 空间 .5 维 空间 | Y; m=2, 1, 0，-1，-2| 对 0 群 可 
约 化 为 两 个 不 变 子 空间 , 它们 分 别 给 出 不 可 约 表示 EE 和 7T,. 7 HE2s BJ | Ya; m =3, 2, 1, 
0，-1，-2，-3} 对 于 0 群 可 分 解 为 三 个 不 变 子 空间 , 其 中 一 个 1 维 的 子 空间 给 出 不 可 
约 表示 A, 另 两 个 3 维 不 变 子 空间 分 别 给 出 0 群 的 不 可 约 表示 T, 和 7,. 可 以 证 明 利用 
WCO, 9p) 线 性 组 合 得 到 不 可 约 表示 T, MT 的 两 套 新 的 基 矢 , 由 它们 得 到 的 7 A T, 的 
不 可 约 表示 和 矩阵 与 由 标准 化 基 矢 (3. 11.2) 和 (3. 11.3) 得 到 的 表示 和 矩阵 是 完全 相同 的 . 
2° 标准 化 基 矢 的 时 间 反 演 性 质 和 时 间 反 演 相 因 子 
时 间 反 演算 子 玉 作用 于 时 间 无 关 的 函数 Ar) ETRAS RAA, B 
Kf=f" 
由 此 定义 容易 得 到 球 谐 函 数 的 时 间 反 演 性 质 
RY} =( -1)"Y n (3.11.7) 
利用 这 种 关系 可 以 研究 0 群 标准 化 基 矢 的 时 间 反 演 性 质 . 
KE = AD 
Kap = ipi) 
Ki = ypa 
RPE = jD 
这 表明 不 可 约 表示 A , A, E 是 实 基 , 它们 在 时 间 反 演 下 保持 不 变 . 
对 于 不 可 约 表示 T, A T, WER, 时 间 反 演变 化 为 
及 wm) = jm) 
Ku) 一 pD 
Kw = (T) 
Km) = pt) 
Rp» =- pD 
Kam = tT) 
H (3. 11. 9) 式 给 出 的 基 矢 的 时 间 反 演 性 质 
Ky = [ 1] D 
由 (3. 11. 8) 式 和 (3. 11. 9) 式 可 定 出 0 群 标准 化 基 矢 的 时 间 反 演 相 因子 , 它们 为 
(1) 不 可 约 表示 A, A, 和 E 是 实 基 , 因而 时 间 反 演 相 因子 [ -1]7 =1，[ -1]?=1， 
而 且 对 2 维 表示 E 的 两 个 分 量 (9, e) 有 8 =0, se 
(2) 对 不 可 约 表示 T, 和 7 的 复 基 , 时 间 反 演 相 因子 为 [ -1]7 = -1, P =T,, T, 
[-1]7= -1,y=1, -1. 


(3. 11. 8) 


(3. 11..9) 
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确定 基 矢 的 时 间 反 演 相 因 子 后 , 便 可 确定 标准 表示 和 矩阵 的 时 间 反 演 性 质 ， 以 时 间 反 
演算 子玉 作用 于 公式 
P(g) W = SDO (2), W 
得 到 
R- P(a) W) = >, DO (8); KE 


DOE D 
> 


H-+ K 5j B(g) 可 交换 , 因而 
R- Ple) PP =Ê. ED = P(a)[ - 1] 
=[-1] 7 E DO (g), 78 
因而 得 到 
[-1]J E DO (8), 5 = EDO (2); L - 177 

由 此 立即 得 到 ; ; 

D (g) =L-1 DOD) (e)z; (3. 11. 10) 
上 述 讨论 对 4 类 和 B 类 表示 是 正确 的 , 但 是 对 C 类 表示 , PERS CHARMRRE 
不 等 价 的 两 个 表示 , 因而 (3. 11. 10) 式 须 修改 为 

DOD(g); = [ -1 7 royptrt(g)y,; (3.11.10”) 
不 可 约 表示 TAT BARBER, 但 是 它们 并 不 等 价 , 而 对 AM B 类 不 可 约 表示 I= 
T'. 因而 (3. 11. 10) 式 是 (3. 11. 10') 式 的 特殊 情况 , 而 0 群 全 部 单 值 表示 都 是 4 类 表 
示 , 双 值 表示 为 B 类 表示 . (3.11. 10) 式 对 0 群 是 完全 正确 的 . 

3° 关于 SO(3) 群 标准 化 基 矢 时 间 反 演 问 题 的 说 明 
前 面 已 指出 SO(3) 群 标准 化 基 矢 为 YL (0, o), 但 它 的 时 间 反 演 性 质 为 
RY: =( -1)"Y. (3.11.11) 
通常 称 (3. 11. 11) RX SO(3) 和 群 标准 化 基 矢 的 Condon-Shortley 相位 规约 .但 是 容易 得 到 
RÍ YaY2]7 = ( _ 1 ye M[Yyiyh]k 
即 耦合 基 矢 与 基 矢 有 不 同 的 时 间 反 演 性 质 ， 为 了 使 耦合 基 矢 与 基 矢 有 相同 的 时 间 反 演 性 
质 , 后 来 把 球 谐 函数 Y. 归 一 化 常数 乘 以 (i)', 定义 
(0, p) =(D!YL(0, p) 
此 时 
KZ, =( -1) "gS 

以 ZCO, 9) 为 50(3) 群 不 可 约 表示 基 矢 所 得 到 的 表示 和 矩阵 仍然 为 (3. 11. 5) 式 , 但 是 使 
基 矢 与 耦合 基 矢 具有 了 相同 的 时 间 反 演 性 质 , 因而 函数 集合 | 2 (0, e) | E: 50(3) 群 空 
间 性 质 和 时 间 性 质 上 都 标准 化 了 的 标准 化 基 矢 . 由 (3. 11.2) 和 (3. 11.3) 式 可 看 到 , 0 群 
标准 化 基 矢 实际 上 是 { Zl 的 线性 组 合 ,因而 它们 也 包括 了 正确 的 时 间 反 演 对 称 性 . 


j 
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3.11.3 O 群 单 值 表 示 的 VRAH 


0 群 的 单 值 表 示 直 积分 解 中 不 包括 重复 出 现 , 因而 (3.9. 17) 式 中 不 包括 对 重复 指标 
i 的 求 和 , 把 表示 矩阵 的 时 间 反 演 性 质 (3. 11. 10) 式 代入 没有 对 i 求 和 的 (3.9. 17) 式 得 到 
决定 C-G 系数 的 (3. 9. 21) 式 和 决定 六 系数 的 (3.9.23) 式 , 即 
(7 T, uñ T, Dy 


y: y BIA h h» 
_ 1 (ri) (r) (ry) 
"20 É (g),. D É (g); , D n Eyn (3. 11. 12) 


可 以 证 明 O 群 C- 系 数 为 实数 ,因而 从 此 式 可 求 出 全 部 V-AR 
HR y, =i, Y=% V = ys BF, (3. 11. 12) 式 变 为 
v” T, Dy 


-1 (r) (T>) (T) 
y > Y 一 z4 > D ' (g),,>#D ? (8)»,nD i (g),,> 
1 2 3 


. (3. 11. 12’) 
由 此 可 看 到 庆 系 数 对 交换 T, T, MT, 具有 对 称 性 ， 即 交 换 P., r,, T, V-A zH 
不 变 , 只 差 一 个 因子 ( +1). 因而 对 r T,T, 进行 偶 置 换 V- 系 数 数值 不 变 , 因为 偶 置 换 相 
当 两 次 奇 置换 ，( +1)2 =1, 于 是 可 定义 


T, T, T 
"| ' 由 -PP 


r r, >) 
Yi Yj Yk 


Y1 y Ys 


Tr, BT 
(- Dy ' 2 °), ijk 28 123 的 奇 置换 
yi X Y% 


= . (3.11.13) 


r" É e) . jk 38 123 KRE 
Yy x Ys 


相 因子 ( -1)” 将 在 后 面 给 出 ，(3. 11. 13) 式 与 SO0(3) 群 的 3 了 符号 的 交换 对 称 性 是 十 分 
相似 的 , 即 . 


| f | (- Day Jı J2 J3 ): 让 为 123 的 奇 置换 

(2 J; *)= m m, m, 
(2 oaoa ): ük 38 123 的 偶 置换 

m, m, m, 

MEn) 归结 为 确定 ( - 1)" 
当 DPT; 互 不 相同 时 ， 对 相 因 子 nT) HRE, 有 一 定 的 任意 性 ， 但 是 对 于 
7(ITT;) 在 物理 上 有 特定 要 求 , 不 能 随意 确定 ， 比 如 
We (rr) = >S (TT, rir, | Tar) 有 (1) PE (2) 


m, m, m, 


第 三 章 ”点 群 的 不 可 约 表示 与 Clebsch-Gordan 系数 159 


r 了 


3 
5 Ts 


aT) Z nhe" EAKL AKCS 
T T 


= Zaro nee r woy wa) (3.11.13) 


两 个 等 式 代表 粒 子 1 和 2 相互 交换 坐标 ,因而 相 因子 nrn) 不 能 随意 指定 ,需要 根据 
物理 上 对 波 函 数 gu” (zr) 交换 粒子 坐标 的 奇偶 性 的 要 求 来 确定 . 

电子 除 坐 标 外 , 尚 有 自 旋 ,完全 的 波 函数 可 分 为 自 旋 和 轨道 两 个 部 分 的 乘积 ， 
(3. 11. 14) 式 只 是 轨道 部 分 . 两 个 电子 的 双 电 子 态 的 不 可 约 表 示 一 定 为 *"' 厂 (7?) ,其 中 s 
为 总 自 旋 , s =0 或 ;=1, 丁 为 7@r7 中 的 一 个 . 总 波 函 数 当 交换 两 个 粒子 (同时 交换 空间 
坐标 与 自 旋 ) 时 , 对 Femi 子 为 反对 称 表示 .而 交换 自 旋 对 * = 1 的 三 重 态 是 对 称 的 , 因而 
三 重 态 的 本 对 交换 坐标 就 是 反对 称 态 . 对 s =0 的 单 重 态 , 交换 自 旋 是 反对 称 态 , 因而 相 
应 卫 对 交换 坐标 就 是 对 称 态 . 由 于 Pali 原理 组 态 r JERK rS, s=1 fil s =0 B$, 
出 现 的 工 是 完全 一 定 的 . 

如 果 不 可 约 表 示 z 是 和 (7) 维 的 , +r 上 分 布 两 个 电子 可 能 的 状态 数 为 A(7)[2A(7) - 
1], 因而 


FAT) + ETAT) -PAOL zorr, r 


其 中 : 丁 为 允许 的 三 重 态 的 不 可 约 表示 , 厂 ' 为 允许 的 单 重 态 的 不 可 约 表 示 . 
对 于 ORAS e 和 组 态 i 可 能 得 到 的 状态 “六 (或 称 谱 项 ) 为 
es Al +'E +A, 
Ü— À, +'E +T, + T, 
因而 A, E, T, 对 交换 电子 坐标 是 对 称 态 ( 自 旋 单 重 态 对 交换 自 旋 是 反对 称 态 ) , A, MT, 
对 交换 坐标 是 反对 称 态 ( 自 旋 三 重 态 对 交换 自 旋 是 对 称 态 ). 这 可 记 为 
(-1UD2=(-!) =(-1)”=1,(-1)* = (-1) =-1 
在 确定 了 不 可 约 表示 的 奇偶 性 后 , 可 定义 m( T T,T,) A 
r, r, T, 


T; r; Ti 


(- De "| ): DTD,» DTT, 的 奇 置换 


r, r, r 
"| 1 2 
n n 六 


r, Tr c 


DTD 为 DP T,T; 的 偶 置 换 
] 
这 种 定义 保证 了 7 状态 的 奇偶 性 , 对 D: 不 同 的 情况 , 奇偶 性 没有 确定 的 物理 意 
义 , 只 是 一 种 明确 的 约定 . 
相 因 子 n (Tr, TT) KRPE 

n TTTs) = ( 一 了 人 全 (3.11.14) 
对 点 群 的 绝 大 部 分 情况 都 适用 , 只 是 各 别 情况 存在 例外 , 这 种 情况 是 当 7@7 包括 两 个 
二 ,而 其 中 一 个 属于 对 称 性 表示 , 另 一 个 属于 反对 称 性 表示 , 需要 对 (3. 11. 13) 式 加 以 修 
IE. 如 O 群 的 四 维 双 值 表示 U’, 在 U'@U' 中 出 现 两 个 于, 其 中 一 个 是 对 称 表示 , 另 一 个 
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是 反对 称 表 示 . 为 了 概括 这 种 情况 , 定义 


比如 对 


(3.11. 


下 面 给 出 了 O 群 的 单 值 表示 的 让 系 数 表 : 
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n TT,T;,) =( -1) n 5r T,T,), 


nl U'U'T,) =( -1)7+U+ng( U'U'T,), 
0(U'U'T,),=1 @0(U'U'T,),= -1 
15) 式 为 9 因子 的 普遍 定义 , 但 绝 大 多 数 情况 下 0( T T,T,) =1. 


al-al-al- 


Sal-al- 


7 8 5 
1, x riT2T3 为 10Í 的 偶 置 换 时 
Ennn F |- 1, rnn 为 101 的 奇 置换 时 
0， 其 它 情 况 
由 大 系数 表 利 用 定义 大 系数 的 (3. 9. 23 ) 式 就 可 计算 出 全 部 C-G 系数 了 . 


T, T, “evf” T, “=d 


n m r 


A, T, T, 
E V-EW3Erh "| kisa 
a Yy Y2 


1 


ñ r -EU 1 8: 
a y y ATM” 


这 个 公式 与 SO(3) 群 中 相应 的 3 了 符 导 类 似 , 即 


(3.11.15) 


(3.11. 16) 
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Ë j qr 
0 m m) ri ”* 
而 且 对 所 有 点 群 包括 恒 等 表示 A, 的 六 系数 均 可 由 (3. 11. 16) 式 表达 . 
系数 还 具有 性 质 
D r, r, T, T, T, 
Í i J | `) 


n m 3 r hn r 


mim2 


这 也 与 3 了 符号 的 性 质 
[ i j: J ) — ( _ Dao 


m, m, m, 


h JP °) 

m m, m, 

=(- aaaf” P É ) 
mo m, m, 

A, T T 

十 分 相似 , 3-; 符号 的 非 零 条 件 要 求 m +m, + m, = 0， 所 有 点 群 的 系数 | | ,| 


均 为 


3.11.4 O 群 单 值 表示 的 W- 系 数 


0 群 单 值 表示 的 直 和 不 存在 重复 出 现 问 题 , 因而 及 系数 也 没有 重复 出 现 标 记 . 利用 
已 得 到 的 六 系数 可 计算 出 更 系数 , W- 系 数 具 有 正 交 性 ， 


Laco whs ° [° i °] = BANN 1 (3.11.17) 


d e fi \d 
其 中 符号 
2) -| sof 
而 且 满 足 如 下 方程 
EA Dem 。 Pi ° Jeri 3 ^) (3.11.18) 


下 面 给 出 了 0 群 单 值 表示 的 W- 系 数 ; 


A, bc _ /(_ 13btd+e ey] 1⁄2 
w[°, I 由- 1) A CD)A Ce) | 128.8 6(bde) 


TT 1 ， 

号 7 7 JEF RETINET, ER. T, 

ñ E 中 = 去 É E 中 -去 É E “= 1 
A E El 2' \E EEl V? (T T T| 6 
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4 E Bj i À T, TA 1 (A T, DT L | 
Ë T, r)" 7 ñ T, MEE [z T, -3 
É T, r]: + É T, r) + (> T, =- 二 
E T, TJ 3 AT, T, T, 3 AT, T, T, 3 
(7 T, =- 十 É T, HEE [z E P) =o 
T, T, T, 3? R T, T) 3. EEE 
E E E 1 E E E 1 E E E 1 
(z T, rR (z T, r) IR (z T, r) = 了 
(> E ,= Ta Ë T, HEE Ë Ti 站 = 
T, T, T,) 2” VE T, T| Y VE T T, 
E T, T, l E T, T, 1 /E T T, 1 
P T, nj- -了 (z T, MEET Ë T, =- 
Ë T, 站 =0 Ë T, "J + (2 T, r ]= + 
E T, T, ' AE T, T| 3) AT T Tl 6 
E T, T, 1 E T, T, 1 E T T, ] 
四 T, r) 772 (z T, rE (z T, 2 
E T, T 1 E T Ta 1 E T, T, 1 
四 T, s: (z T, rE (z Tr 6 
E T, T, 1 E T T, 1- /E T, TA 1 
(z T, rE (z T, r 5 (z T, IEG 
(i T, 站 = 去 (i T, 省 =- 二 ( T, = 
T, T, T| C VT, T, T, 2⁄3 \T T, T| 6 
E T, T, I 
(z T, r] 77 


3.12 点 群 不 可 约 张 量 算 子 和 Wigner-Eckart 定理 


3.12.1 点 群 不 可 约 张 量 算 子 


前 面 讨 论 的 都 是 空间 变换 群 对 于 定义 在 这 个 空间 中 的 函数 的 作用 , 定义 为 群 算 子 
P(g) 对 函数 Ar) 的 作用 ， 即 
P(g)f(r) =f(g 1r) . | 
群 算 子 P(g) 同样 也 可 作用 于 定义 在 这 个 空间 上 的 算 子 Ü, 其 作用 为 ， 
P(e) : Ü: Êl) = Ü' (3.12.1) 


t 
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即 在 群 算 子 P(g) 作 用 下 , EAT Ô ZH O. 
Racah 在 研究 复杂 原子 光谱 理论 时 引入 了 S0(3 ) 群 的 不 可 约 张 量 算 子 的 概念 . 他 定 
义 由 (24+1) 个 算 子 组 成 的 一 组 算 子 {10 中 ;gqg = -k, -k+1, =, k- 1, k}, WREE 
$0(3) 群 的 无 穷 小 算 子 j,, Jo 作用 下 , 这 组 算 子 满足 条 件 
[f., 0] = q0 
| [j., ô: ] = [(k +q)(k +q + 1) J70 a 


则 称 { 好 | 为 80(3) 群 的 大 秩 不 可 约 张 量 算 子 . 可 以 证 明 , 关于 SO(3) 群 张 量 算 子 的 这 种 
定义 与 


(3. 12.2) 


Ê(R) + Ô, + PR) = Y, DOD (R) Ü, (3. 12.3) 
是 完全 等 价 的 , 其 中 D (R) 为 50(3) 的 不 可 约 表示 (上) 的 表示 矩阵、 因而 SOG) RE k # 
不 可 约 张 量 算 子 | 六, g = -下 ，- 开 +1， ,大 -1 在 也 可 由 (3.12.3) 式 定义 , HH P( R) 
是 50(3) 群 群 元 素 R(a, B, y) 相 对 应 的 群 算 子 . 
”把 (3. 12.3) 推 广 到 点 群 , 可 定义 点 群 不 可 约 张 量 算 子 . 


定义 3.12.1 点 群 G 的 不 可 约 张 量 算 子 : 如 果 有 一 组 (六 ) 个 算 子 1 ÔD, i=1, 2, 


ee ACMI ACU ARR Ç 的 不 可 约 表示 末 的 维 数 ) ) , 它们 在 点 群 算 子 P(g),geC 的 
作用 下 , 按 如 下 规则 变换 ， 即 


Plg) :Un Ple)? = EDO (g), OP (3. 12.4) 


T; 


则 称 算 子 { 人 ,i=1,2,…, AC ARAR G 的 不 可 约 表示 T 变换 的 不 可 约 张 量 算 
F. 


3S0(3) 群 的 不 可 约 张 量 算 子 1D9 | 可 由 C-G 系数 构成 耦合 张 量 算 子 ， 即 
[08061], = Y (KK, mm, | K,m,) Ü: De (3. 12. 5) 


“容易 证 明 耦 合 张 量 算 子 [ 060 De ] 5 仍然 满足 (3. 12. 2) 式 和 (3. 12. 3) 式 , 它们 仍然 是 


不 可 约 张 量 算 子 .对 于 点 群 G 的 不 可 约 张 量 算 子 也 可 由 点 群 C-G 系数 构成 耦合 张 量 算 
+, 即 


LÔ", 的] = X(T, nrl Tar) ÔD OR (3. 12. 6) 
rir2 
用 群 算 子 P(g) 作 用 (3. 12. 6) 式 得 到 
Plg) [DU OS. P(g) 
= (DD, nrl Tsr)Ple) Ô,” + P(g)"' .P(g)O0 Ple)? 
. r2 
5 È (iy, nnl Tars) D D gD gD Oe 
rt: rr 
把 (3.9.15) 式 代 人 上 式 , 得 到 
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A A) Aa) (T3) A . -1 
P(g) | [UFV U? ] Plg) 

=}, > (DT, rir; | Dars) D™® (g) gpa Or 
ri rj 


= SDV (g) p Ô, OW] (3. 12.7) 


这 便 证 明了 由 (3. 12. 6) 式 定义 的 耦合 算 子 是 群 G 按 不 可 约 表 示 T, 变换 的 不 可 约 张 量 算 
子 . 


3.12.2 ”点 群 不 可 约 张 量 算 子 的 Wigner-Eckart 定理 


计算 群 G 的 不 可 约 张 量 算 子 对 于 群 G 的 不 可 约 表示 基 矢 之 间 的 矩阵 元 , 在 量子 力学 
中 是 十 分 重要 的 ,而 这 种 矩阵 元 的 计算 存在 一 种 普遍 适用 的 规律 , 就 是 W-E 定理 (简称 
W-E 定理 ). 

对 于 50(3) 的 不 可 约 张 量 算 子 Ü: 和 不 可 约 表示 基 矢 PO 之 间 的 矩阵 元 , 存在 
S50(3) 群 的 W-E 定理 ， 即 


fw Ûzy ® dr = (him 1 Ü; | jm,) 
mdh k hA, | 
-Do 人 SCALAS (3. 12. 8) 
m, q m, 


RRG | Ë* |) 与 基 矢 和 算 子 的 分 量 m, , m, q ER, 称 为 约 化 矩阵 元 . 
点 群 同样 也 存在 类 似 的 W-E 定理 . 
定理 3. 12.1 点 群 不 可 约 张 量 算 子 的 Wigner-Eckart 定理 : 点 群 G 的 不 可 约 张 量 算 
F ÛP(i=1,2,3, =, A( 丁 ) ) 对 于 点 群 不 可 约 表 示 基 矢 P, P? WERTH 
(ET DDT HY = [o O pdr 


p r, T'Y N 
= 2,(- | _ ] (ger) ÔD | ey, (3.12.9) 
i Ti r, q; j . 
其 中 《站 DDD || roy. 为 约 化 矩阵 元 ,对 7 的 求 和 表示 对 直 积 T QT, 中 重复 出 现 
的 T HITRA. 
WRON 不 包括 重复 出 现 的 古 , 则 (3. 12. 9) 式 没有 对 7 的 求 和 ， 如 果 不 可 约 表 
示 六 和 疡 均 为 4 和 如 类 表示 , Wr =r, Pt =r, (3. 12. 9) 式 中 的 了 系数 简化 为 
T' T, AT BJ V-A% 
证 明 EEn DOD I OC | Or) 是 一 个 数 ， 因 而 在 群 算 子 作用 下 不 变 , B 
(W ODI pY =(W 1 Plg) -POP Ple) .Plg)! qeroy 
按 定义 可 得 到 
(Co OD 1 gm) 
= F D (g); DE) i D (2), P I OPI 2 (3.12.10) 


rigi”? 
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由 公式 (3.9.23) 得 到 
二 i ED (a) p (ed (8) 


"C pensay lU, T, 人 r, r ] 
n r, 72 g; ñ 


因而 (3. 12. 10) 变 为 
OQ | UP | pd y 


D r, rY 
-goor _ J 
’ rı 72 q: 


。 Eo É AKAL ô? 1 p) 
n! ; Z 


riragi r. q 
显然 上 式 求 和 号 后 面 的 部 分 与 分 量 nng 无 关 , 因而 定义 
(O| Or | goy, 


= > (- Den É r° Je: 0 I vP), 


rrai r, r, qi 
于 是 
(WP™ l DTI pay 
= gone” T, Ne 10° pey, 
i n m qi) 
这 就 证 明了 W-E 定理 . 


对 于 4 类 和 B 类 不 可 约 表示 基 矢 的 时 间 反 演 规约 要 求 
KD =[ -117 
不 可 约 张 量 算 子 的 时 间 反 演 规约 为 
RÔP R =[ -1]7107 
因而 容易 得 到 约 化 矩阵 元 具有 性 质 
(E ÔD NPY) = (00 | 0 | qeroy, 
在 得 到 上 式 时 利用 了 
[,. T, r") I -se 人 T, s) 


mm n Bj; r, Tr, rs, 
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(3.12.11) 


(3. 12. 12) 


(3. 12. 13) 


(3. 12. 14) 


这 表明 4, B 类 不 可 约 表 示 的 约 化 矩阵 元 为 实数 , 但 是 对 C 类 表示 , HT T'* 5r AS 


价 , 因而 约 化 矩阵 元 
¿r I DD | pa * = (ti) I DT) | pnoy 
不 一 定 是 实数 . 


(3. 12. 15) 
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(3.12. 9) 式 给 出 的 W-E 定理 说 明 点 群 不 可 约 张 量 算 子 与 不 可 约 表示 基 矢 的 矩阵 元 
可 分 为 两 部 分 , 第 一 部 分 为 与 张 量 算 子 性 质 无 关 而 由 群 对 称 性 决定 的 六 系数 , 而 第 二 部 
分 由 具体 张 量 算 子 决定 的 约 化 矩阵 元 , 因此 , 通常 称 -系数 部 分 为 几何 因子 , 约 化 矩阵 
元 为 物理 因子 . 


3.12.3 耦合 不 可 约 张 量 算 子 的 Wigner-Eckart 定理 


为 了 简单 假定 直 积 没有 重复 出 现 , 于 是 对 于 耦合 张 量 算 子 
[Pe 00) 9 = Y Cuin, pip. | mp) Nm Vr 


作用 于 耦合 基 矢 
PD (TT) = Y (zr, rr Í Ty) PY gC) 
它 的 矩阵 元 按 W-E 定理 为 
CPRD (rira) | [APOD] PE (z 7;)) 
T, T, w 
-Ce _ ) 
Qa o P 
(VO rr) (EEROR ] (rr)) (3. 12. 16) 


如 果 算 子 AO 和 名 沁 分 别 作用 于 基 矢 中 r, 71, n, r 所 在 的 空间 , 则 把 不 可 约 算 子 和 
基 矢 展开 , 于 是 


(PË Cira) | [|C 06) Je D Cri) ， 
=> > x [- 1 *[AG(2)A(T)A(T,)]z 


rir2 riy 9192 

Tnn T in T T 
w OD T EME T T ova neo vied 

rr r m, rr r, o) h P 

Ti+T>-ar+2T>+T2-e2+2T+w-=, ⁄ ty P n : 

y y y [- Anania PTAA a EV | 
nr rir 2! n m 0 
r Tz 关机 T2 -)- 1)™ tm e7 1 Ti "J 

T mn G, a % P R Q 

, * 

T T T: A Ó 1 2 
wm | wewe) (3. 12.17) 

R n Q . 


把 (3. 12. 16) 式 和 (3. 12. 17) 相等 起 来 ,两 端 乘 


(Dna T, T, 7 


并 对 a, Q RM, 可 得 到 
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(WT (TiTa) | [ Kr) p2) 1" | Tr) lrir ) y 
= > > > > [ _ 1] e222 tt pt tg tma 


rir2 rlry 4192 alG2 


eSATA ACT) 
i 中 T mfi ý “M. m N 
mm QA rr r ë œ% a h2 P 


. 中 Ti KE T, =) (7 T, 9 
T, r qı r, r; q; a o Pp 
. (gp g pen pen l UD pb y 
{Tn T, T 
A z; she 
T T, a . 
其 中 出 现 的 和 蕊 系数 的 定义 , 与 S0(3) 群 的 97 符号 相 类 似 , EET Z RI k kap a8: 
《 配 位 场 理 论 方法 》. 
于 是 耦合 张 量 算 子 的 W-E 定理 可 直接 写 为 
CPCT) a | [P7 VA | (T1772) a) 


T, T, w 
EVAT DATA -115v ) 


* 


Ci y P 
m Tm 
, Ti gy2 alai) CT2) (71) (72) 
Xr = m KEPTI | Po (3. 12. 19) 
D T, T 


在 上 述 各 式 中 均 未 包括 重复 出 现 的 情况 , 如 有 重复 出 现 应 加 重复 出 现 脚 标 并 求 和 . 
而 且 上 面 公式 只 适用 4 和 B 类 不 可 约 表示 , 对 C 类 表示 要 相应 注意 T rR, 此 时 
相应 的 公式 变 为 
CPCT) R | [EPO] Prr) 


= ACD JACI JAC T) L _ I 


QI e q 


T, ”| 


T Ti ` 
iñ 1 | Pp | pen pen ppg (3.12. 19°) 
Pt T, a’ 
很 多 情况 下 


一 — — .— — — 
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Aln) (1) 3 A Alm) (21) 
[PU g J = > (mp, Tp: | Aa) ls, Vo 
， PR 


由 于 


(pi > Wap2 lA,a) -A 1 ] m 0 
因而 通常 表示 为 


VACm)L FD pn J“ 一 y [ _ 1] pE” = pun . pen 
P 


在 这 种 情况 下 
(Horr) O . É 1 Prin) a) 
= Ôr r Ôa [ -1 ] i++ ál Ti | Ti T 
T 7T Ti 


(pp | pe gee | pb gb (3. 12.20) 
式 中 利用 了 
D T, A, 8 8 1 [ 1]" +a 
a om aj “P SAT) 
和 : 
Tonm `. ra 
; . Ti Ti T 
Xx T, ° 72 T =| 7 | 
. T x T, 
T, T, A, ' 


点 群 G 的 各 种 W-E 定理 与 SO(3) 的 相应 定理 是 完全 平行 的 ,只 是 把 3 了 符号 换 成 了 
六 系数 ; 把 9j 符号 换 成 了 XX- 系数 ; 把 67 符号 换 成 了 WRA, RIEBER F RIR E 
反 演 相 因 子 [ -1] *? 和 重复 出 现 须 附加 一 定 脚 标的 问题 . 


第 四 章 ”点 群 表示 理论 
在 分 子 结构 中 的 应 用 


分 子 是 由 若干 原子 核 和 电子 构成 的 一 个 稳定 的 量子 体系 , 在 理论 上 处 理 这 类 多 粒子 
体系 需要 量子 力学 知识 ，1927 年 M，Heiter 和 F. London 用 量子 力学 研究 氨 分 子 , 开创 
了 利用 量子 力学 研究 分 子 结构 的 先河 , 后 来 逐步 发 展 成 了 理论 化 学 中 的 一 个 重要 分 枝 学 
科 一 一 量子 化 学 . 

分 子 是 由 原子 核 与 原子 核 间 的 相互 作用 , 原子核 与 电子 间 的 相互 作用 以 及 电子 与 电 
子 间 的 相互 作用 而 形成 的 稳定 体系 ， 由 于 原子 核 质量 比 电子 质量 大 得 多 , 作为 初级 近 
似 , 可 忽略 原子 核 在 它 的 平衡 位 置 附近 的 运动 ,而 认为 它们 是 不 动 的 , 形成 了 分 子 的 固 
定 骨架 ， 这 种 分 子 骨 架 有 一 定 的 对 称 性 , 这 种 对 称 性 可 由 一 定 的 点 群 来 描述 . 由 于 固定 


骨架 的 对 称 性 必定 制约 了 形成 分 子 的 电子 的 运动 , 因而 点 群 对 于 研究 分 子 结构 是 一 种 十 


分 有 用 的 数学 工具 . 

从 量子 力学 来 看 , 分 子 结构 的 问题 归 之 于 求解 一 定 结构 的 Schrodinger 方程 . 分 子 结 
构 的 点 群 对 称 性 必然 导致 Schrodinger 方程 的 特定 对 称 性 ， 而 物理 体系 的 对 称 性 , 反映 在 
描述 这 个 体系 的 Schrodinger 方程 的 对 称 性 上 ， 因而 群 表示 理论 与 量子 力学 之 间 存 在 着 密 
切 的 关系 ， 从 而 在 本 章 中 首先 讨论 群 表示 理论 与 量子 力学 中 Schrodinger 方程 的 一 般 关 
R, 然后 再 研究 若干 点 群 表 示 理 论 与 分 子 结构 问题 之 间 的 密切 联系 . 


4.1 Schrodinger 方程 及 其 对 称 群 


在 量子 力学 中 , 一 切 物理 量 都 用 一 定 的 厄 米 算 子 描述 ,所谓 厄 米 算 子 ,就 是 这 个 
算 子 的 厄 米 共 轿 P' 等 于 它 自 身 , ED 
P=P: (4.1.1) 
量子 体系 的 定 态 Schrodinger 方程 为 
BV. =E F.,, n=l,2, (4.1.2) 
EPAF Â X Hamilton AF, 它 在 物理 上 描述 体系 的 总 能 量 , E, 为 实数 ， 即 能 量 本 征 
值 , 本 征 向 量 Y, 为 体系 的 波 函数 . 通常 体系 的 能 量 本 征 值 是 简 并 的 , 即 同一 个 能 量 本 征 
E, 也 可 对 应 几 个 本 征 向 量 于 ,为 了 区 别 这 些 本 征 向 量 , 引入 一 个 量子 数 入 , 把 同一 
本 征 值 ,的 不 同 本 征 函 数 记 为 V... 于 是 方程 (4. 1.2) 可 写 为 
ÂP, =E V... A=1,3,.,1 (4.1.3) 
i 称 为 能 量 本 征 值 5, 的 简 并 度 . 
Schrodinger 方程 (4. 1. 3) 是 建立 在 Hilbert ZAER, Hilbert 空间 是 完备 的 内 积 空 
间 , 是 无 限 维 的 空间 .内 积 的 定义 为 
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(f, g) = Jr zar (4.1.4) 


其 中 f, g 是 Hilbert 空间 中 的 任意 两 个 元 素 , 一 般 称 为 Hilbert 空间 的 向 量 , 积分 区 域 是 
函数 /和 g 的 定义 域 . 但 是 作为 近似 , 所 有 的 具体 物理 问题 都 是 在 Hilbert 空间 的 一 个 有 
限 维 子 空间 ( 称 为 模型 空间 ) 内 进行 求解 . 求解 Schrodinger 方程 , 在 这 个 有 限 维 的 子 空间 
rB, 如 果 选 定 一 组 基 矢 (el , e;，…, e,)， 则 Hamilton 算 子 表 现 为 x xn 的 厄 米 矩 阵 . . 

对 于 作用 在 Hilbert 空间 的 ” 维 子 空间 ( 即 n 维 内 积 空间 或 n 维 西 空间 ) 的 任意 算 子 
Ê, 在 这 个 空间 上 的 表示 为 上 xz 的 矩阵 RAT Ê EATER e 得 到 一 个 上 它 也 是 
这 个 维 内 积 空 间 中 的 一 个 向 量 , 必然 可 由 基 矢 (el, e,，…, e.) 的 线性 组 合 表示 ， 即 


Pe, = > Pe; 
由 此 就 得 到 了 n x n 的 矩阵 
Pa Po ` Pa 
P=|: io o 
Pa Po `. P,, 
AT P AAT P 的 表示 和 矩阵. 


描述 物理 量 的 厄 米 算 子 , E n 维 内 积 空间 为 nxn 的 厄 米 矩阵 所 表示 ， 即 
Pn P; °. Pn 
| : |: : | P, P; =P; (4.1.5) 
Ph Pa + Pa 
下 面 证 明 有 关 厄 米 算 子 的 一 条 定理 . 
定理 4.1.1 尼 米 算 子 的 本 征 值 为 实数 , 不 同 本 征 值 的 本 征 向 量 相互 正 交 . 
证 明 设 算 子 户 是 厄 米 算 子 , BD P =P: , 本 征 方程 为 
Py = À, Pa (4.1.6) 
它 与 的 内 积 , 按 内 积 定义 为 - 
. (PW, Pav) =A, Pas Prw) =A (Pa, Por) (4.1.7) 
取 Pov = Pa, 则 本 征 值 A, 为 


A” _ (By,,, Pa) 


T AE A) (4.1.8) 
取 内 积 . 
(Pas PW.) = (W, A...) =A (Pa, Pa) 
即 
_ (Pas Py,,) 
A Ñ) (4.1.9) 


(Pa ÊP) = (PPa, Pa) ` 
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这 就 证 明了 
2 (4.1.10) 
即 本 征 值 A, 为 实数 . 
JR Pn TET 于 ,而 是 另 一 个 本 征 值 A 的 本 征 向 量 (A, Ar) hF Ê EEKE 
子 , 则 (4. 1.7) 式 左 端 
(PPn, Pye) = (T... PE) SAn Pus Por) (4.1.11) 
于 是 由 (4. 1.7) 式 和 (4. 1. 11) 式 得 到 
(À, Anw) (Pas Paw) =0 
因为 A, 关 和 ,必然 要 求 
(Pas Pup) =0 (4. 1. 12) 
从 而 于;， 业 ,相互 正 交 , 这 就 证 明了 这 个 定理 . 
由 这 个 定理 得 到 Schrodinger 方程 (4. 1.3) 不 同 本 征 值 的 本 征 向 量 是 正 交 的 . 同一 本 
征 值 的 个 简 并 的 本 征 向 量 , 也 可 正 交 化 (如 用 Schmit 方法 把 它们 正 交 化 )， 于 是 Schro- 
dinger 方 程 (以 及 所 有 厄 米 算 子 的 本 征 方程 ) 的 全 部 本 征 向 量 都 相互 正 交 , 而 且 归 一 化 
的 . 如 p. 是 非 归 一 化 的 , S 
LA 
e. (CD,, W.) 
则 
(@,, Pa) s y 多 ) =1 
在 第 一 章 中 已 指出 对 于 正 交 归 一 化 基 矢 (ef ，e ，…， e.) 作用 于 这 个 空间 上 的 所 有 线 
HERRAT Ê 的 表示 矩阵 都 是 西 和 矩阵 
三 维 实 空间 中 的 线性 变换 群 G, 群 元 素 为 g, CE n - 维 酉 空间 的 表示 为 mn x n 的 本 
矩阵 (z) (前 面 曾 记 为 了 , 现在 及 以 后 , 不 再 区 分 算 子 声 和 表示 抢 阵 二. 如果 它们 和 
Hamilton 算 子 六 对 易 ， 即 
.P(g)=P(g) -Ê 
或 
Ê(g)- Â- P (g)=Ë, geC (4.1.13) 
则 称 Hamilton AF Ë RARE G 的 对 称 性 或 者 说 群 6 是 Hamilton 算 子 的 对 称 群 . 
容易 看 到 ,对 Schrodinger 方程 (4. 1.3) 有 
Plg) -By, =Ê- Plg)w =E lg) Pa | (4.1.14) 
这 表明 若 PaE Ñ HKEY E, 的 本 征 向 量 , M| P( z) 多 ,也 是 立 的 本 征 值 为 已 的 本 征 
向 量 . 
由 此 可 得 到 下 面 重要 的 结论 : 
(1) 若 Hamilton 算 子 具有 群 G 的 对 称 性 , 它 的 某 个 本 征 值 E, 是 非 简 并 的 , 则 本 征 
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函数 Y, 一 定 是 群 G 的 一 维 不 可 约 表示 的 基 函 数 . 因为 B(g) V. 仍然 是 本 征 值 为 E, 的 本 
征 向 量 , 而 非 简 并 的 本 征 向 量 只 能 相差 一 个 相 因子 ， 即 
P(g) Y, = eee, 
这 恰 是 群 G 的 一 维 表示 . 
(2) 车 本 征 值 是 简 并 的 , 简 并 度 为 1, 则 1 个 本 征 向 量 W. (A =1, 2, …, 门 构成 群 C 
的 7 维 表示 的 基 函 数 ， 因 为 本 征 值 已 的 1 个 条 并 的 本 征 向 遇 任 意 线 性 组 合 仍然 是 本 征 
值 E, 的 本 征 向 量 , 即 


P(g) Ya = FAP Ce) v, 


ARP (g) TERE G KI 1 ERRER. 
这 个 1 维 的 表示 可 能 是 不 可 约 的 ， 也 可 能 是 可 约 的 若是 可 约 的 , 则 1 维 的 子 空间 还 
包括 若干 个 群 G 的 不 变 子 空间 , 每 个 子 空间 荷载 群 G 的 一 个 不 可 约 表示 . 
如 氢 原 子 的 Schrodinger 方程 就 是 说 明 这 一 问题 的 例证 ， 当 无 自 旋 作 用 时 , 氧 原子 的 
定 态 Schrodinger 方程 为 
_ PË v2_ È 


r 


Hv(r) =E,.V(r), Ë= 
本 征 值 为 
E, n=1,2,-- (为 常数 ) 


本 征 向 量 为 

Yun (rT, 0, Y) =R,(r)X,,(0, Y) 
因为 氨 原 子 具有 S0(3) 群 的 对 称 性 , 它 的 本 征 向 量 是 简 并 的 , 同一 本 征 值 E. 的 简 并 本 
征 向 量 构成 S0(3) 群 表示 的 基 范 数 . SO(3) 群 不 可 约 表示 由 i 描述 , 以 1 描述 的 不 可 约 表 
示 的 维 数 为 22 +1, 它 的 分 量 用 m 描述 . 对 一 定 1, m= -l, -l+1,,0,1, =, L B 
而 前 面 给 出 的 同一 能 量 本 征 值 E, 的 简 并 本 征 向 量 包括 1=n -1, n -2, …, 0, 它 的 简 并 
度 为 


n=l 


= (4+1) 


这 个 简 并 本 征 矢量 荷载 了 n 个 S0(3) 群 的 不 可 约 表 示 1=0, 1 =1, …, 1=n -1， 函 数 
Ym (9, p) Æ S0(3) 群 不 可 约 表示 (1) WER. ' 

从 本 质 上 看 本 征 值 的 简 并 起 源 于 对 称 性 ,因而 可 用 对 称 群 的 不 可 约 表示 标记 本 征 
值 , 这 种 简 并 称 为 固有 简 并 . 像 氢 原子 同一 本 征 值 包括 多 种 S0(3) 群 的 不 可 约 表示 1 的 
简 并 , 通常 称 为 偶然 简 并 . 一 般 来 讲 , 这 种 简 并 的 背后 还 有 尚未 发 现 的 对 称 性 , AFA 
原子 能 级 的 偶然 简 并 问题 本 书 第 十 四 章 将 进一步 讨论 . 

Schrodinger 方程 (4. 1. 3) 只 对 握 原 子 或 谐振 子 等 最 简单 体系 才 存在 解析 解 ,而 对 多 
粒子 体系 根本 无 解析 解 , 通常 是 根据 具体 物理 体系 选择 一 定 Hilbert 空间 的 有 限 维 子 空 
间 L"( 即 模型 空间 ) 寻 求 近似 解 . 在 维 模型 空间 上 , 选取 一 组 正 交 归 一 化 基 矢 (/ , far 
"o, f). 这 时 本 征 向 量 为 模型 空间 的 一 个 向 量 , 在 这 组 基 矢 下 它 可 表示 为 
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= Yel, (4. 1.15) 
于 是 方程 (4.1.3) 变 为 
Ñu, = Y a Bf, = E, > a 
计算 上 式 与 矿 的 内 积 , 得 到 ü ü 
(6, ñw.) = Y. a? (6, Bf) 


=E, $ al (6, f) = a”? E, (4. 1.16) 
P, Êf) H Hamilton AFERRZ A LKHRRERKEET, 一 般 记 为 
(£, BF) = [f° Bde = G1 HL i) 
Hamilton 矩阵 为 
f=[ OIHIi)] (4.1.17) 


这 样 求解 微分 方程 (4. 1. 3) 的 问题 在 选 定 模型 空间 下 变 成 了 求解 线性 齐 次 方程 组 
(4. 1. 16) 的 问题 ， 即 


a) [(11 HI i) -8E,] = 0 


wW[(21 HIi —8.E J] = 0 
X af [<21 i) — BoE,] (4.1.18) 


seeeesseeseesaessesseeeeeeeseeegeeseeee 


Y aP [Cn] HI i) - 5,8,] = 0 
由 线性 齐 次 方程 的 克拉 姆 定理 , 线性 齐 次 方程 组 有 解 的 充 要 条 件 是 系数 行列 式 为 0, BD 
detl Ê ~ E, Ë | =0 (4.1.19) 
其 中 万 为 n 维 空间 的 单位 矩阵 . 方程 (4. 1.19) 称 为 本 征 方程 或 久 期 方程 , 由 它 决 定 本 征 
值 E,, 然后 代入 方 程 (4. 1. 18) , 再 求 出 系数 af ,就 得 到 了 本 征 向 量 . 
如 果 体 系 具 有 某 个 群 G 的 对 称 性 ,可 以 首先 把 模型 空间 作为 群 G 的 表示 空间 , 建立 
TE G W n 维 的 表示 DO. 它 通常 是 可 约 的 , 把 它 约 化 为 不 可 约 化 表示 的 直 和 ， 即 
D® = > Dalı, n= Xa A(T',) 
DO 为 在 模型 空间 L” 上 建立 的 群 G 的 表示 , T. 为 群 6 的 第 i 个 不 可 约 表示 , A( T, ) 为 
不 可 约 表示 T, 的 维 数 , a 为 不 可 约 表示 D 在 D" 中 出 现 的 重复 度 ， 第 个 重复 出 现 的 
不 可 约 表 示 T 的 基 矢 为 
IP; = 1,2,. . A(T;)} (k=1,2, =, a) 
于 是 空间 L) HLRERAA 
LHP Ij=1, 2, =, AG(T);k=1l,2,,. a i=1, 2, =, l) 
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它们 都 以 对 称 群 Ç 的 不 可 约 表示 标记 . 
根据 不 可 约 表示 基 矢 的 正 交 性 , 不 同 不 可 约 表示 的 基 矢 是 相互 正 交 的 , 同一 不 可 约 
表示 的 不 同 基 矢 是 正 交 的 ， 因而 这 些 不 可 约 表示 基 矢 具有 如 下 性 质 : 
(有 和) apr dg E, pri) (4.1.20) 
如 果 用 某 种 方法 把 模型 空间 LO 分 解 为 群 G 的 不 可 维 表 示 的 直 和 空间， 找到 了 和 群 Ç 
的 全 部 不 可 约 表示 的 基 矢 
2 
在 这 组 基 矢 中 求解 Schrodinger 方程 (4. 1.3) 将 十 分 简单 . 即 
ñr =E(T®) g” 
本 征 值 以 不 可 约 表示 TO 来 标记 .如 果 存 在 偶然 简 并 , WET E( Ti ) 相同 . 
一 般 来 讲 , 在 对 称 群 C 的 不 可 约 表示 基 函 数 构成 的 基 矢 中 ，Hamilton 的 矩阵 元 具有 
性 质 : 


(a) (a) 


(WP, ) = 8p, rŠ, ne , Agi) (4.1.21) 
即 Hamilton 矩阵 是 准 对 角 化 的 ， 只 有 相同 不 可 约 表示 的 基 函 数 间 才 有 非 零 的 矩阵 元 ， 因 
而 将 大 大 简化 求解 本 征 方程 (4. 1. 18) 的 工作 . 这 是 群 论 在 量子 力学 中 应 用 的 一 个 重要 方 
面 . 


4.2 投影 算 子 与 对 称 性 匹配 基 拓 


WR n 维 模型 空间 LO 的 基 矢 为 ( 贱 , 户 ， …, f.) ,这 个 空间 可 约 化 为 Hamilton 算 子 
的 对 称 群 G 的 不 可 约 表示 空间 的 直 和 ， 即 
L® = $, QL” (4.2.1) 
Hh LO HR G 的 不 可 约 表示 T, 的 表示 空间 ， 若 不 可 约 表示 在 约 化 中 重复 出 现 , 则 (4. 
2. 1) 式 变 为 
) <= y er | (4.2.2) 
空间 维 数 ”为 | 
n = J, a A (T) . (4.2.3) 
a; 为 不 可 约 表示 T, 出 现 的 重复 度 , k=1, 2,… ,a;、 于 是 在 空间 L" 中 得 到 一 组 以 群 6 
不 可 约 表示 标记 的 基 矢 . ` 
pph j=1, 2， ``. à(T;); k=1, 2, tty G;; i=l, 2, “> H 
I 为 群 G 不 可 约 表示 的 数目 . 称 这 组 基 矢 为 对 称 性 匹配 的 基 矢 ,它们 是 基 矢 (fi, fh,，…， 
太 ) 的 线性 组 合 。 这 两 组 基 矢 由 一 个 矩阵 相互 变换 ，: 
4.2.1 投影 算 子 


定义 ” 称 如 下 的 算 子 为 群 G 的 投影 算 子 , E 
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PP = MP ED (es P(O) (4.2.4) 
或 对 角 元 投影 算 子 
PD = AC pn (e); Ple) (4.2.4') 


Rh DO (g) HE C ER g 的 不 可 约 表示 本 的 表示 甜 阵 , P(g) 为 群 C 作 用 于 空间 Lm 上 
HAT, 为 群 C 的 阶 . 
下 面 讨论 投影 算 子 Pn 的 性 质 
1. 投影 算 子 本 身 的 性 质 
投影 算 子 ( Pn)? -AP ,这 是 投影 算 子 的 基本 性 质 , 由 定义 可 以 证 明 这 一 点 即 
(BD = MPD y pt (ep Cg) P(e) Pe) 


geCGg eG 
而 算 子 之 积 为 
P(g) :P(g’) = P(g:g') = P(g’) 
Z =g°8 
z = z. m 
因而 上 式 变 为 
ceny ATË y pe (gD (eo) (e) 
N SECB eG 
而 


D (g7 2) =[DP (g>) DD (g) 1; 
= EDO (e) DO (hi 
把 此 式 代 人 上 式 , 利用 不 可 约 表示 的 广义 正 交 定理 得 到 , 
BOY HEE ED ep" (e) pt (e; PC 
AC y Y s pt (eÊ) 
=P (4.2.5) 
利用 类 似 的 方法 可 证 明 
PDB =0  (r#T') (4.2.6) 
即 不 同 不 可 约 表示 的 投影 算 子 是 相互 正 交 的 . 
2. 投影 算 子 作用 于 任意 函数 的 性 质 
ZALO PERRE y, 都 可 展开 为 对 称 性 匹配 的 基 矢 的 线性 组 合 , B 
y= Sad (4.2.7) 
Ha 


以 投影 算 子 ÊP EMEF y, 得 到 
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2 rb ñ rt 
pny P ) Pen rb 
= y b AGIS pin (O); PG ay wb 
ES geb 


ya tb MOD y pn (e); Xp (y. w 
Tř a; geç 
由 不 可 约 表示 的 广义 正 交 定理 ， 
Ay DP (g); D (e)p; = Òr, rtdpdo, 
于 是 . i 
PDNy = F agd (4.2.8) 
(4. 2.8) 式 说 明 : 
(1) 若 不 可 约 表 示 丁 在 L" 空间 中 没有 重复 出 现 , 即 a 中 =1, WI PP EATS 
L" 中 的 任意 向 量 y, 得 到 小 FE 于 站 的 成 分 , BA y 中 投影 出 PD; 
(2) 若 不 可 约 表示 本 是 重复 出 现 的 , PP 作用 于 任意 向 量 消 ， 则 从 中 投影 出 所 有 重 
ERK T HRA Y of 六 À. | 
这 正 是 称 算 子 Pn 为 投影 算 子 的 原因 . | 
如 果 构 造 出 投影 算 子 Bi?, 就 可 容易 利用 这 些 算 子 从 L" 的 向 量 中 投影 出 对 称 性 匹 
配 的 基 矢 , 投影 算 子 是 寻求 对 称 性 匹配 基 矢 的 有 力 工具 . 


从 (4. 2. 4) 式 可 看 到 定义 投影 算 子 需要 群 G 的 表示 矩阵， 因而 构造 投影 算 子 比较 麻 
烦 . 但 是 可 定义 一 种 不 完全 的 投影 算 子 ， 即 令 


PD = DPP = ALE EP) (4.2.9) 
BPO 为 不 完全 的 投影 算 子 ,又 称 特征 标 投影 算 子 . 
把 Btm 作 用 于 任意 向 量 少 得 到 


PO) = y arb PD ph 
rh 
A (T 4 . À š 
AI af? DAO ()b() wb 
iJ < 


_ACT) (rh TD): rb rb 

= 全 六 2o; ZX (E) ED E)E 
由 于 

NOOT = Srridy 


geG 


因而 : 
P D = y am gb (4.2.10) 


k,j 


` 
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这 说 明 不 完全 的 投影 算 子 PO 可 从 任意 向 量 少 中 投影 出 不 可 约 表示 基 矢 用 ”的 线性 组 
合 , 然后 再 利用 完全 的 投影 算 子 求 出 不 可 约 表示 的 基 矢 . 

下 面 给 出 在 二 次 齐 次 函数 空间 (x?, y, 2, zy, xz, yz) 中 利用 群 G 的 投影 算 子 构造 
对 称 性 匹配 基 矢 的 两 个 例子 . | 


4.2.2 D, 群 的 投影 算 子 与 对 称 性 匹配 的 基 矢 
在 第 三 章 中 已 给 出 D, 群 的 五 个 不 可 约 表示 的 表示 矩阵， 它们 列 于 下 表 中 . 


D, 群 不 可 约 表示 和 矩阵 


根据 定义 


P(e)/(r) =f(g -17) 
可 得 到 D, 群 的 元 素 作 用 于 空间 (xw, ,有 ,xy, xz, yz) 上 的 结果 , HB 


x x 
y| | 
P ( E) 2 = 2 
xy | | zy 
xz XZ 
yz) \yz 


入 2 
(CD| i 
P(C = 
‘ xy cos( kr )xy 
xz cos( Th )æz + sin( Tk)yz 
yz 


一 sin( 了 jxz 十 cos( Th)y 
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cos (= Da) + sin? Í (k 也 z) 


x .2/ (Ek—-1)nl2 2/(k-1)n,d2 
y sin ( 2 )z + cos ( 7 k); 
2 2 
(c!) 7 |= z (4.2.9) 
xy — cos( (k -1)n)xry 
xz _ cos Í (k 3 )ee 一 si |Ë — Da 3 )y 
yz 


~ sin( G DO). ; cos Í G Dn) 


可 见 D, #HDB2E[3](, y, 2, xy, xz, yz) 分 为 两 个 不 变 子 空间 (x?, ,2) 和 (xy, xz, yz). 
l 恒 等 表示 A, 的 投影 算 子 为 
f po = LF Ple) 


ge Di, 
I 


因而 由 (4. 2. 9) 式 得 到 


n [TO +) 


x 
2 
y G +y) 
A 2 
PU) = 2 
xy z 
! XZ 0 
yz 0 
0 


RA +) 和 时 都 是 不 可 约 表示 A, WER, T zy, az, 和 都 不 包括 A, 基 矢 的 成 


分 . 
不 可 约 表示 A, 的 投影 算 子 为 
A (A A 2 6 ` P 
Po) = {P(E) + 2 PCi) - 2P) 
容易 得 到 
x? 0 
y| jo 
(42) 2 = 0 
P xy 0 
xz 0 
| zi 


说 明 这 个 空间 中 不 包括 不 可 约 表示 A 
| 不 可 约 表示 B, 的 投影 算 子 为 
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pon =-+lP(E) - P(C,) -PC) + ÊC) 


+ 有 CD) + ÊCCP) - P(c?) - P(c;)] 


由 此 式 式 可 得 到 : 
1 
好 > (= - y) 
2 
1 
y ， -7 - y) 
p|? |= 2 
z 
xy 
xz 0 
yz 0 
0 


RRI H - y) 为 不 可 约 表示 B, HER. 
对 于 不 可 约 表示 B, 投影 算 子 为 
PO =H{P(E) -PCC) - POC) + PCG) 


-P(CY) - Ê(CP) + Ê(CP) + P(C2®)} 


同样 可 得 到 
x? 0 
y| 0 
BP) Z 一 0 
xy xy 
x= | |0 
yz) \0 
即 xy 为 不 可 约 表示 B, 的 基 矢 . 
对 于 不 可 约 表示 E, 投影 算 子 为 
PP =T-[B(E) - ÊC) - PCCP) + PCCP) 
PP =#[P(E) - ÊC) + ÊP) - P(c)] 
由 此 得 到 
x? 0 x? 0 
y| |0 区 | 10 
A 0 A 2 0 
P®| 2 |= Po | Z |= 
11 xy 0 , 22 zy 0 
xz xz xz 0 


yz 0 yz yz 
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即 不 可 约 表示 的 基 矢 为 (xz，7z). 
概括 以 上 结果 , 可 见 空间 LO (2. y, Z, xy, xz, yz) TORR D, 群 不 可 约 表 示 空 
LOGEM 499), LOS CERN D LOER CD) TOCAN 
ay) # LO (ÆRA (az, yz) ) 的 直 和 , BB ` 
工 (6) = = LDO GLO” QL? OL QLP 


4.2.3 了 群 的 投影 算 子 与 对 称 性 匹配 的 基 矢 
在 第 三 章 3. 4 节 中 给 出 了 了 7 群 三 维 不 可 约 表示 的 表示 和 矩阵, 它们 为 


1 0 0 -1 0 O 
E=|0 1 O|, c®.=| 0 -1 O 
0 0 1 0 0 1 


0 0 -1 0 0 1 
| 0 ,| ct | 1 0 O|, 
0 1 O 0 -10 
0 10 0 10 
ak 0 J a[o 0 J 
-1 0 O -1 0 0 
0 0 1 0 -1 0 
c> -| -1 0 ] ct? = [ 0 J 
0 -10 ~ ll1 0 o 


由 此 得 到 不 可 约 表示 T 的 投影 算 子 
PP =LA) - BC) - PCCP) + PCCP)] 


PDP =-[P(E) - PCCP) + PCCP) - PCCP) 


A 


BP = TIP(E) + PCCP) - ACP) - PCCP) 
第 三 章 已 给 出 


xy xy : (xy -= xy 
Bla) B: B a) =). É 
yz yz : yz yz 
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， xy -xy xy xy 
Pe) =)" | xz | ee) s)" 的 
yz -yz yz -yz 
x? 2 
Plc®) 2 |= ly 
2 a 


由 投影 算 子 的 结构 可 看 出 


这 表明 子 空间 (**, y” , Z) 5594845 8] 2J3828 T. 
对 子 空间 (xy, xz, yz) 可 得 到 : 


xy xy xy 0 
PP xz |= , P; xz |= | xz | 
yz 0 yz 0 


xy 0 
E 
yz yz 
因而 (xy，xz,，》z) 构 成 不 可 约 表示 了 的 基 矢 . 
对 于 了 和 群 不 可 约 表示 4 和 B,、B,, 可 得 到 投影 算 子 分 别 为 


~、 1 M 3 ~ 4 ~ 4 、 
B® = [P(E) + ZPP) + EPP) + TPO) ] 
=1 =1 =1 
、 1 N 3 4 ~ . 4. 
P =; |PG) + ZPP) + Y PCP) + 5 Acc) | 
` = = k=1 


` 1 r. 3 . . 
P = [PG + ZPP) += DPP) +z X Pe cis) | 
= = k=1 


0 
0 
0 


xy 0 
LACCI) + PCCP) + PCCP) afal ol 
yz 0 


EP e= exp( i za), 
[P + Y Pe) |=} | 


yz 
可 以 计算 出 


xy 0 
[CC + PCCP + P( c) anfa) ü 
0 


yz 
因而 
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xy xy xy 0 
B® P = PPO) xz = P's) xz |= 
yz yz yz) \0 


这 说 明子 空间 (xy, xz, yz) 848 了 群 不 可 约 表示 A. B... B,. 
对 于 子 空间 (x*, y, z) 除 


好 /x 
ÊP) r |=] 
2 2 
其 它 元 素 作 用 为 
/x /2 {x x 
PCCP) |== |, BP |=|z 
"a y zZ x 
由 此 得 到 
x? x +y +Z 
PO) | 2 =+ x +? +Z 
2 22 +y +2 
因而 * +y +Z 为 恒 等 表示 4 WER. 
对 于 Ê 和 户 包 可 得 到 
x? z? + ey + e ` 2 
PED} 入 =+ P tef + 8 ` 2 
2 Z + ex + g ° 
其 中 l 
F teftes = e` (x I + £) = 2 (Z? + ey + e * 2) 
Z +e + ey = e [2 + Ey + Lz) = s(x + ey + e * 2) 
可 见 


Z + em +e'y 或 (x tey +e’, y tef +e’) 
为 不 可 约 表示 B, WER. 同样 对 投影 算 子 IO 可 得 到 不 可 约 表示 B, WERI + a° 2 
+ ey. 
容易 得 到 

Z + em + ey +Z + e*a + ey = 2⁄2 - < 一 入 

z + ex? + ey 一 22 一 EX _ ey = ia? - >) 
基 矢 (2z -8 -六 ,~ 少 ) 就 是 通常 特征 标 表 中 把 p, 与 B, 视 为 二 维 可 约 表示 时 所 标明 
的 基 矢 . 1 f 
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4.3 ”分 子 结 构 中 的 LCA0-MO 与 SALC-MO 方法 


分 子 是 由 多 个 原子 组 成 的 , 其 中 每 个 原子 的 内 壳 层 电子 基本 保持 孤立 原子 情况 下 的 


运动 状态 , 而 只 有 外 壳 层 的 电子 ( 价 电子 ) 才 参与 形成 化 学 键 , 这些 电子 脱离 了 原来 定 域 


在 特定 原子 中 运动 的 状态 ， 而 组 合成 在 整个 分 子 中 运动 的 分 子 轨道 . 由 于 分 子 具有 一 定 
的 对 称 性 ,这些 分 子 轨道 必然 也 具有 相应 的 对 称 性 . 


4.3.1 分 子 轨 道 LCAO-MO 方法 

作为 对 分 子 轨道 的 一 种 很 好 的 近似 描述 , 是 把 分 子 轨道 描写 为 这 些 原子 轨道 的 线性 
HE., 即 由 原子 轨道 的 线性 组 合 构成 的 分 子 轨道 一 一 LCAO-MO, 可 写 为 

也 = > Capi (4.3.1) 

EF y, 为 第 ;个 原子 参与 形成 化 学 键 的 原子 轨道 ( 即 原子 波 函 数 ) ， 儿 为 分 子 的 第 个 
轨道 (分 子 轨道 , 亦 即 分 子 波 函 数 ) , y, 是 归 一 化 的 . 

实际 上 , 就 是 由 个 原子 轨道 y, 为 基 矢 , WET n 维 的 模型 空间 . 在 这 一 空间 的 基 
础 上 求解 分 子 体 系 的 Schrodinger 方程 ， 即 


By = E (4.3.2) 
令 
Y= È Cpi (4.3.3) 
于 是 
> C,Ñ, = EŞ, Ch 


以 好 左 乘 上 式 并 积分 得 到 
y Cifu; yar = ES C fy; pdr 
其 中 定义 | | 
Ju pdr = S, = G1 b (4.3.4) 


称 为 重要 积分 , AA pi, 几 分 别 为 第 i 和 第 j 个 原子 上 的 原子 轨道 , 它们 的 积分 在 物理 上 
反映 这 两 个 原子 轨道 重合 的 程度 . 


fu; lipsar = Gl HI ü (4.3.5) 
是 Hamilton A FÆ |y; 构成 的 模型 空间 中 的 矩阵 元 . 于 是 可 把 前 面 的 方程 写 为 
>C [GI HI i) - ES,] = 0 (4.3.6) 


j 由 1 变 到 n, 得 到 个 线性 齐 次 方程 组 ，(j181i) 和 SE p 取 定 之 后 就 完全 确定 了 , 因 
而 方程 (4. 3. 6) 的 本 征 方程 (或 久 期 方程 ) 为 


Iĝ- ESI =0 (4.3.7) 
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(4.3.7) 式 中 让 为 以 G1H1i) 为 元 素 的 模型 空间 中 的 Hamilton 矩阵 ，$ 为 重 又 积分 矩阵 . 
由 (4.3.7) 式 求 出 能 量 本 征 值 E (4.3.7) 为 E 的 n 次 方程 , 原则 上 存在 n 个 根 ( 即 个 
能 量 本 征 值 ), 把 一 定 的 能 量 本 征 值 E, 代入 方程 (4. 3. 6) 就 可 求 出 系数 C, 记 为 Cus F 
是 就 得 到 了 本 征 值 为 E, 的 分 子 轨道 . 
P, = 2 Cih: (4.3.8) 

24A n MEIE E, 可 能 存在 重 根 , 此 时 分 子 轨道 出 现 简 并 . 

方程 (4. 3. 6) 和 (4. 3. 7) 是 用 LCAO-MO 方法 求解 分 子 结构 的 基本 方程 .在 量子 化 学 
中 , 由 于 对 这 两 个 方程 引入 不 同 近 似 而 产生 了 各 种 近似 方法 . 


4.3.2 ”对称 匹配 分 子 轨道 SALC-MO 方法 


分 子 都 有 特定 的 点 群 对 称 性 , 如 果 在 原子 轨道 构成 的 模型 空间 上 建立 点 群 的 不 可 约 
表示 , 利用 投影 算 子 方法 寻求 出 由 原子 轨道 构成 的 对 称 性 匹配 的 基 矢 , 或 者 说 对 称 性 匹 
配 的 分 子 轨道 一 -SALC-MO. 这 样 久 期 方程 (4. 3. 7) 将 准 对 角 化 , 于 是 大 大 减少 了 求解 
能 量 本 征 值 的 工作 量 ， 这 是 群 表 示 理 论 在 分 子 结构 中 的 一 个 重要 应 用 . 


4.3.3 ”休克 尔 近似 方法 


当 我 们 讨论 z 电子 体系 的 分 子 轨道 时 ,常用 的 一 种 近似 方法 称 为 休克 尔 近 似 , 用 
HMO 表示 . 

在 这 种 近似 下 , 分 子 本 身 的 对 称 性 是 严格 的 , 用 体系 
的 wr(p,) 畔 道 作为 群 轨道 的 的 线性 组 合 。 休 克 尔 近似 只 考 
嵌 最 邻近 的 z 轨道 相互 作用 , 而 忽略 了 次 邻近 的 z 轨道 相 
互 作用 . 基本 假定 如 下 : 

(1) 当 两 个 原子 轨道 i 和 j 不 相 邻 近 时 ，(4. 3. 5) 式 中 
所 有 的 也:=0,(4.3.4) 式 中 所 有 的 S; =0. 


4.3.1 蔡 分 子 结构 图 
(2) 当 两 个 原子 轨道 了 和 7 相 邻 时 (i =7 + 上 1) ，(4.3.5) 式 中 , H ,=B, (4.3.4)5sKrF S; 


=1. 
(3 ) 同一 个 原子 轨道 的 哈密 顿 H, =a. 
其 中 B 是 两 个 p, 轨道 之 间 的 重 迭 积分 , p <0 ; 而 a 为 C 原子 2p, 轨道 的 电子 能 量 . 
下 面 讨论 蔡 分 子 HMO, 蔡 分 子 由 10 个 碳 原子 构成 , 这 10 个 碳 原子 位 于 x-y 平面 中 ， 
如 图 4. 3. 1 所 示 . 该 分 子 具 有 点 群 Dy 对 称 性 .每 个 碳 原 子 贡献 一 个 7(p,) 轨道 . 10 个 
pr 轨道 用 pi=1, 2,…, 10 标记 . 10 个 pr 轨道 在 D,, 群 中 的 可 约 表示 为 
Da E C(z) C(x) G(y) i c(ay) olx) ely) 


r, | o 0 0 -2 0 -10 0 2 


由 第 一 章 不 可 约 表示 特征 标 第 一 正 交 性 质 (1. 10. 8) 式 可 得 到 可 约 表示 向 不 可 约 表示 分 
解 的 重复 度 表达 式 a, 即 用 (4. 3. 9) 式 上 面 的 可 约 表示 很 容易 分 解 为 不 可 约 表示 
T, =2a, +2b,, +3b,, +3b,, 
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10 个 pr 轨道 在 Ds 群 中 形成 3 个 子 集合 , 每 个 子 集合 中 的 成 员 彼此 都 是 对 称 性 等 价 的 ， 


而 各 子 集合 之 间 的 成 员 是 不 等 价 的 . 这 些 子 集合 和 它们 为 基 的 不 可 约 表示 为 


4 5 
集合 1: pO) p) pO) ph’; Cu， bius bags bag 
2 3 6 7 
集合 2: p) p®, pl pO), G,, biu» b,,, bs, 
9 10 
集合 3: pË), p ) ; bis» bzg 


因此 , RATH 10 pr 轨道 有 2 个 属于 a, 不 可 约 表示 , 2 个 属于 bo 不 可 约 表示 , 3 个 
属于 4b 和 3 个 属于 45 不 可 约 表示 ，10 x 10 久 期 行列 式 分 解 为 2 个 2 x2 和 2 个 3x3 久 
期 行列 式 . 用 投影 算 符 的 方法 可 求 得 对 称 匹 配 分 子 轨道 . 

按 定义 构造 出 D;, 群 这 些 不 可 约 表示 的 投影 算 子 , 即 


PD = [P(E) + P(C,(2)) + P(C,G)) + P(C,(z)) 
-Pi) - Plo(xy)) - Pl(o(xz)) - Pl(o(yz))] 
Pen = 二 [P(E) - P(C,(z)) + PB(C,(y)) - P(C,(x)) 
+ ÊG) ~ Plo(xy)) + Pl(o(xz)) = PË( oz (yz) ) ] 
pio =[PCE) - POC,(z)) - P(C,(y)) + P(C,(z)) 
+ ÊC) - Plo(xy)) - Plo(xz)) + P( (yz) )] 
Bow = 言 [PCB) + P(C,(z)) - P(G,G)) - PCC,(2)) 


- P(i) - Plo(xy)) + P(o(xz)) + ÊColyz))] 
利用 这 些 算 子 分 别 作用 3 个 集合 中 的 任意 原子 轨道 ps?, 求 得 对 称 性 匹配 的 基 矢 , 再 进 
行 归 一 化 . 2 个 不 可 约 表示 a, 的 基 矢 为 


He =p - p +p pP] 
e = [p -pP +P - pP] 
3 个 不 可 约 表示 bu ERN 
pi» = 六 [pt +P +p® =p] 
PP slp +p + pe +p] 
B = [p +p] 
2 个 不 可 约 表示 bs 的 基 矢 为 


gh =L ry +p® -p? -p®] 
2 z z z z 
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Whe) = 工 [po) +pG) -p® — p] 
2 z z z z 


3 个 不 可 约 表示 bs 的 基 矢 为 
yee Ep - p -pP +p] 
pio) =P _ p® 了 (9) +p] 


Vi) = 一 工 [pe) _ pe 
3 Z z 
根据 休克 尔 近似 假定 , 得 到 下 面 4 个 和 久 期 方程 : 


CQ 一 下 
Qiu: B 2 el 
a-E Bp > vp 
biu: B a+ß-E 0 =0 
PB 0 oa+B-E 
by: a-E B 区 
B we +B - E 
ca E B : 28 
bag: B a-B-E. O = 0 
AVB 0 a-B-E 
qti =a, M 
a: i D =x% +x-1 
x =-1.618, 0.618 
E == -1.6188, œ + 0.618868 
x -1 - 
biu: -1 x-l 0 |=(x-1)(x -x-3) = 0 
- 2 0 x-l . 
x=1, x =2.303, -1.303 
E =a +B, a+2.3038B, æ- 1.3038 
b,,: | WE: 


x = 1.618, -0.618 
E = a + 1.618808, <= - 0.6188 
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x -1 - 
baz: -1 x+i 0 [|= (x+1)(@ +x-3) = 0 
-只 0 x+1 
x=-1, -2.303, 1.303 
E =&œ+ß, a -2.3038, a + 1.3038 
蔡 分 子 的 能 级 图 示 于 图 4. 3. 2。 由 能 级 图 得 到 基态 蔡 分 po 一 一 一 -2303 8 
子 的 电子 组 态 为 按 着 化 学 中 习惯 ， 单 个 电子 轨道 的 不 可 ”ap ietsp 
约 表示 用 小 写字 母 表 示 ， b) —— amw B 
BBB, be 
某 分 子 非 定 能 为 O C 
2(2.303 + 1. 618 +1. 303 + 1. 000 +0. 618) a — H osse 
B- 108 =3. 6848 in 一 HH 一 1303 9 
把 每 一 个 久 期 方程 的 解 x 代入 久 期 方程 可 以 求 得 对 称 匹 po — H ass 
配 的 函数 .对 a, 表示 ,x =0. 618 代入 久 期 方程 得 bO —H— 2.303 B 
| fe 618) - C, =0 图 4.3.2 28 10r 轨道 能 级 图 
- C, +C,(0. 618) =0 
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由 第 一 式 可 得 C/C, = 1. 618 , 利用 归 一 化 条 件 有 Ci + C; =1, 解 出 C, 和 C, 得 到 C, = 


0.850, C, =0. 526， 因 此, 成 键 的 a, 分 子 轨道 为 
P (a) =0.850W" + 0. 526% 


=0.425(p;) -p° +P -p™) +0.263(p® -pP + pí -pP) 


用 同样 对 蔡 的 所 有 分 子 轨道 进行 计算 , 结果 列 于 下 表 . 
蔡 分 子 轨道 


分 子 轨道 。 能 量 对 称 匹配 分 子 轨道 (LCAO ) 


Pi (bi,)] a+2.3038 | 0.301(PCD +P +p +p® ) +0. 231 (p +p® +p(6) +p ) +0.461(p(?) £p) ) 


(bs)| ac+1.6188 ` 0.263(pfD +p® -PC -p® ) +0.425(p +p® -pO -p ) 


Pi (Cba) | a+1.3038 | 0.400(pÍD -BO -p + p(s) ) +0. 174p -p® -p(6) +p ) +0.347(p(9) -p9 ) 


Pa (biu)| œ +1. 0008 0.408 (p +p® +p{® +p) -0.408(pË9) +p) 


Pila.) | a+0.6188 0.425(p(0 ~ pÚ) +p® -p(8) ) +0.263(p® -p® +p(9) =p) 


Ya (bas) | a -0.6186 0. 425(p{P +p? -p® -pf8) ) ~0.263(p( +p? -p® -p ) 


Pr (bzg) a-i 


0.408 (pÈ -p -pl® +p) -0.408(p® -p ) 


Pa (biu)| e-1.3038 | 0.404(pÍD +p® +p® +p® ) -0.174(p(2) +p(3) +p(6) +p ) -0.347(p( + p10)) 


W,(a,)| a-1.6188 0.263(pí) -pi +p® -pf ) +0.425(p® -pP +p -p ) 


Ps (bas) | -2.3038 | 0.301 (pè -pl® -p +p® ) -0.231 (p® -p® -pl +p ) -0.461 (p9 -po ) 


通过 蔡 分 子 的 例子 ,我 们 总 结构 造 对 称 匹配 基 矢 的 步 又 如 下 : 
(1) 在 原子 轨道 构成 的 模型 空间 上 建立 分 子 对称 群 G 的 表示 , 找到 它们 的 特征 标 . 
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只 须 观 察 在 群 G 的 对 称 操作 下 ,分 子 中 的 原子 轨道 的 变化 . 

(a) 如果 对 称 操作 使 分 子 中 的 所 有 原子 轨道 都 发 生变 化 , 它 的 表示 甜 阵 的 对 角 元 全 
为 零 , 则 这 个 对 称 操作 的 特征 标 为 零 . 

(b) 如果 对 称 操作 使 分 子 中 的 x 个 原子 轨道 不 动 , 则 这 个 操作 的 特征 标 为 x. 

(e) 如 果 对 称 操作 使 分 子 中 的 x 个 原子 轨道 改变 一 个 负 号 , 则 这 个 操作 的 特征 标 为 
— x. I 

(2) 找 到 原子 轨道 构成 的 模型 空间 上 对 称 群 G 的 特征 标 后 , 这 个 表示 一 般 是 可 约 表 
示 . 利用 群 G 的 特征 标 表 和 (4. 3. 9) 式 求 出 这 个 可 约 表示 在 群 G 中 不 可 约 表示 出 现 的 次 
数 , 从 而 把 这 个 可 约 表示 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 和 . 

(3) 在 对 称 群 Ç 的 对 称 操作 下 , 把 原子 轨道 分 成 若干 个 等 价 的 集合 . 

(4) 利 用 投影 算 子 , 作用 等 价 集合 中 的 任意 原子 轨道 上 , 可 得 到 对 称 匹配 的 基 矢 . 
如 果 对 称 群 Ç 包括 二 维 或 二 维 以 上 的 不 可 约 表示 , 构造 投影 算 子 需要 表示 和 矩阵， 如 果 没 
有 表示 和 矩阵 , 可 用 特征 标 构造 出 不 完全 投影 算 子 , 利用 它 把 原子 轨道 分 成 各 种 不 可 约 表 
示 空 间 . 


4.4 不 同 对 称 性 分 子 的 分 子 轨道 的 对 称 性 分 析 


在 这 一 节 中 将 把 上 节 讨 论 的 对 称 性 下 配 分 子 轨道 (SALC-MO ) 结合 几 个 具有 不 同 对 
称 性 的 分 子 进行 进一步 的 分 析 . 并 给 出 它们 在 量子 化 学 计算 中 的 实际 应 用 . 
4.4.1 C,, 对 称 性 分 子 的 对 称 匹 配 轨道 


HO 分 子 属于 C, 对 称 性 . 氧 原子 联结 二 个 氧 原子 , 两 个 氢 原 子 间 的 夹 角 为 105", 水 


分 子 的 对 称 性 如 图 4. 1 所 示 . 参与 分 子 轨道 的 组 合 有 氧 Cc; 
原子 的 2s, 2p,, 2p,, 2p, 四 个 原子 轨道 和 二 个 氢 原 子 的 y 
1 原子 轨道 , 用 H, 和 H, 表示 它们 . co 


氧 原子 的 2s 轨道 是 球形 的 , 在 C;, 所 有 对 称 操作 作 
用 下 均 不 变 , 因此 2 轨道 属于 a, 不 可 约 表示 . 而 2p,， 
2p, 和 2p, 三 个 原子 轨道 的 行为 和 坐标 x, y, z 的 行为 相 Š ow 
同 ， 因 此 分 别 属于 bi, b, 和 ai 不 可 约 表示 ( 按 惯例 , 分 
子 轨道 的 对 称 必用 小 写字 母 标记 ). H, 和 H, 原子 轨道 作 图 4.4.1 水 分 子 的 对 称 性 
为 一 组 不 可 分 的 基 函 数 ,在 C2, 群 对 称 操作 作用 下 , 得 到 一 个 二 维 的 可 约 表示 . 


ea o U) ea) (oj 人 
P (7 la: Aa Ú UO 


.二 维 表示 的 特征 标 为 2, 0, 0, 2, 由 C2, 的 特征 标 表 可 以 看 出 , 它 可 以 约 化 为 a, @b,. 因 


H; 
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Jk, H, 和 H, 需要 重新 组 合成 二 个 对 称 性 匹配 的 原子 轨道 属于 a, 的 为 万 (H， +H,), 属 


+b, MA H, -H,), H,O 中 属于 a, 的 三 个 对 称 匹配 原子 轨道 为 


p, =2s, @,=p,, %@, = 


AT B, 的 一 个 原子 轨道 为 


=n. +H,) 


$, =2p, 
属于 B, 的 二 个 对 称 匹配 原子 轨道 为 


1 
®, =2p,, De => (H -H,) 


z 
氧 的 1s 轨道 也 属于 a, 不 可 约 表示 , 它 处 于 内 层 轨道 , 在 Hz0 中 属于 最 低能 级 为 lo 当 
D, fl @, 属于 不 同 的 不 可 约 表示 时 , METH = [Obd 积分 值 为 零 , 6 个 分 别 属 
于 三 个 不 同 的 不 可 约 表 示 , 因此 6 x6 久 期 方程 劈 为 三 个 因子 

H, -Ë H,-ES, H,-ES; 
H, -ES, H,-E H; -Esa 
Hy ES, Hs -ES;, Hy -E 

Ha ~E =0 

H, -E H.,-ESs 
Ha -ESs He -E 
利用 群 论 把 6 阶 久 期 方程 简化 了 , 在 具体 计算 中 利用 厄 米 性 质 H, = H,, S, = 5; 解 3 个 久 
期 方程 , 得 到 在 H,O 中 有 3 个 wm 能 级 , 1 个 b, 能 级 是 非 键 轨 道 , 2 个 b, 能 级 .分 子 光谱 
上 用 以 上 符号 作为 能 级 标号 . 3 个 a, 能 级 
中 有 二 个 是 成 键 轨道 , 一 个 反 键 轨道 . 2 个 5, N. 
n 能 级 有 一 个 是 成 键 轨道 和 一 个 反刍 轨 SE ia S 9: 


=0 


道 , 能 级 的 次 序 完全 依靠 计算 确定 . 不 过 。。 a Z A 
> `. 1P `. ` lbg” r 

根据 上 面 的 讨论 可 以 推断 出 H,O 的 能 级 次 ”人 

序 如 图 4.4.2. 由 图 4.4.2 得 到 HH:0O 基态 Wu 

电子 组 态 是 图 4. 4. 2 水 分 子 能 级 图 


(la,)?'(2a,)2(1b,)2(3a,)2(15,)2 
其 中 (1a,)? 代表 氧 的 内 层 电子 ，(2a1)”(15,)” 是 两 对 成 键 电 子 , 它 对 应 于 两 个 0 一 H 
键 , 而 (3a1)*(161)? 代表 HO 分 中 两 对 孤 对 电子 ， 孤 对 电子 的 能 量 高 , 且 一 端 裸露 , 容 
PERTH. 


4.4.2 C;, 对 称 性 分 子 的 对 称 性 匹配 轨道 


NH, 分 子 属于 C3, 对称 性 . 氮 原 子 联结 三 个 氧 原子 如 图 4. 2. 3 所 示 . 人 HNH 角度 为 
106°, ARTH 1s 处 于 内 层 仍 保留 为 原子 轨道 性 质 .参与 分 子 轨道 组 合 有 7 个 原子 胃 
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道 , 它们 是 氮 原 子 的 2s, 2p,, 2p, 和 2p, 以 及 三 个 氨 原 子 的 
ls 轨道 , 简 记 为 H, , H, 和 H. 

H, 1 0 0 H, 0 1 0YH, 
E| H, 0 1 J Bi [ 0 | 
H, 0 0 H, H, 1 0 OJH, 
0 H, 
0 H, 
1 H, 


由 此 得 出 三 维 表示 特征 标 等 于 3,，0, 1, 它 约 化 成 wm @e 由 投影 算 子 可 得 到 对 称 性 匹配 
轨道 $, . $, , $, 具有 下 列 标准 变换 形式 ， 即 


K 
w 


0 
1 
0 图 4.4.3 NH, 分 子 的 对 称 性 


1 1 1 
py |8 他 H, 
1 1 
$ =! 0 -一 -一 |=|H 
al Z Z | 
22 1 1| Vb 
E E E 


NH, 中 7 个 对 称 匹配 轨道 分 别 为 3 个 属于 不 可 约 表示 A 和 2 个 不 可 约 表示 E, BB 
a: @ =2s, @, =2p,, Bs = 工 (H +H, +H,) 


5 
1 1 
e: $, =2p,, $, =2p,, De = UM B), $, sge - H, - H;) 


7 阶 久 期 方程 分 解 一 个 3 阶 久 期 方程 和 一 个 4 阶 久 期 方程 . 对 于 三 个 不 可 约 表示 A, 的 3 


阶 久 期 方程 为 . 
H, -E H, -ES H, -ES 


Ha-ES, H,-E H, -ES;, 
Hs -ES H, - ES,, Hy; -E 
解 方程 得 3 个 根 , 2a,, 3a, 为 成 键 轨道 , 4a, 为 反 键 轨道 . 
根据 群 论 定理 : 若 TOMTO 是 相同 的 不 可 约 表示 , 它们 的 维 数 为 n,, 基 矢 为 (@$,， 
$,, es 多 ) 和 (上 户 , …, 太 ) 是 两 组 不 同 的 基 向 量 ,如 果 它 们 的 变换 矩阵 也 相同 , 则 


[Bdr =0 (Mi) 


=0 


[Bar = [b,Hfidr = = [o Hf dr _ 
对 于 天 不 可 约 表示 的 4 阶 久 期 方程 , 根据 上 面 的 讨论 4 阶 的 久 期 方程 臂 成 2 个 2 Et 


和 久 期 方程 , 它 的 基 向 量 分 别 为 (@4 ，Gs ) 和 ( G@: ,8 )， 于 是 得 到 
H-E H,-ES, 


Ha-ESa H¿-E 
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Hs-E Hs-ESs 
Hs ~ ES;s Hn -E Ë 
由 于 
. H, =H = Hs = Hy 
S46 =Sa = Ss = S; 
解 上 面 2 个 久 期 方程 , 得 到 两 个 二 重 根 le, 2e, OTTEN, 
其 中 le 为 成 键 轨道 ,2e 为 反 键 轨 道 ，NH; F 。 erir Rq. 3 


的 能 级 次 序 如 图 4. 4. 4 所 示 . 人 
由 图 4.4.4 得 到 NH, 分 子 基态 的 电子 组 态 a N y 


为 

(la,) (2a,)2 (1e)1(3a,)° 
其 中 (1a,)* 代表 氨 原 子 内 层 电 子 ，(2a,)? 
(le) 是 三 对 成 键 电 子 , 它 对 应 于 三 个 N 一 H 键 , 而 (3a1)? 代表 NH, 中 一 对 弧 对 电子 . 
NH, 也 容易 形成 氢 键 . 


4.4.3 Du 对 称 性 分 子 的 对 称 匹 配 轨道 


图 4.4.4 NH, 分 子 能 级 图 


[PCL] ”分 子 属于 Ds 对 称 性 ，Pt 原子 联结 四 个 氯 原子 , 处 于 同一 平面 中 , 构成 正 
方形 结构 ，Pt 原子 轨道 有 Sd, 6s 和 6p. 6s 轨道 属于 ap, 三 个 6p 轨道 与 x, y 和 xz 行为 相 
H, 因此 p, 属于 an, p. 和 p, 属于 e,, dy 与 x 行为 相同 , 属于 ae, d p e -y 行为 相 
E, RT b dys dafl d, xy, xz 和 行为 相同 , d. 8 TF bao T dus, 4d 属于 不 可 约 表 
Pep Pt 原子 轨道 按 对 称 性 分 类 为 


aig: 6s, do 


er: das dy 
bis: dg 
e,: ps, Py 
[PiCl,]* 分子 的 空间 结构 如 图 4. 4. 5 所 示 . a 
下 面 讨 论 配 位 的 4 个 Cl 原子 和 轨道 . 图 4.4.5 分 子 [PtCl] 空间 结构 
1. 配 位 体 四 个 og 轨道 
4 个 Cl 原子 的 4 个 og BGA pl, pe, p A pi 分 别 简 记 为 e02, 0o 和 os 下面 用 
D, THE D, 来 研究 4 个 o 轨道 分 类 , 用 D, 的 全 部 操作 作用 4 个 o 轨道 得 到 下 列 的 可 约 
表示 特征 标 


C: x 


利用 (4. 3. 9) 式 将 上 面 的 可 约 表示 约 化 为 不 可 约 表示 
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T, =a,@b,(@e 
4 个 o 群 轨道 具有 下 列 标准 变换 形式 
l l 1 1 
2 2 2 2 
BL 1 1 ia 
@, 2 2 2 2 |, 
-| 1 1 
$@ |— 0 -二 0 lo 
@, 2 1 2 1 Os 
0 — 0 -> 
V2 V2 


以 上 4 个 轨道 在 Du 群 , 加 上 对 称 z 和 反对 称 & 脚 标 可 得 到 


1 

a: %, => (0 + G> + Gs +04) 
1 

b: @, => (m -oa + gs — G.) 

e: D, = 工 (ai -03), @, = 二 (wm -04) 
r: # 


2. BALKANA m puk 
对 配 位 体 Cl 原子 的 P 轨道 , 除 前 面 讨论 的 称 之 为 o 轨道 的 p, 外 , 还 有 八 个 p,， Py 轨 
道 称 为 了 轨道 ,其 中 p, p;, p, 和 ps 四 个 z 轨道 为 垂直 分 子平 面 , 另外 p!, p, p 和 pt 
四 个 轨道 处 于 分 子平 面 上 ， 四 个 垂直 分 子平 面 的 7 轨道 示 于 图 4. 4.6. 简 记 为 Ti» 
Tas m3 和 7， 这 4 个 垂直 的 z 轨道 构成 的 
D, 群 的 可 约 表示 特征 标 为 


D, E C4 G C, Cz 
rij4 0 o -2 0 
上 面 的 可 约 表 示 约 化 为 不 可 约 表示 为 


T, =a, @b,@e 图 4.4.6 ”垂直 于 分 子平 面 的 4 个 了 轨道 
4 个 垂直 7 轨道 具有 下 列 标准 变换 形式 


l 1 1 1 

2 2 2 2 
B) ji _ 1 ifm 
@, 2 2 2 7 
$, JL 0 -L 0 T3 
@& V2 V2 1 ， 
8 Ta 

o 1 a 

2 72. 


以 上 4 个 7 轨道 在 Ds 群 中 , 加 上 对 称 z 和 反对 称 u 脚 标 得 到 
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1 
a: $, => (m + 72 +TT3 + 174) 


1 
ba: De = (gm -m+n 一 TT4) 


2 
e: B, =-(m- i), Be = (z; - z) 
72 2 
用 同样 的 方法 得 到 4 个 分 子平 面 内 的 z 轨道 
ax: $, sri + Ta + 13 + m4) 
1 
b, : Dio => (m — 72+73 — T4) 
e,: Du -Lr 一 m3) ， p= Ler 一 mi) 
2 2 
[ PtC1, J? 对 称 匹配 轨道 
对 称 类 型 | ” 键 型 对 称 匹 配 轨道 


1 h 
$; => tni + +z) 


S 

x 
=u. 
TT 
g 
H 


Øs = (m +T) Em3 +h) 


1 
“e Pa = (i -02 tos =04) 
espe 51 -eh 


1 v v 2y 
Ds => (m, - 2 +3 — ma) 


Q 

2 

£ 
B 


y 
Era 
g 
四 日 

a 

R 

e. 

~“ 


$, - - z), Da =g ~at) 


1 1 
` $, == m -0;), $, "= — 4) 
Pz» P. 
’ e =. h h) a = h A) 
11 厅 Ti —T3), Pn = 厅 T2 —T4 


o 键 和 7 键 示 于 图 4. 4.7、 由 上 表 可 以 看 出 ,不 可 约 表示 解 1 个 3 x3 久 期 方程 、e。 
不 可 约 表示 解 2 个 3 x3 WAWIE, an, bigs bea 不 可 约 表示 均 需 解 2 x 2 久 期 方程 ，e。 
不 可 约 表示 需 解 2 个 2 x2 久 期 方程 . [PtCls ]” 分 子 轨道 能 级 次 序 正 确 确 定 完全 依靠 计 
算 结果 . 假设 库仑 能 量 增加 的 次 序 为 

o( 配 位 体 ) <7( 配 位 体 ) <5d <6s <6p 

我 们 可 以 绘制 一 个 如 图 4. 4. 8 所 示 的 [PtCL ] 的 简化 分 子 轨道 能 级 图 . 

Pe* (d) 贡献 8 个 价 电子 , 配 体 Cl 贡献 6 x4 =24 个 价 电子 , 体系 总 价 电子 数 为 32 
+. 价 电子 由 最 低 轨道 往 上 填充 ,直到 d. 轨道. 


© 
R 
` 
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Pa 
en 
oee dx 
Gp Aru Cn tA big 
+ + 
pa “ 一作 一 baz 
—— es i 
2 t a b 
Sd Ce 4 M x 
aig basbig ban E ays ax, Mag 
Arg — Z 
€, +A P4 
H Pd 
{ay Z 
er A 
bag —— 
€, o 
-2-9 a 
. e, +——— qi big 
big 一 作 一 “~ 
qs 一任 一 
图 4.4.7 c EM r 键 示意 图 图 4.4.8 [PtCl,]” 的 分 子 轨道 能 级 图 


4.4.4 Ds 对 称 性 分 子 的 对 称 匹配 轨道 


二 成 铁 分 子 属于 Dss 对 称 性 , 它 由 两 个 CsHs 环 和 一 个 Fe 原子 组 成 . 2 个 C.H, 环 有 
10 个 p, 轨道 , Fe 原子 有 3d, 4s, 4p 共 9 个 原子 轨道 .它们 的 线性 组 合 构成 分 子 点 群 D,， 
的 对 称 性 匹配 轨道 . 
首先 考虑 2 个 CH, 的 10 个 户 轨 道 , 这 10 个 pr 轨道 集合 在 疡 ,中 产生 的 可 约 表示 
特征 标 为 
Doa E 2C; 2C3 5C, i 2S 2S 504 
r, 10 0 0 0 0 0 0 2 


由 Dx 的 特征 标 表 , 利用 (4. 3. 9) 式 , 将 可 约 表示 分 解 为 不 可 约 表 示 为 
T. = aig Dazn, Deis De De De,, 
考虑 中 心 Fe 原子 的 9 个 轨道 在 D;, 群 中 的 分 解 , 4s 轨道 是 球形 的 , 属于 aig, Í p, p, 和 
p, 轨道 和 x, y 和 z 的 行为 相同 , 分 别 属 于 eu 和 ou 不 可 约 表示 , 5 48 d BB - 2, xy, 
xz, yz FIZ 的 行为 相同 , 因此 d = a Oe Den 综合 上 面 讨论 得 到 Fe 原子 9 个 轨道 分 属 
于 下 列 不 可 约 表 示 
aig: S, d,; Qu: Pz5 €: (p., p,) 
eri (d,,d,); ex: (d, ,, dy) 
p 轨道 一 定 属于 反对 称 u, M d 轨道 一 定 属于 对 称 的 & 前 者 是 x, y, z 的 奇 次 方 函数 , 而 
后 者 是 4, y, z 的 偶 次 方 函数 . 
下 面 讨 论 配 体 (CsHs ), 的 对 称 匹 配 轨道 . 
对 CsHs 的 5 个 轨 道 可 构成 Pa), Pei), Pee), 对 二 茂 铁 的 az 和 az 轨道 , 利 
用 上 、 下 二 个 环 的 a 表示 轨道 组 合 
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P( aig) -万 


[W (a) + FE,(a)] 


Plan) =Y; (a) - W,(a)] 


P 


其 中 下 标 1 和 2 标记 上 下 环 . 利用 单个 环 的 s fl e, 表示 的 轨道 , 按 完全 相同 手法 组 合 可 
得 到 es 和 en, e f ex 的 对 称 匹 配 轨道 ,它们 为 


KA) = > 
(et,) a 


l rp (et) + (ee?)] 


LACORS AC 


- P, (ei)] 


- P (ei)] 


Pez) = AA + P, (e3)] 


Plen) = AD 
yo = gr) 


Ple) = gC + P(e) ] 


V2 


V2 


Plen) = Li (es) - P, (ez)] 


Jeet) = LLW Ce) - De)] 


二 茂 铁 包括 简 并 性 在 内 共有 19 个 轨道 , 19 x 19 久 期 方程 分 解 成 以 下 较 小 的 久 期 方 


3 个 av: 需 解 1 个 3 x3 久 期 方程 ; 

2 个 an: 需 解 1 个 2x2 久 期 方程 ; 

2 个 ev: 需 解 2 个 2x2 久 期 方程 (二 
者 有 相同 的 根 ) ; 

2 个 eu: 需 解 2 个 2x2 久 期 方程 (二 
者 有 相同 的 根 ) ; 

2 个 ev: 需 解 2 个 2x2 的 久 期 方程 
(二 者 有 相同 的 根 ) ; 

1 个 en: 由 于 Fe 原子 没有 。 表示 ， 
该 轨道 是 非 键 的 . 

能 级 的 高 低 顺序 和 间隔 , 具体 问题 要 
作 具 体 计算 . 采用 计算 方法 不 同 , 得 到 的 
能 级 次 序 也 有 所 不 同 . 一 个 用 自治 场 方 法 
对 二 茂 铁 的 具体 计算 结果 如 图 4. 4.9 所 


! 
` 
f e 
’ d `` 
+ ` ` 
1 Elu x Y Eru Erg 
à_I H 
F Ely va 
1 一 人 人/ 
7 a V ` / 
2u N ` 


图 4.4.9 二 茂 铁 的 能 级 图 
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示 . 由 计算 结果 可 以 得 出 二 茂 铁 有 9 个 成 键 轨道 ,正好 被 来 自 环 上 10 个 电子 和 Fe 原子 
的 8 个 价 电子 所 充满 , 恰恰 符合 18 电子 规则 . 二 茂 铁 基 态 的 电子 组 态 为 
(la,) (anu) (eru) (ei) (2a,) Cez)" 


4.4.5 O, 对 称 性 的 正八 面体 AB, 型 分 子 对 称 匹配 轨道 


正八 面体 具有 0, 对 称 性 的 AB, 型 分 子 或 络 离子 , 在 过 渡 金 属 化 学 中 , 是 普遍 存在 
的 一 类 重要 化 合 物 或 者 由 它们 作为 基本 单元 构 
成 更 复杂 的 化 合 物 . 因此, 对 AB, 型 分 子 的 分 
析 具 有 典型 意义 . 

首先 假定 中 心 原子 A 参与 成 键 的 轨道 有 s, 
p 和 4 轨道 ,而 配 体 原子 B 参与 成 键 的 仅 为 * 和 
轨道 . 因此 在 AB, 型 分 子 中 , 中 心 原 子 提供 9 
个 价 轨道 (s, p, d), 而 配 体 原子 提供 4 x6 =24 
个 价 轨道 , 总 计 有 33 个 轨道 ，AB。 型 分 子 中 的 
坐标 系 如 图 4.4. 10 所 示 . 中 心 原子 A 的 坐标 系 
是 右手 规则 , 6 个 B 原子 的 坐标 系 是 左手 规则 . 
z 坐标 指向 中 心 原子 A. 

l. PSR AK s, p, d 轨道 分 类 

利用 0, 群 的 特征 标 表 , 中心 原子 9 个 轨道 对 称 性 分 类 如 下 : 

er: d, da3 

tiu: Ps» Pys Pz3 

ta: dys das dj. 

2， 配 位 的 对 称 匹 配 轨 道 

配 位 的 24 个 原子 轨道 在 0, 群 中 分 为 三 个 集合 6 个 * 轨 道 , 6 4 p, 轨道 指向 中 心 A 
原子 ,其 余 的 为 6 个 P 和 6 个 p, 轨道 . 前 12 个 轨道 和 中 心 原 子 A 形成 o 型 键 , 后 12 个 
轨道 和 中 心 原子 A 形成 了 键 . 

先 讨论 成 键 轨道 , 把 6 个 * 轨道 和 6 4° p, 轨道 分 别 记 作 oj(i =1, 2, …, 6) 二 组 
轨道 完全 等 价 . 在 0, 群 对 称 操作 下 构成 一 个 6 维 表示 , 它们 的 特征 标 为 


0, E 8, 6G è 6G 3G i 68, 8S6 3o 6os 


图 4.4.10 AB, 形 分 子 


s; 


T, 6 0 0 2 2 0 0 0 4 0 


上 面 特征 标的 得 到 是 由 于 有 2 个 = 轨道 在 四 重 轴 上 , 在 C, 作用 下 , 对 特征 标 贡 献 
为 2, 同样 在 oi 平面 中 有 4 个 e 轨道 , 对 特征 标 贡献 为 4 利用 (4. 3. 9) 式 容易 把 这 个 可 
约 表示 分 解 为 
T. = az @ e, Dtiu 
利用 0, 群 的 投影 算 子 可 以 得 到 ags es 和 4 三 个 不 可 约 表 示 的 对 称 性 匹配 轨道 但 这 种 
方法 太 麻烦 ， 下面 介 绍 一 种 利用 和 中 心 原子 A 对 称 性 相同 轨道 相 匹配 的 方法 . 要 得 到 配 
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体 属于 cs 对 称 性 的 对 称 匹配 轨道 , 利用 中 心 原子 A 属于 a, BJ s 轨道 相 匹配 , 6 个 og 轨 


道 都 有 贡献 , 且 系 数 相同 , 得 到 


下 (ae) =c(01 +G, +s +0, +s +s) 


利用 归 一 化 条 件 确定 常数 o = 后 代入 上 式 得 


Play) = 二 


go +o, +0; +0, +05 +06) 
和 中 心 原子 A H e, 轨道 (d，d。,,) 相 匹配 得 到 轨道 


Piles) =c (01 +03 + Os +04) +c(as+a6) 


W,(e,) =c, (Gi -aa + gs -04) 


对 更 (ex) 用 归 一 化 条 件 确定 常数 cs =+, 友 (es) 和 至 (ae) 正 交 并 利用 归 一 化 条 件 , 二 


人 A ; 
方程 确定 二 个 常数。 = - 后, s = RAER 


1 
P(e) =—— (2p, + 206 -01i — G> — O03 - G.) 


J12 
P(e) =Ho, -= 0, + Gs — 04) 
利用 中 心 原子 A 的 4, 轨道 (p,, p,, p.) 相 匹 配 得 到 配 体 属于 所 ,的 三 个 对 称 匹配 函数 . 
W(t) === - 0,) 
P, (t) = 


z o, -0,) 
P, (tin) = ~ 06) 

3， 配 体 中 m 键 对 称 匹 配 轨道 

配 体 B 原子 除 * 和 p, 轨道 和 中 心 原 子 形成 o 键 外 , 每 个 B 原子 还 有 p., p, 两 个 轨 
道 ， 它 们 和 中 心 原 子 形成 了 键 , 6 个 B 原子 共有 12 + z 罗 道 . 3C?(3C,) 轴 转动 使 分 子 
坐标 z 轴 二 个 B 原子 中 的 p,, p, 变 一 个 负 号 , 对 特征 标 贡 献 为 -4. c, 对 称 面 使 该 平面 
中 的 Ps， py, p;, ps 不 动 , 对 特征 标 贡献 为 4, IB pi. pi. pi, py 在 os 作用 下 变 一 个 符 导 ， 
对 特征 标 贡献 为 ~4, 二 者 之 和 特征 标 为 0. 因此 AB。 型 分 子 的 12 个 7 轨道 构成 0; 群 的 
一 个 可 约 表示 ,这 个 表示 的 特征 标 为 


利用 (4. 3.9) 式 , 上 面 的 可 约 表 示 分 解 为 不 可 约 表 示 
T, = big Dtr Ditag Otou 
由 于 中 心 原子 A 和 s, p, d 轨道 中 没有 与 入 和 ,, AARRE, 7 键 的 
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这 些 轨道 是 非 键 的 . 对 于 志和 ,分 别 有 (dy， das dp) ACP., p,, Pp:) 可 以 相 匹 配 , 但 考 
虑 到 o 键 的 键 强 , p 轨道 特别 有 利于 先 形成 强 o 键 ， 所 以 只 剩 下 三 个 六 不 可 约 表示 构成 
A 一 B 型 的 7 键 , 即 三 个 7 键 平均 分 配 在 六 个 A—B 键 之 间 . 为 了 得 到 好不 可 约 表示 ， 
利用 中 心 原子 A BJ b, (d,,, das d;.) 相 匹配 得 到 配 体 的 属于 ,的 对 称 匹 配 轨道 匹配 图 
形 示 于 图 4. 4. 11 中 . ' 


由 此 得 —I.. or 
g. ( LI 2,3, 4 qp ty — a er 
1 taz) 一 2 (p, + p; + p; + p,) — y e o 
1 diul ——, x* 
Palia) = (B, + p, + pš + pŠ) uen f a 
1 fis t, bs hs fie fs fu Pr 
PCi) = (B; + p + py t p+) z —n % t, Po 
b, Pa KA 
剩 下 的 tiuo txt RIXTER E E ANE SL dE882 5. aet z, 
完整 的 AB, 型 分 子 的 分 子 轨 道 能 级 图 示 于 图 s 一 一 — 
4.4.12. 4 B 是 充满 电子 的 配 体 , 它 比 金属 Í ` ` 
轨道 能 量 低 , 这 些 轨道 使 配 体 降低 了 金属 O we 


tx 轨道 的 稳定 性 ， 而 且 使 部 分 配 体 r 电子 转移 ”图 4.4. 12 AB, 型 分 子 轨道 能 级 图 
到 金属 原子 ， 当 配 体 具 有 空 轨 道 能 量 比 人 金属 
ts 要 高 的 配 体 , 如 CO, NORNER, 它们 稳定 金属 i 轨道 , 配 体 接收 d 轨道 部 分 电子 . 


4.4.6 T, 对 称 性 的 正四 面体 AB, 型 分 子 对 称 匹 配 轨道 


(1) 中心 原子 A Bs. p, d 轨道 分 类 

利用 T, 群 的 特征 标 表 ,中 心 原子 的 9 个 轨道 对 称 性 分 类 如 下 : 

Gi: $5 

e:d,, da} 

ta: (Pas Pys p.) MC dy, das d. ). 

配 体 B 原子 的 * HEN p, 轨道 属于 和 中 心 原 子 形成 o 键 轨 道 , BIRF 8 4 z S, 
道 , 它们 所 构成 Ti 群 表示 的 特征 标 如 下 : 
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用 (4. 3.9) 式 分 解 得 
‘ T. =a@e 
T, =e@i ®t 
从 中 心 原子 4 的 分 类 看 , KA t, 表示 , 有 2 组 5 型 轨道 , 所 以 可 能 同时 有 t IHRER o 
和 7 分 子 轨 道 . 因此 不 可 能 形成 一 组 完全 的 z 键 . 
配 体 的 o 轨道 sp:(i=1, 2, 3, 4) @,(i=1,2,3,4), 


Y (a) = 地 + @, + @, + @,) 


T - Ë = pÜ + pb) ， —_ 8 T 
Y(e) = 全 一” 一 一 
> (p, P,- P, +P) — OOR E 
e 表示 轨道 是 和 中 心 原子 的 4, 和 d,,_,, 相 匹配 34 Eh , eh ñ Pn 
得 到 的 . m h po 
1 x < 
x ($, - $, + @, - @,) o 元 一 
1 i 1 a, í, c 
W. (t,) = > ( $, + $, - $, - @,) S a t, 
leo _ Q. - Q. + @,) ` Æ 4.4.13 MCE 的 能 级 图 
2 1 2 3 4 


表示 的 o 轨道 是 和 中 心 原子 的 p,, p, A p, 轨道 相 匹配 . 
他 


3 
(~py ~py t py +P) 


5 


3 
(py -Py +P, -py) 


1 
+ (p; +pz -pz pz) + 
P(t) = (z: -pè +p,- p.) + 


(z! +p: +ps +ps) 
表示 的 7 轨道 是 中 心 原子 das d M dv 轨道 相 匹配 . 图 4. 4. 13 给 出 第 一 过 渡 金 属 氧化 
物 MO - 的 能 级 示意 图 . 


4.5 原子 轨道 和 杂 化 轨道 


4.5.1 原子 轨道 的 变换 性 质 


在 中 心力 场 模型 下 原子 轨道 可 表示 为 
Brn (7) =R,(r)Y,,(0, Y) (4.5.1) 
RE n 称 为 主 量子 数 , 1 称 为 角 量子 数 , 它 在 群 论 意义 上 表示 这 个 轨道 对 于 5S0(3) 群 的 
XPE, PB 50(3) 群 的 不 可 约 表示 , 在 物理 意义 上 为 轨道 角 动 量 , m 在 群 论 上 为 不 可 约 
表示 /的 权 , 或 者 说 50(3) 群 不 可 约 表 示 L 的 分 量 , msl, L-1, =, 0, -1, -2, +, 
- (1-1), -1, 对 一 定 1, m 允许 的 取 值 为 21+1 个 (详细 讨论 本 书 第 十 一 章 ) , 物理 上 表 
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示 轨 道 角 动 量 在 z 轴 上 的 投影 ,又 称 磁 量子 数 , 称 R,(7) 为 原子 轨道 的 经 向 部 分 , 也 称 为 
径 向 波 函 数 , Yw(6, 少 ) 是 原子 轨道 的 角度 部 分 , 它 是 球 谐 函数 . R.(r) 和 Yo 是 分 别 归 一 
化 的 , 即 


[ R) *R.(r)”dr = 1 


MEZO W) YZ (0, #)sin0d0dy = 1 


显然 R,(r) 对 所 有 点 群 操作 都 是 不 变 的 ,因而 波 函 数 的 角度 对 称 性 完全 由 Y, (0, Y) 
定 . 1=0 的 轨道 与 角度 无 关 , 具有 球 对 称 性 , 称 为 s 轨道 1=1 的 轨道 有 三 个 分 量 , 称 为 
p 轨道 ; 1=2 的 轨道 有 5 个 分 量 , 称 为 d 轨道 ; ! =3 的 轨道 有 7 个 分 量 , 称 为 /轨道 . 在 
一 般 的 分 子 中 这 4 个 原子 轨道 是 足够 用 了 . 一 般 原 子 A 为 金属 原子 , 包括 /=2 轨道 的 为 
过 渡 金 属 原子 ; 包括 1=3 的 为 稀土 原子 . 下 面 给 出 这 些 轨 道 的 角度 隔 数 ,Yj, (0, yA 
rY; (0, 少 ) 的 表 . 


EREA Y (6， y), l=0, 1, 2, 3 
TYin(0, Y) Yin (0, Y) 


JE 
Am 
JZ [Zeo 
*1 ERE +iy) s [Zingo 
VENT G? -7) JÈN Co0-1) 
Va Tes" JE sive*™ 
Jae -2° ) NENES —3cosĝsinð) 
VA lasi) (52 -2r°) /起 让 (4cos2gsing — sinñ8) e ** 
JNE (z tiy)? ZA boo be: 
+3 VA la iy)? NENET 


球 谐 函数 Y, (0, y) 是 复 函 数 , 有 时 使 用 实 函 数 更 方便 , 因而 定义 Y, 28 Yn AIER, 
Ym 为 Yi 的 实 部 , 下 面 列 出 了 常用 的 1=0,1, 2 的 函数 Y, Hl Y,.. 


e 


| 


| 


= 
D 


N 


t2 


土 2 


ww 
= 
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Yo, " = 让 =s 

Yio "Zes T =p, 

Y... = /Bsinoeosy = ra P =p, 

Y. /Bsinosiny = raa =p, 

Yao TENE -1) JA 2 e= =d, 
Y, io = /Saingcosboomy = 本 有 =d., ` 

Y, x = /dsinocos0sing = [1 六 和 = =d,, 

Y, x Te OGeos’y = [ET =d2_y 

Y, x TA Osin? = E 了 全 = d, 


这 就 是 平常 所 说 的 *, p 和 4 轨道. 当 若干 个 B 原子 与 A 原子 形成 分 子 时 , 分 子 AB, 具有 
一 定点 群 G 的 对 称 性 , 这些 原 子 的 原子 轨道 将 构成 对 称 点 群 G 的 不 可 约 表示 的 基 矢 , 从 
而 简化 求解 本 征 方程 

SETA B 原子 与 A 原子 形成 分 子 时 , 分 子 AB, 具有 一 定点 群 G 的 对 称 性 , 这 些 原 
子 的 原子 轨道 将 构成 对 称 点 群 G 的 不 可 约 表 示 的 基 矢 , 从 而 简化 求解 本 征 方程 . 


4.5.2 杂 化 轨道 理论 


杂 化 轨道 理论 是 由 鲍 林 ( Pauling) 和 斯 莱特 ( Slater) 两 人 在 19 世纪 30 年 代 初 提出 来 
的 ,最 先 用 碳 原子 的 sp’ 轨道 杂 化 理论 成 功 地 解释 了 甲烷 (CH, ) 正四 面体 构 型 , 鲍 林 把 
杂 化 理论 扩展 到 d 轨道 , 用 p d 杂 化 轨道 成 功 地 解释 了 PICl;” , Fe(CN) 等 络 离子 的 
结构 . 杂 化 轨道 理论 认为 中 心 原子 的 原 子 轨道 可 以 重新 组 合成 为 一 些 新 的 原 子 轨道 , 原 
子 轨道 的 这 种 重新 组 合 称 为 杂 化 . 杂 化 后 的 原子 轨道 称 为 杂 化 轨道 . 唐 歼 庆 教 授 提 出 统 
一 处 理 s-p-d-/ 参 与 的 杂 化 轨道 理论 , 并 给 出 了 杂 化 轨道 的 一 般 构造 方法 . 

杂 化 轨道 理论 要 解决 两 个 问题 , 首先 在 确定 分 子 对 称 群 G 下 ,中心 原 子 的 哪些 轨道 
参与 杂 化 ， 即 构成 什么 样 的 杂 化 轨道 类 型 . 其 次 求 得 杂 化 轨道 的 具体 表示 形式 . 


4.5.3 群 论 的 处 理 方法 
在 确定 的 分 子 对 称 群 6 F, 一 组 有 方向 键 具 有 一 定 的 空间 对 称 图 形 , 在 群 G 的 对 称 


操作 下 , 这 组 有 方向 键 构成 群 6 的 一 个 表示 . 我 们 把 几 个 方向 键 看 作 n TERE, 
(8, $, , ”9 $.) 9 把 群 G 的 对 称 操 作 尺 作用 到 这 些 基 矢量 上 ， 得 到 


202 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


$, $, 

6 

R $. =D(R)| ° 
$, $, 


上 式 中 的 DCR) 是 群 G 的 对 称 操作 RR 的 表示 矩阵 .容易 证 明 , RADR), R 为 群 G 中 的 
对 称 操作 , 可 做 成 群 C 的 一 个 表示 , 一 般 这 个 表示 是 可 约 表 示 . 根据 (4. 3. 9) 式 可 把 这 
个 可 约 表示 分 解 成 为 一 些 不 可 约 表示 的 直 和 . 

我 们 知道 原子 轨道 也 可 以 作为 基 矢 构成 一 个 表示 , 由 于 对 称 操作 R MERES ALAT H 
是 可 交换 的 , 有 

HRy = RH/ = ERy 
上 式 表明 , 若 少 是 薛 定 雇 方 程 的 解 ，Ryp 也 是 它 的 解 , 因此 
Ry, = > T(R) ph, 
这 一 套 本 矩阵 也 就 是 群 G 的 一 个 表示 , 利用 (4. 3. 9) 式 它 也 可 以 分 解 为 一 些 不 可 约 表示 
的 直 和 . 在 这 些 不 可 约 表 示 中 , 组 合 出 和 表示 D 具有 相同 特征 标的 表示 , 我 们 就 找到 了 
. 和 上 D 等 价 的 另 一 表示 . WAR y ADLA, 可 以 用 原子 轨道 yy 的 线性 组 合 来 表达 个 
方向 键 D, i=1, 2,…, n， 
$, = > Capi, 


4.5.4 常见 几何 构 型 杂 化 轨道 


1，D% 构 型 的 杂 轨 道 
平面 的 AB, 分 子 均 属于 D;, 对 称 群 。 中 心 原子 A 参与 杂 化 的 原子 轨道 有 s, p, d 共 9 
个 原子 轨道 . 形成 的 3 个 oa 键 (方向 键 ) 在 D;, 群 中 的 可 约 表示 为 
Ds, E 36 30 Tr 25, 30, 
r 3 0 1 3 0 1 
利用 (4.3.9) 式 ,这 个 可 约 表示 分 解 为 
T, =A!@E' 
H D; 群 的 特征 标 表 可 得 到 
Ái: s, d, 
E': (p,,p,), (daa dy) 
因此 , 所 有 的 可 能 杂 化 轨道 类 型 只 有 4 种 : 
sp ds, dp, d° 
具体 采用 哪 一 种 杂 化 轨道 要 由 原子 轨道 的 能 级 高 低 来 决定 , 对 BF; ，NO， 等 分 子 和 离子 
形成 sp? 杂 化 轨道 , 对 MCL (M 为 过 渡 人 金属 ) 分 子 用 (mn - 1) 个 dns 轨道 形成 ds 杂 化 轨 
jË. 对 sp? 杂 化 轨道 , 可 以 求 得 杂 化 轨道 的 具体 函数 形式 . 利用 和 中 心 原子 s 和 p,, p, 相 
匹配 的 方法 很 容易 求 得 杂 化 轨道 BB ，B，,，，GB;( 见 图 4. 5. 1 )， 和 中 心 原 子 的 s 轨道 相 匹 
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配 , 三 个 杂 化 轨道 系数 一 定 相 等 , 再 利用 归 一 化 求 出 系数 


Ay 即 


s s-z, +@, + Bs) 
和 中 心 原子 的 p, 轨道 相 匹配 ,有 
p, =c) $, tes( $, +D) 
利用 归 一 化 条 件 和 p, 轨道 与 s 轨道 正 交 , RI c 和 c. 


图 4.5.1 sp 杂 化 轨道 


-2 l, -L 
Px =g” B” B” 
和 中 心 原 子 的 p, 轨道 相 匹配 ,并 利用 归 一 化 条 件 得 
l/s 
p = z P $,;) 
上 面 三 式 用 矩阵 表示 ， 有 
1 1 1L 
s 2 s 3 $, $, 
; i Aa) L, 
0 二 _ 
2 A2 
利用 三 : 乘 上 式 两 端 ， 得 sp 的 三 个 杂 化 轨道 函数 
1 2 : 
一 一 0 
aa | & ° |, 
jl LL 1 
| Mi MW 2 日 
P ji a a> 
BA % AZ 


2. 正四 面体 杂 化 轨道 


正四 面体 AB, 分 子 有 CH MnO;' 等 ， 属于 了 对 称 群 . 4 个 = RE T, 群 中 的 可 约 
表示 特征 标 为 


Ta E 8C3 3C, 65S, 6ra 
T; 4 1 0 0 2 
利用 (4. 3. 9) 式 ,六 。 分 解 不 可 约 表示 为 
T, =A,@T, 


H T, 群 的 特征 标 表 得 
Ai:s 


T,: (Pas Pys p.), (dys das d.) 
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可 能 的 杂 化 轨道 类 型 有 sp 和 sd? 两 种 . 对 CH, 分 子 , 由 
于 碳 原子 的 *, p 轨道 能 量 接近 , RA sp 杂 化 . 对 MnO; ' 
分 子 , 由 于 锰 原 子 3ds4* 组 态 , 可 能 采用 sd? 杂 化 . 利用 
和 中 心 原子 *, pa, p, fil p, 相 匹配 的 方法 可 以 得 到 sp? 杂 
化 轨道 .中心 原子 轨道 *, p 如 图 4. 5. 2 所 示 . 

s，, 忆 轨道 和 杂 化 轨道 之 间 的 变换 矩阵 关系 如 下 ; 


1 1 1 1 . kai 
2 2 2 2 Ve, 图 4.5.2 中 心 原子 s, p 轨道 
s\ ji 1 1 1 P: 
Pa 2 2 2 2 | $; "k 
> jJi 1 -1 Le $, 
2 2 2 
P: $, 
1 81 1 1 K® 
2 2 2 2 


利用 URERA, 得 到 p° 的 四 个 杂 化 轨道 函数 


1 1 1 1 
2 2 2 2 
BL 1 1 alf 
| |2 2 2 ”2||P 
o| 1 1 1 _1| |], 
$, 2 2 2 2 p, 
1 1 1 1 
2 2 2 2 


3. 平面 正方 形 杂 化 轨道 
平面 正方 形 AB, 分 子 有 AgCh” ，CuCl - ,XeF, ,Ni( CN)?- 等 , 它们 属于 Da 

4 + o RE D4s 群 中 的 可 约 表示 
Dar E 2C, 2C 2C: 2C2 i 2S, T, 2T, 
T, 4 0 0 2 0 0, 


利用 (4. 3.9) 式 , T, 分 解 不 可 约 表 示 为 
T, =A; B DE, 
H D4 群 的 特征 标 表 得 
Aig: S, d, | 
B.: d 2 


E,: (p,, P,) ， 
可 能 的 杂 化 轨道 类 型 有 dsp 和 d'p PFP. dsp 的 四 个 杂 
化 轨道 如 图 4. 5. 3 所 示 . 利用 和 中 心 原 子 *， doz Pa fl p, 相 匹配 的 方法 可 以 得 到 dsp 
的 杂 化 轨道 函数 . *，d.。。, p. 和 p, 与 杂 化 轨道 之 间 的 变换 矩阵 关系 如 下 : 


图 4.5.3 dsp 杂 化 轨道 
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1 1 1 1 
2 2 2 2 
Lil 1 Lf2 $ 
djy 2 2 2 2 ®, y $, 
p. | |+ 0 -Ł 0 $, $, 
Py 2 1 2 i 1 @, $, 
0 > 0 -> 
2 2 
HAU CRER, 得 到 ds? 四 个 杂 化 轨道 : 
1 1 1 ` 
2 2 Z 0 
P) ji _1 0 1f” 
Ð, _ 2 2 Z da 
%$, E 1 1 _ 1 0 P. 
g, 2 2 Z p, 
1 1 1 
2 > ° A2 


4. 三 角 双 锥 形 杂 化 轨道 
三 角 双 锥 型 分 子 有 PF; ,AsF; ,MoCl; , Fe( C0)s 等 , 这 类 分 子 属于 Du, 群 . 5 个 o 刍 
在 D;, 群 的 可 约 表示 特征 标 为 


Ds E 263 2C, Tr 25, 30 
r, 5 2 1 3 0 3 
利用 (4. 3.9) 式 , T, 分解 不 可 约 表示 为 
T, =24 QAE" 
由 Ds 群 的 特征 标 表 得 


Ai: s, da; Aipa E': (p,, P,), (d, 22 day) 
可 能 的 杂 化 轨道 类 型 有 dsp 和 dsp PPH, PF, 和 AsF, 分 子 属于 dsp 杂 化 ,MoCl; 分 子 属 
F d° sp 杂 化 . 
5. 正八 面体 杂 化 轨道 
正八 面体 AB, 分 子 有 SF ,CoFs ,PtCl” ，Fe(CN)3 和 Cr( CO), 等 , 它们 属于 0， 
群 . 6 个 o E 0, 群 中 的 可 约 表 示 可 用 它 的 子 群 0 群 来 研究 . 6 个 = 键 在 0 群 中 的 可 
约 表示 为 


0 E 6C, 3C, 80, 6C, 
T; 6 2 2. 0 0 


利用 (4. 3.9) 式 ,六 在 0 群 分 解 不 可 约 表示 为 
To =A,GE@T, 
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M O 群 的 特征 标 表 得 
0 群 O, 群 
A: $s 一 一 Aig 
E: (da, do) 一 一 E, 
Ti: (Pas Pys P.) 一 一 Tiu 


所 以 在 O, 群 中 , 中 心 原子 只 可 能 有 一 种 杂 化 轨道 dsp ， 杂 化 轨道 如 图 4. 5. 4 所 示 . 和 
中 心 原子 s 轨道 相 匹 配 的 6 个 o 键 系 数 相 等 , 再 利用 归 一 化 得 


s - Z + @, + Ó, + @, + Ó, + @,) 
和 中心 原 子 p 轨道 相 匹配 的 3 个 杂 化 轨道 


P: 7 $, - $,) 


p, =z $, - @,) 


图 4.5.4 Psp 杂 化 轨道 


-=- 工 (G - 
P. r. $, - $e) 
和 中 心 原 子 4。,: 相 匹配 的 只 有 D, @,, D, @, 杂 化 轨道 . 再 利用 归 一 化 , 得 


da = La, - ®, +; ~ $, ) 


和 d, 相 匹配 的 杂 化 轨道 为 f 
d, =e,(@, + $, + $, + $,) +c,( Ds + De) 
Kamu kiya 一 化 和 * 轨道 相 正 交 得 到 二 个 方程 ,确定 二 个 系数 ,ci = 


原 了 了 轨道 和 杂 化 轨道 之 间 可 的 交换 矩阵 关系 如 下 


= Ka `” 

1 1 1 1 1 1 

Ww % V % % 6 

1 1 

二 0 -= 0- 0 0 
i Z WI P) (P 
” 0 l 0 L o of] |? 
P. | -| o 0 0 o 1 _1|%, @, 
d, 2 2 Š$, $, 
dap -Ż— _ l _ l L 1 1 ig D; 

VD2 M Mm MBB 

1 1 1 1 

2 2 2 -2 0 9 


利用 U 乘 上 式 两 端 , 得 到 dsp 的 六 个 杂 化 轨道 函数 
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l 1 0 0 2l 81 

6 从 vi2 2 
d l 0 1 0 -+ -4 ; 
1 ni V2 V12 
& P: 
2 1 -上 , o -+ > 
$, _ n 3 2 v12 p, 
@, 1 Ó lL 0 1 _1| e 
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6. /轨道 参与 的 杂 化 轨道 

以 MoSi, 的 晶体 结构 为 例 , 讨论 /轨道 参与 的 杂 化 轨 
jË. Mo 原子 的 周围 有 十 根 Mo 一 Si 键 , 属于 D4 对 称 群 , 其 
结构 示 于 图 4. 5. 5. 在 MoSi, 晶体 结构 中 , 通常 认为 Mo 一 S 
是 共 价 键 ， 而 硅 的 电 负 性 是 1.8, 比 S 的 电 负 性 2.5 更 小 . 
因此 , 可 以 认为 MoSi 也 是 共 价 键 . 10 个 o 键 在 Ds 群 中 
的 可 约 表示 为 


Da E 2C4 2C, 2C; 203 "i 2S, Tr 20, 204 


利用 (4. 3.9) R, T, 分 解 不 可 约 表示 为 
T, =2A 2A DB DBn OE, OE, 

H Ds 群 的 特征 标 表 ,可 得 

Aig: s, da; 
| A,,: P:s Jas2-3) ; 
Be : d,, ; 

B,, : Jan? 9 

E, : (dus dp); ; 

E,: (Pa, p,); Qas- D Jys2- D) : 
轨道 是 三 次 方 函数 , 由 上 面 结果 看 ,有 B, 不 可 约 表示 仅 有 轨道, 4 有 一 个 P 和 一 个 f 轨 


道 , 所 以 至 少 要 有 两 个 /轨道 用 于 MoSi, 晶体 的 杂 化 轨道 , 这 个 杂 化 轨道 类 型 为 disp? 户 . 


第 五 章 ”空间 群 


本 章 首先 给 出 空间 群 的 定义 , 然后 讨论 空间 群 的 7 个 系列 , 14 种 空间 点 阵 类 型 和 32， 
类 230 个 空间 群 . 详细 讨论 了 230 个 空间 群 的 结构 , 并 把 空间 群 通过 周期 性 边界 条 件 变 
为 有 限 群 .最 后 引入 时 间 反 演 把 空间 群 推广 为 Shubnikov 群 , 对 三 类 磁 空间 群 (或 色 空 间 
群 ) 做 了 简要 说 明 . 


5.1 空间 群 与 Bravais 点 阵 
5.1.1 Euclide ## 


定义 有 两 点 间距 离 的 n 维 实 空间 为 n 维 Euclide 空间 (R"). 我 们 生活 的 现实 空间 是 
三 维 Euclide 空间 R’, BA X(x, z>, x3) 和 了 Y(y,, y>, yy;) 间 的 距离 为 
ox, Y) = | G - 2°] (5.1.1) 
在 Euclide 空间 R° 中 定义 非 齐 次 线性 变换 户 (&，t) ， 它 对 空间 中 任意 一 点 
X(x, x, xs) 的 作用 为 把 它 变换 为 点 六 '(xi , x; , wa), Bp 
P(&, OX = YX' 


, 
Xi 
x; 
%3 


如 果 要 求 非 齐 次 线性 变换 B(&, t) 保 持 两 点 间距 离 不 变 ， 即 
p(X, Y) =p(X', Y') (5.1.3) 


x 
路 x = Z e +t; (5.1.2) 


%3 


=å 


由 (5.1.2) 得 到 
X G - zt) = Y. [( Zes) - (Zas) ] 


= > | ( È, ayaa ) (zx, — YY) ] (5.1.4) 
ATER | 
. D ajea = Sps D, Odu = dh (5.1.5) 
即 & H IE 28 EBE. 
Seitz 引 人 一 种 描写 这 种 非 齐 次 线性 变换 的 符号 ， 
Ê(&, O) ={âlt} (5.1.6) 


i 为 平移 的 向 量 . 这 种 符号 已 成 为 目前 固体 物理 中 关于 空间 群 的 通用 符号 ， 由 定义 可 看 
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出 两 个 变换 之 积 为 
l& It] {alt} = {â â lâ +t} (5.1.7) 
由 于 正 交 和 矩阵 之 积 还 是 正 交 和 矩阵 ， 因而 两 个 变换 之 积 仍然 保持 空间 两 点 间距 离 不 变 。 容 
易 看 到 这 种 乘法 是 满足 结合 律 的 .变换 1&,1t 1 的 逆 为 
{& lea] =j -al | (5. 1.8) 
单位 变换 为 181 =0} , ë 为 单位 和 矩阵， 因而 这 些 非 奇 次 线性 变换 构成 一 个 群 . 

定义 5.1.1(Euclide 群 ) R, 空间 中 全 部 保持 两 点 间距 离 不 变 的 非 齐 次 线性 变换 
{&| 自 构成 一 个 群 ， 称 为 Euclide 群 , 记 为 已 ， 也 称 为 实 仿 射 变换 群 . 

当 t=0 时 , {&10|] 为 三 维 空间 正 交 群 0(3), 因而 0(3) 群 是 的 子 群 . 24 & =ë BF, 
Lell 38 R? 空间 中 的 平移 群 T, TEE E 群 的 子 群 , E' 群 是 连续 群 , 平移 向 量 t 和 正 交 
变换 & 都 是 连续 变化 的 . (为 了 符号 简单 以 后 用 a 代替 â). 

E’ 的 平移 子 群 T, 它 的 元 素 为 felt} , 显然 是 一 Abel 群 ， 即 

felti} . {elt} ={elti +6}, felt} . felti} = {elt +t} 
为 一 向 量 加 法 群 , hth = t, +t. 
如 果 对 了 群 中 的 平移 向 量 上 加 以 约束 ， 即 令 
lel = d| (d#0), teT . (5.1.9) 


则 得 到 平移 群 了 的 一 个 分 立 子 群 , 记 为 T , 下 面 证 明 这 一 定理 . 
定理 5.1.1 如 果 对 连续 平移 群 7 中 的 平移 向 量 t 加 以 约束 , 使 所 有 可 能 的 平移 向 
量 上 的 长 度 均 大 于 或 等 于 一 个 向 量 4 的 长 度 | d | ， 而 4 关 0,， 则 得 到 了 的 一 个 分 立 子 群 ， 
WA T, T 中 的 元 素 为 
t=m,a, +m,a, +m,a,, m,,m,, m =0, +1, +2, + (5.1.10) 
a, a,, a, 为 三 个 线性 无 关 的 向 量 , 称 为 基 向 量 . 有 的 书 也 称 分 立 平移 群 为 格 群 (lattice 
group) 


证 明 ”在 平移 群 了 的 子 群 了 中 任意 取 两 个 不 相 平 行 的 向 量 b, 和 5,, 它们 构成 一 个 


PH bn, 9a, 是 了 和 群 在 平面 hb, 上, 而 且 是 与 5b, 平行 的 最 小 向 量 (因为 T 中 的 平移 向 
量 长 度 均 大 于 或 等 于 |d|, 所 以 存在 最 小 向 量 ， 而且 a, 夭 0)， 平 面 52 上 可 找到 一 个 不 


与 a, 平行 的 平移 群 了 中 的 向 量 a,， 使 它 在 平面 5 上 与 ai 垂直 的 直线 上 的 投影 最 小 . 
因而 由 a, 和 a, 构成 平面 51。 上 的 平行 四 边 形 内 部 及 边 上 不 存在 属于 了 群 的 平移 向 量 t 


的 端点 .否则 如 果 存 在 T 中 平移 向 量 的 端点 , 则 这 些 向 量 在 a,, a, 上 的 投影 均 小 于 
Ha 和 as 上. RS ial, la | ERRATE. 


下 面 讨论 平 移 群 T 在 平面 2 以 外 的 平移 向 量 , 由 于 平移 群 了 的 平移 向 量 的 有 限 
性 , 总 可 在 平面 bs 之 外 , 找到 一 个 T 内 的 平移 向 量 a,, 它 在 平面 25. 的 法 线 上 的 投影 最 
小 . 由 这 三 个 向 量 el a, a; 构成 一 个 平行 六 面体 , 容易 看 到 T 群 的 所 有 平移 向 量 的 端 
点 只 能 在 这 个 平行 六 面体 之 外 , 或 者 为 这 个 平行 六 面体 的 顶点 . 因而 T 中 的 所 有 平移 向 
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量 都 可 写 为 这 三 个 线性 无 关 的 向 量 的 线性 组 合 ， 即 

a=a,a, tea +osa,, ae T (5.1.11) 
以 mi ， M, M3 标记 a, G, , Os 中 的 整数 部 分 ， Bp Ci =m; +k, lk; l <1. 由 于 ai ， az, a; 
是 了 中 的 平移 元 素 ，7 是 向 量 加 法 群 , 因 而 

ao =ma +m,4, +m43 (m,, m, m, 为 任意 正 负 整 数 ) 
也 是 T 中 的 平移 向 量 . 于 是 (5. 1. 11) 定 义 的 平移 向 量 4 与 m 之 差 
a-a; = 后 Ci + k,a, + k,a, 

也 是 了 内 的 平移 向 量 ， 而 这 个 向 量 由 于 , kz, k, 都 是 小 于 1 的 数 , 因而 当 ki, k,, k, 中 
有 一 个 不 为 零 时 , 向 量 a ~ a, 的 端点 就 落 在 了 前 述 的 平行 六 面体 之 内 (或 边界 上 ), 前 面 
已 经 论述 了 这 是 不 允许 的 , AMARRE k =k, =k, =0. 于 是 


fel R,} =lel ma, + m,a, + m,a,] 
=lelaj|"” - lela,]”2 fel a }™ (5.1.12) 
平移 向 量 为 : 
R, =m,a, +m,a, +m,a, (5.1.13) 


这 就 证 明了 这 个 定理 . 对 于 分 立 平移 群 了 , 可 以 任意 选取 T 中 的 三 个 x ， x,, x, 
(xi, x;, x; Ee 了) 构成 一 个 平行 六 面体 , 在 所 有 这 些 平行 六 面体 中 选取 最 小 的 平行 六 面 
体 构成 了 群 的 元 胞 , 这 个 元 胞 的 三 个 边 上 的 向 量 a1, a, a, 构成 一 组 基 向 量 , 因而 基 向 
量 是 可 以 不 同 选取 的 , 但 是 元 胞 的 体积 (a, xa) a, 是 由 (5. 1.9) 式 中 的 最 小 向 量 d I 
EKT, 因而 是 唯一 确定 的 . 

有 了 分 立 平移 群 , 就 可 在 此 基础 上 讨论 空间 群 了 . 


5.1.2 空间 群 与 Bravais 点 阵 


定义 5.1.2( 空 间 群 ) 如 果 Enclide 群 F° 的 平移 子 群 7 为 分 立 平移 群 T 时 , 所 得 到 
的 E 群 的 子 群 为 空间 群 . 

按 定义 对 一 定 空间 群 , 元 素 {elt} 中 , t=n,a, + n,a, + na ， 即 它 的 平移 子 群 为 分 立 
平移 群 子 ， 而 空间 群 中 出 现 的 全 部 正 交 变换 &, 一 定 也 构成 一 个 群 , 它 是 0(3) 群 的 有 限 
子 群 , 记 这 个 群 为 C，C 一 定 是 一 个 晶体 点 群 . 它 是 空间 群 的 一 个 标记 ,因而 通常 记 空间 
群 为 C, k REER C 构成 的 空间 群 中 的 第 大 个 . ` 

容易 看 到 分 立 平移 子 群 T 是 空间 群 的 子 群 , 下 面 证 明 它 还 是 不 变 子 群 . 

定理 5.1. 2 空间 群 C+ 的 平移 子 群 Ti 是 空间 群 C 的 不 变 子 群 

证 明 令 空 间 群 G' 的 元 素 为 {alt} , 而 平移 子 群 TL 的 元 素 为 elR.} , HETER 
积 的 定义 5. 1.7 得 到 

[a - lelR.] =|eloR, +t} 


leIR,] > {alt} = {alR, +t} (5. 1. 14) 
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34 R, 取 遍 子 群 74 时 , 由 (5. 1. 14) 式 的 第 一 式 得 到 子 群 T. 的 左 陪 集 , 由 (5. 1. 14) 式 
的 第 二 式 得 到 右 陪 集 , 用 { alt} EAC. 1. 14) 式 的 第 一 式 , 得 到 
lal t} e fel R} -falt 
={al aR, +t] jal- at] 
= {el aR} (5.1.15) 


REHE R, 是 平移 子 群 7 的 平移 向 量 , M| aR, 也 是 Ti 群 的 平移 向 量 ， 也 就 证 明了 
(5.1. 14) 式 当 R, 取 遍 T; 群 时 ， 所 得 到 的 右 陪 集 {ialR, +tj 1R,e 74} 和 左 陪 集 
{ialaR, +t} 1R, e PMAR, 因而 T: 为 不 变 子 群 

在 这 个 定理 的 证 明 过 程 中 , 还 揭示 了 空间 群 G: 的 平移 子 群 Ti 的 一 个 重要 性 质 ， 即 


Te 中 的 平移 向 量 R, , 在 空间 群 C 中 的 正 交 变换 a 作用 下 , R, 还 是 平移 子 群 7 中 的 
平移 向 量 . 


空间 群 E 的 平移 子 群 区 ( 以 后 把 Te 写 为 蓄 ) 中 的 全 部 平移 向 量 R, =a, +n,a, + 
nas 的 端点 在 空间 R° 中 构成 了 一 个 有 规则 的 点 阵 , 称 这 个 点 阵 为 空间 群 G 的 Bravais 
ARE. 

定义 S. L. 3( Bravais 点 阵 ) 由 空间 群 G' 的 平移 子 群 7 中 的 所 有 平移 向 量 R, 的 端 
点 在 空间 R° 中 构成 的 点 阵 称 为 空间 群 G 的 Bravais 点 阵 , 其 中 的 点 ( 即 R, 的 端点 ) 称 为 
点 阵 格 点 (Lattice). 

在 定理 5.1. 1 的 证 明 中 , 已 看 到 若 R, 属于 空间 群 C 的 Bravais, MJ 4R, =x (As 
G), 这 表明 Bravais 点 阵 具有 点 群 6 的 对 称 性 . 

空间 群 C 的 平移 子 群 Tç 所 定义 的 Bravais 点 阵 不 仅 有 点 群 G 的 对 称 性 , 而且 它 的 
点 群 对 称 性 更 高 ,下 面 证 明 关 于 Bravais 点 阵 点 群 对 称 性 的 一 个 重要 的 定理 . 

定理 5.1.3 一 切 空间 群 G6* 的 Bravais 点 阵 都 具有 点 群 G 的 对 称 性 , 而 且 不 论 G 中 
是 否 包括 空间 反 演 i, Bravais 点 阵 还 都 具有 空间 反 演 对 称 性 , 因而 空间 群 C* 的 Bravais 点 
阵 的 点 对 称 性 比 点 群 G 更 大 . 

证 明 一 切 空 间 群 的 Bravais 点 阵 中 的 格 点 均 可 写 为 

R, =n,a, +n,a, + n,a, 
(HHE a, a, a, 因 具 体 空 间 群 6 而 定 ) , 前 面 已 证 明 它 具 有 点 群 G 的 对 称 性 , 而 在 空 
间 反 演 下 
iR, = —n,a, -na —-n,a, = Ry 
因为 格 点 R, PR n, n, n, 可 取 任 意 正 、 负 整数 和 0, 因而 R, = - R. , 当然 也 是 这 个 点 
阵 中 的 格 点 ， 这 就 证 明了 Bravais 点 阵 不 论 空间 群 的 元 素 lalit) 中 是 否 包 括 空间 反 演 
lilt), BRAZ ERX ERE. 

描述 空间 群 C 的 Bravais 点 阵 点 群 对 称 性 的 点 群 记 为 6,， 由 于 Gai, WEAR G 

又 是 G, 的 子 群 , 因而 6 2 GGoC,, ( C, 为 空间 反 演 群 ). 
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5.1.3 空间 群 元 素 的 类 型 


空间 群 元 素 | alt| 可 分 为 三 种 类 型 . 

(1) 平移 : TR lelt) 为 空间 的 平移 , HP tR, 是 空间 群 C 允许 的 平移 向 量 , 在 
一 定 基 矢 (a,, a,, a;) 下 由 (5.1.13) 式 所 描述 , 它们 的 总 体 构成 空间 群 G' 的 平移 子 群 
Te = {felR,| ,R=na +ma, +nsa,, ni 为 正 负 整数 或 0} , 这 些 R, 称 为 基本 平移 . 

(2) 点 变换 : 空间 群 G' 中 的 元 素 1al0| e G, 实际 上 就 是 变换 a, 它 为 正 交 和 矩阵 , 第 
二 章 已 指出 它 所 引起 的 空间 变换 至 少 保持 一 个 点 不 动 , 因而 称 为 点 变换 , 由 于 

{al0} . {a10} = {a’al0} = {a"10} 

因而 所 有 [101 的 集合 构成 空间 群 C 的 子 群 , 称 为 点 子 群 ( 由 点 变换 构成 的 子 群 ), 记 点 


+ G CÇ. 
注意 , 一 般 来 讲 Ç c Ç, 因为 空间 群 G 中 可 能 存在 元 素 { oltl eC, 而 [os10} 和 {e 


lt, 都 不 属于 空间 群 C， 虽然 o, = G, BAB T AA TE G, t, 也 不 属于 平移 子 群 To 这 
就 引出 了 空间 群 的 第 三 种 变换 | as14 二 


(3) 元 素 tasl# 上 (os 不 属于 G, h RRF Te). "这 类 元 素 可 分 为 两 种 类 型 : 第 一 种 
是 mw 为 纯 转 动 , 则 | af 上 为 绕 一 定 轴 转 一 定 角度 后 再 平移 ,此 时 6 并 不 能 写 为 
(5.1. 13) 式 的 形式 , 称 这 种 变换 为 螺旋 转动 , 称 螺旋 转动 的 转动 轴 为 螺旋 轴 , 4 称 为 非 
基本 平移 ,第 二 种 是 m 为 一 反射 面 ， 称 这 种 变换 1 ls 为 滑 移 反射 (反射 面 进行 反射 后 
再 平移 上, t, 也 不 是 基本 平移 ). 

由 于 点 群 G 中 只 有 四 种 类 型 的 元 素 C, iC,, o 和 i、{C,1t} 即 螺旋 转动 , 而 {iC,14| 
= {ilf} [C16], ñ -t,=t. 因而 Cl 和 为 1 在 上 与 1C.15} 复合 操 作 . lolt) 为 滑 移 反 
射 , 由 于 i=o,. C,, 因而 {ilt| 也 不 是 独立 的 , 而 是 螺旋 转动 与 滑 移 反射 的 复合 . 


5.2 空间 群 的 七 个 系列 和 14 种 Bravais 点 阵 


5.2.1 空间 群 的 七 个 系列 (七 个 晶 系 ) 


在 2.6 节 中 已 讨论 了 晶体 学 点 群 中 只 能 包括 n=1,2,3,4, 6 的 n 重 转轴 和 重 转 

动 反射 轴 , 并 证 明了 空间 群 中 的 & 的 迹 , 为 
IT(@) ls3 | 

下 面 再 讨论 空间 群 C 中 平移 子 群 To 所 决定 的 Bravias 点 阵 与 点 群 C 间 的 制约 关系 . 

上 面 已 指出 描述 Bravias 点 群 对 称 性 的 点 群 G, 一 定 包括 空间 反 演 i, 下 面 的 定理 将 
进一步 指出 点 群 G, 的 结构 . 

定理 5.2.1 空间 群 G' 的 Bravias 点 阵 的 点 对 称 群 6,, 如 果 若 包括 C. (n >2) 轴 ， 则 
点 群 Co EE G, 的 子 群 , BI C,, CG 

证 明 这 个 定理 只 须 证 明 在 含有 C, 轴 的 点 群 Ç, 中 一 定 还 存在 包括 C, 轴 的 反射 面 
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ov,， 即 点 阵 的 基 向 量 a, 在 o, 作用 下 , 使 s.a, = na, +n;a, +n,a,. 
令 C, 轴 的 方向 为 六， 六 垂直 于 C, 轴 , 在 7 方向 上 取 一 向 量 ai, 为 空间 群 0 的 


Bravais 点 阵 在 这 个 方向 上 的 最 小 向 量 , 用 c, (EEEF a, BEAR a, M 


a =C, (TE)a, (5.2.1) 


由 于 w 是 六 方向 的 最 小 向 量 , 从 几何 关系 上 可 以 看 出 &, JE a, 方向 上 的 群 Tç 中 的 最 小 
平移 向 量 , 因而 a, 和 a, 都 可 作为 基 向 量 . 在 ri 与 六 所 在 平面 上 , 取 一 个 向 量 为 第 三 个 
ÆR a, Bl 

a, =r; +r, (5.2.2) 


利用 C, (TEET a, HRE a, ËB 
C, (PT)e, -0 =C, Fa) -r 
a, Ë Tš 中 的 基 矢 ，C, { 2] 是 G。 群 中 的 元 素 ,因而 


c, (TE)e, -a, e Th 
2 
c, =)”. -r e% (5.2.3) 


(c, OER ETA WC ri) 
由 于 基 矢 a 在, 方向， a, #£ C, [2 SeA, ATC. 2. 3) 式 可 写 为 
c, (E) -r, =na,+na, n,n =0, £1, +2, = (5.2.4) 
以 C, (2) 作用 上 式 , 得 到 


r, = C, (22) r, =c, (28) a sc, (22) a, 
=mC, (22) a + n,a, (5.2.5) 
用 (35. 2.4) 式 或 (5. 2. 5) 式 得 到 
c, (2). +C, Í 2)" r, -2r, 


=(n = n,)a, + ma, — mC, (23) a, (5.2.6) 
由 几何 关系 可 看 到 
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c,, (LE)r, + c, (28) r, = 2eos(22)r, 


(5.2.7) 
-ze 
把 (5. 2.7) 式 代入 (5. 2.6) 式 得 到 | 
(2e0s = -2)r, = (m - n, -2n cos Ta, + (m, +n,)a, (5.2.8) 
在 得 到 这 些 公式 时 利用 了 c,, [2Z)a, sa. 
下 面 分 别 对 n=3, 4, 6 三 种 情况 (因为 >2, 只 允许 这 三 种 情况 ) 进 行 讨论 ， 


(1) Ñ n=3 时 , 2cos E= -1, 于 是 由 (5.2.8) 式 得 到 


2n, -m n `+ n, 
r, = -————a, -———a 
+ 3 1 3 2 


因为 es =r, +r, 得 


2n, — n, n, +n, 
G, =r- 3 a 0 


取 一 通过 r| 并 垂直 于 a, 的 平面 为 反射 面 rc,， 则 在 它 的 作用 下 


, 
OIC = aG, = a, + a, er 


(5.2.9) 


ca, = - a, e Te (5.2. 10) 


2n, — n, 
sas =r -— (a +a) + 
这 就 证 明了 o, 是 这 种 Bravias 点 阵 的 对 称 面 , 因而 包括 C, 轴 的 Ç, 群 , 也 一 定 包 括 子 群 
Cs Ca =CQle， oa) > 


(2) n=4, 此 时 2cos ZE =0, 于 是 由 (5.2.8) 式 得 到 


n, + n, 


a, = a, + nma, < T} 


n, =n n, +n, 
r= G - 5 h 
因而 ' 
n, =n; n,-+ n, 
a, =r += a h (5.2.11) 
取 通 过 T| 和 a, 的 平面 为 反射 面 ou， 于 是 
ca, =a,, c,a, = - a, (5.2.12) 
因而 由 (5. 2. 11) 式 得 
ca, =a, + (n, +n,)a, e Th (5.2.13) 


这 也 说 明 反 射 面 o, 保持 Bravais 点 阵 不 变 , 因而 G, 3C,,(C,@le, o,}). 
(3) 当 n=6 时 , 2eos S =1, 利用 (5.2.8) 式 可 得 到 


a, =T} +n, — (n, +n,)a,; (5.2. 14) 
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取 包 括 ri 并 平分 a 和 a, 间 夹 角 的 平面 为 反射 面 r,， 同 样 可 证 明 
ca=a,, c,a,=a, 
而 
auas =a, — (n, +2n,)a, + (n, +2n,)a, e Th (5.2. 15) 

这 也 证 明 G, D Cel C6, =C @Í e, oj ) ,从 而 证 明了 上 述 定理 . 

一 定点 群 G 构成 的 空间 群 C SERR alt}, a e G) 的 Bravais 点 阵 具有 点 
群 G 的 对 称 性 , 定理 2.1. 3 要求 Bravais 点 阵 具有 空间 反 演 对 称 性 , 这 个 定理 又 要 求 如 果 
空间 群 C 包括 二 重 以 上 转轴 ，Bravais 点 阵 的 对 称 群 C, 一定 包括 子 群 c. 这 得 出 了 空 
间 群 G' 的 Bravais 点 阵 的 对 称 群 G, 满足 条 件 : 

Ç, 3G@C,, 34 6 中 包括 n>2 的 C, hht, G, DC,, 
这 两 个 条 件 唯一 地 限定 了 由 点 群 6 构造 的 空间 群 G 的 Bravais 点 阵 的 点 对 称 群 G+. 满足 
这 些 条 件 的 点 群 只 有 七 个 : 
C, =C @I, G, = G, @ G,, Da = D, CL, Du = D, @ G, 
D, = DE, Da = DOC, O, = 0 @ G, 
从 而 说 明 这 七 个 点 群 决定 了 Bravais 点 阵 只 具有 七 种 点 群 对 称 性 ,这 七 个 点 群 中 的 每 一 
个 点 群 Cali =l, 2，…， 7) 及 其 所 有 子 群 所 构成 的 Bravais 点 阵 都 具有 点 群 G6,; 的 对 称 
性 , 也 就 是 有 相同 的 Bravais 点 阵 ，Bravais 点 阵 按 这 七 个 可 能 的 对 称 群 分 为 七 个 系列 , 称 
为 空间 群 的 系列 (或 简称 系 ), 用 这 七 个 空间 群 系列 描述 可 能 的 理想 晶体 称 为 七 个 晶 系 . 
空间 群 G 的 Bravais 点 具有 点 群 6 所属 的 晶 系 中 的 点 群 G, 的 点 对 称 性 , 同一 品系 G, 的 
Bravais 点 阵 具 有 相同 结构 , 因而 有 相同 的 平移 群 To 称 具 有 C, 对 称 性 的 Bravais 点 阵 为 
ENR; Cw 对 称 性 的 Bravais 点 阵 为 单 斜 系 ; Du 为 正 交 系 ; Di 为 三 角 系 ; Du 为 四 角 系 ; 
PaA ANT, O, 为 立方 系 ( 后 而 将 看 出 这 种 全 Wap 


sam C G ERER 在 下 表 中 给 出 了 七 个 系 HARMS. 
空间 群 系 ( 6,) 


空间 群 类 ( G) 


三 斜 系 Ci( =S) Ci, C; 
单 斜 系 C2 C,, G, , Con 
正 交 系 D;, Da, G;,, Dy, 
ZAR Du C3, D3, Se» Caos Dza 
四 角 系 Dan C4, Da, Sa, Dogs Cavs Can, Dan 
六 角 系 Dor Ce, Ds, Cer» Cç, Cons Dan, Da, 


立方 系 O, 


5.2.2 平移 群 76 点 阵 的 14 种 类 型 


T, Ta, Ths O, 0, 


上 节 讨 论 了 平移 群 或 Bravias 点 阵 对 相应 点 群 的 制约 , 反 过 来 如 果 空 间 群 所 包括 的 
点 群 G 确定 之 后 , 它们 又 对 平移 群 或 Bravias 点 阵 有 了 一 定 的 制约 , 在 这 种 制约 下 Bravias 
点 阵 只 能 有 14 种 类 型 . 每 一 种 类 型 的 点 阵 具 有 空间 群 系 所 属 对 称 群 G, 的 对 称 性 ， 这 种 
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对 称 性 表现 为 一 定 基 向 量 @ a,, a, 之 下 Bravais 点 阵 格 点 
R, =n,a, +n,a, +n,a, 
具有 点 群 G, 的 对 称 性 ， 即 
gR, =R. =nta, tma +0343, ge G, (5.2.16) 
EP n, n, ng 和 n, 》 n, , ns MJN IE A ae asan. 
下 面 分 别 讨论 七 个 空间 群 系 的 Bravias 点 阵 . 
(1) 三 斜 系 : 三 斜 系 的 空间 群 Bravias 点 阵 的 对 称 群 为 空间 反 演 群 7= le, i}, 或 称 
S, = |e, og* CG} =I, 即 点 阵 只 有 空间 反 演 对 称 性 .此 时 三 个 基 向 量 为 不 共 面 的 任意 三 个 
相互 倾斜 的 向 量 al , a, a;, 它们 之 间 不 允许 任意 两 个 向 量 相 垂直 , 如 果 有 两 个 向 量 相 互 
垂直 , 所 构成 的 点 阵 格 点 向 量 f 
R, =n,a, +n,a, + n,a, 
就 一 定 存在 其 它 对 称 性 , 这 种 点 阵 称 为 三 斜 系 ( 三 个 基 向 量 都 相互 倾斜 )， 点 阵 由 格 点 构 
成 的 最 小 平行 六 面体 称 为 元 胞 , 元 胞 为 基 矢 a, a,, a, 构成 的 平行 六 面体 . 
(2) 单 斜 系 : Bravais 点 阵 的 对 称 群 为 Cj = le, C,, i, Cn), 在 o, 面 上 取 基 向 量 a, 
Ma, 它们 间 的 夹 角 az*90°, 因为 在 o, ME, 故 与 C, 轴 垂 直 ,， 取 第 三 个 基 向 量 a, 平行 
C, 轴 , 这 组 基 向 量 在 Cx 群 作用 下 为 


a, 一 Qi q, -4 a, a 
1 a, = 一 G, > Ca ( T) a = 一 az, 5 Oh G, = a, 
a, 一 G, a, Qs a3 一 a3 


因而 点 阵 格 点 
R, =n,a, +n,a, + n,aG, 
具有 Cx 群 的 对 称 性 ， 称 这 种 点 阵 为 简单 型 点 阵 ， 或 简单 单 斜 点 阵 ， 单 斜 指 a, 与 a, 相 倾 
斜 ， 点 阵 的 元 胞 为 a, a, a, 构成 的 平行 六 面体 . 
如 果 取 另 一 组 基 癌 量 , Fj 


ai 1 0 0 a, a, 
,| 0 1 0 _ a, 
a, |= a, |= 
G, 2 2 a, 了 4s 十 了 了 42 
/ 1 1 
a =a, a =a,, G, = >t +m 


对 于 新 的 基 向 量 
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因而 fal , a, ea; 1 为 基 向 量 的 点 阵 也 具有 Cj, 群 的 对 称 性 、 这 种 点 阵 与 简单 型 点 阵 相 比 ， 


简单 型 点 阵 的 格 点 
R, =nial +n,a, + n,a, 
也 是 这 种 点 阵 的 格 点 ， 即 


, , 
nn, nn, 


,'! i , 1 ,' _ , , 
Ry = n,a, + n,a, + nna, = ma + n;a, + G +y Q = R 


n 


MER n + 也 > =n, n =n, "+ =n. 但 这 两 种 点 阵 的 不 同 之 处 是 后 一 种 点 阵 在 a ， 
a, 所 确定 的 平行 四 边 形 中 心 处 有 一 个 格 点 ， 称 这 种 点 阵 为 底 心 型 点 阵 

当 取 a =a, +a, Ra; =4s+ 方 (a1+a,) 时 也 可 得 到 两 种 面 心 型 点 阵 ,这 两 种 点 
阵 分 别 为 在 a;, a, 面 心 处 加 一 格 点 或 在 a, a, 面 心 加 一 格 点 , 它们 可 通过 改变 基 向 量 纺 
号 而 互相 转变 ,因而 它们 是 同一 种 底 心 点 阵 . 

(3) 正 交 系 : Bravais 点 群 的 对 称 群 为 Du 的 空间 群 系 为 正 交 系 ， 

D,, = {e, C,(x) = GJ), C,(y) =.CÍ?2, C,(z) = CPP ， 
L, Op = o” ,Ow = o” ;Oxy = c) 


REHE a, a,, a, 分 别 为 沿 x, y, * 轴 的 向 量 , 这 些 向 量 在 D,, 群 作用 下 为 


a, a, a, 一 .Go a, 
eE EH) 

a, _ a, a, a, a, 
(æ, B, 7 分 别 取 1,2,3) 因 而 点 阵 格 点 


R, =n,a, +n,a, + na 


具有 D2 群 对 称 性 , 称 为 简单 型 (P 型 ) D,, EE SABE. 


一 Gu 


一 as 


一 Gy 


如 果 选 取 基 向 量 为 
a, /1 0 0 a, aq, 
“ 0 1 0 a 
a, |= a, |= 
G; 2 2 G, 25 + 了 0 


通过 与 Cx 相 同 的 证 明 可 得 到 , 由 这 种 基 矢 构成 的 点 阵 也 具有 Da 的 对 称 性 . 而 且 是 底 心 
型 (C 型 ) AB, B a, , as 面 的 中 心 a; 处 为 点 阵 格 点 . 


如 果 取 基 向 量 | ` 

l 1 1 1 
0 — — —(a, +a 

al 2 2 fa z (a +0) 

, 1 1 1 

a, |=| 5 0 广 | |= y (a +a) 

aJ |1 1 a |1 
> 一 0 s (a, +a,) 


Rom 3162 
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a, + a; -a; +a, a = a -a +4, a, = a; + a; - a, 
于 是 在 D;, 群 变换 下 得 到 
1 
' pa -a, -a;) , 
a, -a 
so T (a, -a,) |= | a; -ai 
a: 1 ~-a, + a; 
° x (a - 02) i ? 
1 
， > (a, +a) ， 
a, _ a, 
ofk H-a, +a) |= |a, - a; 
a; a; - a; 
° > -a +a,) ! ? 


以 及 其 它 类 似 的 结果 , 从 而 证 明 w , a ,os 构成 点 阵 的 基 向 量 , 这 种 点 阵 的 格 点 为 
R, =n,a, + na; + nā, 
=a, + a3) + (a, +a,) + (a, +a,) 
n, +n n, +n. n, +n 
=> w +y m +a 


HRSTE, AARAA, PJP (a, +a), (a, +a), 


a, +a,) AEEA, 因此 这 种 点 阵 称 为 面 心 型 点 阵 , 记 为 了 型 点 阵 . 


如 果 选 取 基 向 量 为 
a, 1 0 0 a, G, 
, 0 1 0 G, 
G, |= G, |= 
G; 2 2 J. x (a +a, +a,) 


同样 可 证 明 由 ai , a; , aš 构成 的 点 阵 仍然 具有 Du 群 的 对 称 性 ， 这 种 点 阵 除 具有 P 弄 点 
阵 的 格 点 外 , 还 在 al ， a。, as 构成 的 平行 六 面体 中 心 了 (a1 +a, +a,) 处 存在 格 点 ， 因 而 


称 体 心 型 点 阵 , 记 为 1 型 点 阵 . 
Dj 唱 系 有 四 种 类 型 的 Bravais SRE, 即 简单 型 (P 型 ) , 底 心 型 (C 型 ), 面 心 型 (F 
型 ) 和 体 心 型 (I 型) 点 阵 . I 
| (4) 四 角 系 : Bravais 点 群 对 称 群 为 Dw 的 晶 系 为 四 角形 品系 ， 
Da = D @I = |e, Ci, C. CP, CP, CP, CP, CP , i, 25,, Cr, 20,, 20a) 
. 取 四 重 轴 方向 为 基 向 量 a, 在 =, 面 上 取 两 个 相互 垂直 的 基 向 量 a, Ma, 而 且 lal = 
| f la, l, 并 取 它 们 与 Cl? 和 co 轴 相 重合 .容易 看 到 基 向 量 ci , a, a, 在 Dw 群 作用 下 的 
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变化 为 


AJE) + J E) 
BAHE 


其 它 元 素 均 为 1 g, geD,, W ia = -a 因而 证 明了 a,, a,, a, 构成 Bravais 点 阵 格 点 . 
-> nia, 
具有 Ds 群 的 对 称 性 ， 这 种 点 阵 仍然 称 为 和音 和 Dai 
取 =@1, a, =a,, a, =a -二 (ai +a), 由 前 面 证 明 可 看 到 al, al, a, 构成 的 


Bravais 点 阵 也 具有 Ds 群 的 对 称 性 ， 由 于 as Fa, a, a; 构成 的 平行 六 面体 中 心 , 因 
而 这 种 点 阵 为 体 心 型 点 阵 (I 型). 


四 角 系 点 阵 没有 底 心 型 和 面 心 型 , 因为 a, a, 所 决定 的 平行 四 边 形 的 中 心 为 
Z% +a). MR Ca +02) 处 存在 格 点 ， 取 这 点 的 向 量 为 基 向 量 , BD a! =L (a, +a). 
由 于 存在 垂直 于 of 的 四 重 轴 和 地 X CP 和 C49 $. 因而 a! ,al Rl a) 构成 的 点 阵 也 是 一 
个 简单 型 点 阵 ， 同 样 可 说 明 侧面 上 也 不 存在 面 心 因而 只 有 简单 型 和 体 心 型 两 种 点 阵 


(5) 立方 系 : 点 阵 的 对 称 群 为 0; = 0@1 群 , BEREN a, a, a, 分 别 为 0 群 的 三 
个 四 重 轴 , FER |a = lal = lal. 


a, a a a a, a, 
-| a - 1 - 

Ca |=] -a, |, C) a, |=| a, c a, |=] a, 

a, a, a, a, J Va, 


其 它 元 素 均 为 


a, +a, 
gja, |=| +a; |, i j, 上 为 1, 2, 3 的 不 同 置换 ， ge 0, 
as +a, 


因而 由 a, a,, a; 构成 的 点 阵 具有 0, 群 的 对 称 性 . 它们 构成 简单 型 点 阵 (P 型 ). 
取 基 矢 


, 1 , 1 , 1 
a = > (a +a), m, = x (a +a,), a = za +a,) 


容易 看 到 


站 
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1 

1 1 l1 1 1 1 

; o > > 0 二 二 0 = > 
a! ` 2 2 la 2 2|re 2 2 aa 

; 1 1 1 1 1 1 
引 二 | 人 二 0 人 人 
a; 1 1 a, 1 1 G; 1 1 +a, 

2 > 0 2 2 0) > > 0 


RNa, +w) =a, 而 
a, -a, = 2(a; -al) 
a, - a, = 2(a; - as) 
a, - a, = 2(a; _ a!) 


因而 上 式 仍 然 为 


这 证 明 a; , a,, as 构成 点 阵 的 基 矢 , 这 种 点 阵 格 点 为 
R, =mar + n;a; + n,a; 

n + n, n, + n, n, + n, 

= m+ > G+ 03 


n +n, ni +n, m +m 


B, 为 整数 或 0 时 即 为 简单 型 点 阵 的 格 点 .而 方 (a +a) 等 为 


2 ， 2 
a, a,, a, 构成 的 平行 六 面体 的 面 心 , 因此 这 种 点 阵 为 面 心 型 (F 型 ) 点 阵 . 
取 基 矢 
, , , 1 
a =a, a,=a, G, = > (a +a, +a) 
容易 看 到 
a: 1 0 Ola, 1 0 0Yaa +a, 
|-|0 1 0 _|0 1 O _ +a, 
8 a, |” a, |” +a; |= j 
,| A 4 1 1 1 11. 
2 2 2)\0) (27 2 2J+ta/ (F(+4 ta +a) 


HF ta, +a; +a, = +a, +aa, +a, a, 有 B 若 不 为 0, 则 只 能 是 2 或 -2. 因而 这 种 基 矢 构 
成 的 点 阵 也 具有 0, 群 对 称 性 ， 容 易 看 出 ， 它 除了 具有 简单 型 点 阵 的 格 点 外 , Ea, a, 
a, 构成 的 平行 六 面体 中 心 也 有 格 点 ， 因 而 是 体 心 型 点 阵 (TI 型)， 

具有 0, 群 对 称 性 的 w , a, , a 构成 的 平行 六 面体 , 六 个 面 是 等 价 的 , 因而 不 能 在 菜 一 
对 面 的 中 心 处 存在 格 点 , 而 其 它 面 上 没有 ， 这样 只 有 面 心 型 和 体 心 型 点 阵 , 而 没有 底 心 型 
B£. 

(6) 三 角 系 : 点 阵 具有 Du 对 称 性 , Du = D,@I = le, 2C,, 3C,, i, 28,, 30), IR C, 
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轴 为 基 矢 as, 在 os 和 名 面 上 取 垂直 于 a, 的 两 个 向 量 为 另外 两 个 基 矢 a1, a, 它们 - 
间 夹 角 为 3, 而 且 las | = lal 容易 看 到 


aq, a a, G, 
C| a, |= | - (a, +a) cja, |=) a, 
a, a; G, _ 6; 


aG, -a a, a, —- 6; 
2 (3 
cP a, = |-48 + @, c> a, |F -a 
. XG, 一 G; G, _ G; 


AT a, a,, a, 为 基 矢 的 点 阵 , 具有 D3s 的 对 称 性 , 它 为 简单 型 点 阵 (P 型 ). 
第 二 种 基 矢 设置 为 三 个 基 矢 a, | = las || = jas 上 ,它们 与 C, MRABAT, = 


个 基 矢 每 一 个 都 在 一 个 反射 面 re E, 因而 它们 间 夹 角 都 是 < 由 这 种 基 矢 构成 的 点 阵 


也 具有 D3 的 对 称 性 , 有 时 记 这 种 简单 型 点 阵 为 ;或 标记 R. 
(7) 六 角 系 : 六 角 系 的 Bravais 点 阵 对 称 群 
Da = D, @I = te, 20s, 2, C3, 36’, 36", i, 283, 285, Cr, 304, 30,} 
取 C, 轴 上 的 向 量 a, 为 一 个 基 向 量 , # o 面 上 取 Cl? 和 CP) 轴 为 基 矢 量 w Ma, 它们 


间 夹 角 为 子 , 而 且 a l =la 上 ,容易 看 到 
一 a, 
一 s 
as 


a, a, a, a, - a, a, 

2 ` 3 
a,|=l|a,-a |, Csa,|= -a | Cela, |= 
G, 一 G, G, a, a, 


° 
N 
~ 
A A A 
@ N me 
A  — S 
1 1 
-人 人 -人 个 
e & 
Io H” l 1 a 
R Ñ 
wr Sr 
LN” z 
R R & A RQR A 
@ N ē e mG N ēāâ = 
A 一 SN 
II 1 
NN A 
1 一 I 
RAR 
> R 2 e 
S $ 
w. UU. N 


a, q, 一 Ci a, "~ G, 
(5) _ (6) _ 
C; a, |F a ，(C |a |= |a - a, 
aG, _ 6; 03 一 03 


因而 由 a, a,, a, 构成 的 Bravais 点 阵 具 有 Da 对 称 性 , 为 简单 型 点 阵 . 

通过 上 面 讨论 , 得 到 了 7 个 系 的 14 种 类 型 的 Bravais 点 阵 . 在 表 5. 2. 1 中 列 出 了 14 
种 点 阵 的 性 质 . 在 表 5. 2. 2 中 给 出 了 14 种 点 阵 元 胞 的 图 形 . 其 中 六 角 系 为 了 显示 出 六 角 
ARA, 画 出 了 三 个 元 胞 的 堆积 . 
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表 5.2.1 14 种 Bravais 点 阵 


RA 基 向 量 构成 
三 斜 系 简单 型 (P) 任意 不 共 面 的 三 个 矢量 


AARI c. c, C an yL , 
Can s> “23 “2h 底 心 型 (C) as = (03 +a) a, 的 端点 处 于 a, 与 a, 构成 
or 的 平行 四 边 形 中 心 
C. p 
a; =a, ,a; =a, 7 
心 型 (C j | a; 的 端点 处 于 as 和 a) 构成 
ELEC) aj = (a, to) 的 平行 四 边 形 的 中 必 
EZA l = 二 (aa +a) 
Da | PoPa e 20615 al a; „a; 的 端点 处 于 ai,a， 


面 心 型 (F) as 决定 的 平行 六 面体 的 面 心 


体 心 型 (1) "plot =t as 的 端点 处 于 平行 六 面体 的 
` a = (a +a; +a, ) 中 心 处 
ara, |a, | = la | a, 为 Cs Wa, 为 二 重 轴 
简单 型 (P) 2m cí CP 或 在 二 重 轴 夹 角 的 
a, 55 a, KARE u " a. 
=#= lal = Wa,l = lal 
Du . a ,ai ,as 在 三 个 o, 面 上 ,与 


Cs 轴 夹 角 为 了 ,它们 间 夹 角 
为 3 


简单 型 (R) 


(a, -二 (oa +m)) 


2 


六 角 系 Csa » D3, C6 > 简单 型 (P) ta, la || = el a; 为 Cs 轴 ,a1,42 为 o, 面 上 

Der Cen ,Ce ,De s Der a, 与 a; 间 夹 角 为 3 的 c$ 和 gP 轴 
简单 型 aa, | al = la |l as 为 C, 办 ,ai ,az 在 o, 面 上 

(1 ( 

四 角 系 S4 ,C4 Duas 4 la "03 并 且 为 G ) 和 c 轴 
Da Da Cs Cay s Dan ai =a,j,a, =a wa 
体 心 型 (1) ， f 12 N" 2 a; 的 端点 处 于 a,,a, ,43 平行 
as => (a +a, +03) 六 面体 中 心 


简单 型 (P) a,,a,,as, lal = le i = ia | a, a, ,a 分 别 为 x,y,z 轴 


a, La, La, la, 


a =} (a, +a,) ,a2 =La, +a3 ) 


立方 系 Tv7e ,到 ， AZ 2 


0, 0, 0, 


a, ,92 ,a3 的 端点 处 于 立方 体 


HOR) 的 面 心 


, , 
a, =a, ,aG, =a; 


体 心 型 (IT) a, 的 端点 处 于 立方 体 的 中 心 


as = 二 (wa +a, +q3) 
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表 5.2.2 14 种 Bravais 点 阵 的 元 胞 图 形 


底 心 型 (C) 体 心 型 (D) 面 心 型 (F) 


简单 型 (P) 


单 斜 


=o; 


EX 


D 


== 
SEE 


seje 


立方 


这 


5.3 空间 群 的 确定 及 其 符号 


5.3.1 空间 群 的 确定 及 其 符号 


L 空间 群 的 确定 
一 定点 群 G 构造 的 空间 群 G 的 Bravais 点 阵 ( 具 有 平移 子 群 76, 的 对 称 性 ) 属 于 GC 所 
在 系 (G,) 中 一 定 类 型 (如 简单 型 P, 体 心 型 1， 面 心 型 了 , 底 心 型 C) 的 点 阵 . 由 于 同一 
个 G 可 构造 出 一 类 空间 群 , 而 具体 的 G' 是 G 类 空间 群 中 的 一 个 , 因而 空间 群 6 有 如 下 
的 关系 : | 
系 (Gy) 一 型 ( 门 一 类 (G) 一 具体 空间 群 OC 


| Í 
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一 定 的 类 G 只 能 属于 一 定 的 系 , 也 就 是 说 G 本 身 也 标明 了 它 的 系 ( 即 6;). 因而 以 
G( 芽 ) 标志 空间 群 ，G 为 构造 出 空间 群 的 点 群 ( 它 本 身 唯 一 地 属于 一 定 的 系 ) , T RBE 
的 点 阵 的 类 型 , K 标记 一 定 系 (G6,), EU) 一 定 类 (C) 中 的 第 上 个 空间 群 ， 以 
Ta (MIRE CTY 的 平移 子 群 , 它 对 一 定 系 (G4) 和 一 定型 的 点 阵 ( 芽 ) 是 相同 的 . 

空间 群 G) 的 平移 子 群 Te (三 ) 是 它 的 不 变 子 群 , 因而 空间 群 GC( 丁 )* 的 全 部 元 素 
( {alt} ) 可 写 为 平移 子 群 陪 集 的 直 和 ， 即 

G(r) = > e lal t} í Tç, ( T) (5.3.1) 
前 面 指出 {al} 分 为 两 种 , 一 种 是 点 变换 ， 即 
{alO} e G(T)*', ae G 
对 这 种 a 存在 
{alR,} = {al0} - fela 'R,} =lel0] . {elR,'} (5. 3. 2) 
对 于 这 种 元 素 的 陪 集 , 代表 元 素 为 {a10} ， 因 为 陪 集 
talR + To(T)= {al0} + lele 'R,]| Té (T) = al0 - T; (T) 


全 部 oa([al0] e G( T) RS BRA a TR G. 第 二 种 元 素 1alt} 为 螺旋 轴 或 滑 移 面 ， 
对 于 它们 tail6j e G(T)*, 但 {a10} ， telt IREF), 这 类 元 素 为 
failt, +R. | = {olt) + Tela; R | 
非 基 本 平移 ££ 是 完全 确定 的 , 这 种 元 素 的 陪 集 代表 元 素 为 {a,lt;}. 因而 
lalt; +R,} ° To (T) = {oat} ° To (T) (5.3.3) 
因此 (5. 3. 1) 式 可 一 般 地 表示 为 | 
G(T)' = > e {al 0} : T; (T) @ > © lal £| + T, (T) (5.3.4) 
IF- ERG) B) ARC WZA, Te EZEREN, 即 
To (T)={{elR,}, R,=nary+n,a,+n,a,, (5.3.5) 
a,, a,, a, 为 C。 系 卫 弄 点 阵 的 基 向 量 . 因而 对 于 一 定 系 、 型 和 类 中 的 空间 群 G( T): H 
须 确定 它 的 可 能 的 非 基 本 平移 i, 换言之 , 对 于 一 定 系 、 型 、 类 中 的 所 有 可 能 的 空间 群 ， 
只 存在 一 些 特定 的 非 基 本 平移 占 可 以 满足 群 的 要 求 ，(5. 3. 4) 式 第 二 项 求 和 只 包括 螺旋 
轴 和 滑 移 面 . 
因而 空间 群 从 元 素 构 成 上 看 又 可 分 为 两 种 , 一 种 是 不 包括 螺旋 轴 和 滑 移 面 的 空间 
群 , 称 为 简单 空间 群 , 简单 空间 群 有 73 个 ; 另 一 种 是 包括 螺旋 轴 或 滑 移 面 的 空间 群 为 非 


简单 空间 群 . 
构造 简单 空间 群 比较 容易 ,此 时 (5. 3. 4) 式 为 
G(I)' = X, @lal 017; (T) (5.3.6) 
RTR G =G. | 


对 于 非 简单 空间 群 ，(5. 3.4) 式 为 | 
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G(T)* = > ° fal 0} Ta (T) OL lC,! t) 


"Ta T) @ > ioa! t,| * To (T) (5.3.7) 
ABEER olt]? = {olt) {olt} = {elot +t} e G(T)', BH 
Tt +t =R, (5.3.8) 


令 4=1 +t, t At ERAH o, 上 的 分 量 , t 为 上 垂直 于 反射 面 o, 的 分 量 , 因而 
(5.3.8) 式 变 为 - 


o,t+t=0,(ti +t) +t +t, =2t =R, (5.3.9) 
Tit, = -t,, City =t, AW 
r =R (5.3.9) 


这 表明 在 o, 面 上 只 允许 平移 二 Re , R, 为 z, 面 上 距 原 点 最 近 的 点 阵 格 点 的 距离 (一 般 取 
t=t). 
对 于 {C1 和 满足 条 件 
{C 1 dI" =lel nti + Y Chia j= fel nt] € G(T)’ (5.3. 10) 
KP tst +t, ty HW C, 轴 方 向 的 平移 分 量 ， t 为 垂直 C, 轴 的 平移 分 量 , 容易 证 明 
È ce = 0. 这 要 求 
nt, =R, (=R (5. 3. 10) 


R, 是 C, ERARA AER, ERR =t. 
当空 间 群 C( T) 只 有 一 个 螺旋 轴 或 一 个 滑 移 面 时 ， 只 取 非 基本 平移 为 t 并 不 失 于 
一 般 性 ,因为 当 存 在 t, 时, 当 把 坐标 系 作 一 个 平移 1elP} 时, 螺旋 轴 的 变化 为 
fel P) {CIty +t,} + lel P} = |C] ti +t, +C,P-P} = |C,l t| 


ERX P-CP=t ERER, 即 在 坐标 系 移动 满足 这 个 条 件 的 了 后, RA t, D ER., 


旋 轴 变 为 只 有 平移 的 螺旋 轴 
对 于 滑 移 面 也 是 如 此 ,因为 
lolt, +t} = {mlt| (5.3.11) 
这 里 反射 面 m 是 原 反射 面 r Ws t, DPS-A , 后 的 新 的 反射 面 


因而 一 般 可 以 不 考虑 妨 方 向 的 螺旋 移动 和 反方 向 的 滑 移 ， 而 只 考虑 沿 螺旋 轴 方 向 
的 非 基本 平移 和 沿 滑 移 面 的 非 基本 平移 . 
群 的 封闭 性 要 求 . 
lal hle {folt} = to- a bat +t} 8 Gr) (5.3.12) 


因而 要 求 : farae G, 则 
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at + t, = R (5.3. 13) 


若 w…a =a, 不 属于 C, WI 
at, + t, = t, + R: (5.3. 14) 

R° 为 最 小 平移 向 量 . | 

对 于 一 定 系 、 型 和 类 的 空间 群 GC( 厂 )"， 由 和 群 的 封闭 性 给 出 的 全 部 公式 (5. 3. 9)、 
(5.3. 13) 就 得 到 确定 非 基本 平移 i 的 方程 组 , 从 而 可 解 出 可 能 的 非 本 基 平 移 , 就 得 到 了 
全 部 可 能 存在 的 空间 群 , 全 部 空间 群 只 有 230 个 , 其 中 73 个 简单 空间 群 . 

简单 空间 群 中 的 66 个 是 由 Ç = G 时 不 存在 非 基 本 平移 的 所 有 剖 系 可 能 的 点 阵 类 型 
造成 的 , 在 下 表 中 给 出 了 这 些 简 单 空间 群 . 


简单 空间 群 (Sch 符号 ) (66 个 ) 
z z 
co | r| cc 
| P| C, Ch, ch 
Car 
| c | C, 2, ch 
P | D}, C},, Dh, 
D$, C , D% 
Dx. 7 18 23 
D3, Cis» Dir 
| Dt, Œ, D 
P | Ci, D}, S$, C, ph 
e x | G, D}, S, C, D 
P | Ci, D4, Sh, Dh, Ches Ch, Dh 
T S, Da, Ca, Ca D 
Da | P | Ci, D}, Ch, Ce, Ch, Dh,, Dh 
P | T, T,, T,, 0, 0, 
0, T, Ta, T,, O, 0, 
1 | T, Ta, Ta, 0, 0, 


此 外 的 七 个 简单 空间 群 是 Ca, D3, Cos Dias Das Das Das, CAZAREA 
间 群 , 是 由 其 几何 结构 决定 的 . 从 群 论 上 看 这 些 标记 晶 系 的 群 构成 个儿 链 
0, D Da DD, D Ca D G,(S,) 
n n 
Dy, D Dyu 
利用 这 些 群 间 半 直 积 理论 也 可 讨论 这 些 问题 有 兴趣 的 读者 可 参考 Miller 著 “ Symmetry 
Groups and Their Applications”. 
2. 空间 群 的 符号 
空间 群 的 符号 (实际 上 也 是 空间 铬 的 命名 ) 有 了 丙种 ， 一 种 是 国际 符号 (简称 工 符号 ) ; 
7 — Pp Schoenflie 符号 (简称 Sch 符号 )， 国 际 符号 比较 清楚 地 标明 了 空间 群 的 性 质 和 
构成 , 在 这 种 符号 中 第 一 个 大 写字 母 为 点 阵 类 型 P, I, F, C, 然后 用 国际 符号 写 出 标记 
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空间 群 类 的 点 群 G, 最 后 如 果 空 间 群 中 包括 螺旋 轴 或 滑 移 面 , 再 在 点 群 Ç 的 国际 符号 有 


关 部 分 加 以 对 非 基 本 平移 标记 . 例如 Cx 的 空间 群 ， 记 为 
p2, pa p2 pl g2, p2 
m m?’ b b m b 


Z Cx 的 国际 符号, P 表 示 简单 点 阵 , B 表示 底 心 , 2, 表示 C, 是 螺旋 轴 , 二 表示 为 滑 移 


面 , 他 表示 一 个 螺旋 轴 一 个 滑 移 面 ， 因 而 国际 符号 明确 标明 了 空间 群 的 系 、 型 、 关 和 类 
中 的 具体 群 

另 一 种 符号 是 Seh 符号 , EA Seh 符号 写 出 空间 群 的 类 C， 然 后 用 标示 6 类 空间 
群 中 的 第 个 空间 群 C+， 与 国际 符号 相 比 较 ,Sch 符号 并 没有 标明 空间 群 的 点 阵 类 型 和 


内 部 结构 ( 有 无 螺旋 轴 和 滑 移 面 )， 下 面 以 Cw 类 为 例 , 给 出 两 种 符号 的 空间 群 ，Cx 类 包 
括 六 个 空间 群 , 它们 是 : 


2 2 2 
Co 
2 2 2 
Ca =P >, C =P T> Ca =P + 


5.3.2 三 斜 系 和 单 斜 系 空间 群 的 确定 


下 面 以 三 斜 系 和 单 斜 系 为 例 , 具体 说 明 空间 群 的 构造 

1. ZAA 

三 斜 系 只 包括 两 个 点 群 类 C, 和 C. 

1° C, 类 _ 

ARC 只 包括 一 个 元 素 1e| ,因而 空间 群 为 {e1R。} ， 因 为 三 斜 系 只 有 简单 类 型 点 
阵 , 因而 这 个 空间 群 用 国际 符号 记 为 Pl. P 代表 简单 型 点 阵 , 1 代表 C, 的 一 重 轴 ，Sch 
符号 为 C1, Bp 


Ci(P1) = {elR,} ` 7c(P) =Tc.,( P) 


2° C, 类 
C, 群 有 两 个 元 素 {e, 计 ,也 只 有 简单 型 点 阵 , BH T (P), 空间 群 为 
Ci (PI) =T (P) + {ilt} + T;(P) (5.3.15) 
国际 符号 1 代表 一 重 反 演 轴 . 由 于 
{ilt}? = {el -t +t} = {el0} e T (P) (5. 3. 16) 


非 基 本 平移 1 可 任意 取 , 但 从 变换 的 几何 意义 上 只 能 取 t=0， 因 而 空间 群 C! 为 
Ci(P1) =T (P) + {i10} + Te (P) 


由 1° 和 2° 得 到 三 斜 系 只 有 两 个 空间 群 P1( Ci) 和 PI(Ci) 都 是 简单 空间 群 . 
2. 3 4FR (C, A) 
单 斜 系 有 简单 型 (P)、 底 心 型 (C) 两 种 类 型 的 点 阵 , 平移 群 为 To,(P) 和 To,《(C), 包 


!: l 
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括 三 个 类 , BC, C,, Cy 
1° C, 类 
C, 群 只 有 两 个 元 素 。 和 C,, 因而 C, 类 的 空间 群 包括 简单 型 点 阵 C,(P)* 和 底 心 型 
点 阵 的 C, ( C)“, 上 表示 C, 类 内 的 第 大 个 群 ， 即 
C, (P)? = To, (P) @ {C1 t) + T, (P) 
C,(C)' = To (C) @ {C31 t} : Te ( C) 
具体 的 数目 由 允许 的 非 基本 平移 t 确 定 , 对 于 了 型 点 阵 由 于 
{C21t}? = {el Ct +t} e To, (P) 
取 非 基本 平移 t 为 沿 C, 轴 的 平移 , 即 1=nas, 于 是 上 式 为 
{elC,t +t} =lel2na,] e T, (P) 
2na, 为 C, B| LERARES, 因而 应 当 为 0 zü a, 轴 上 最 短 的 基本 平移 向 量 ws ,于 
是 得 到 


0 
e-o, D 
因而 得 到 两 个 P 型 空间 群 ， 即 | 
CP) =G; = P2 = T, (P) @ {C1 (0, 0, ñ “Tc (P) 
GCP) =G = Ph = T,,(P) ® {C21 (0, 0, E} - Tç, (P) 
C, C J Seh ES, PAP AERES, JU P ARINA, 2 REZEN, 2, 代表 
ZERE, (0, 0, 十) 为 非 基本 平移 ! 在 基 疝 量 ol ，a，w 中 的 坐标 . 


对 底 心 点 阵 前 已 给 出 基 矢 为 wd =a, a, =a, a =z (a +4s) ， 取 非 基本 平移 1 为 


1 
t=na+na,, Ct= -na, nail + nG 


1 
2 
因而 

{Clt}? = {elnsas} = {el2nsas -nsai} € * Toe, (C) 
由 此 得 到 
0 
la , 
2 la =( 方 , 0 , 0) 
EAU amal -al ARIN EBENN, ARN O R, Hagi, Wes -ge 
去 掉 其 中 整数 部 分 a; ,为 - 广 a!， 亦 即 廊 a!. 因 而 得 到 两 个 空间 群 | C:1(0, 0, 0) | 和 
[Cs1( 方 , 0, 0) ,但 是 {Cs1( 地 ,0，0)1 所 得 到 的 空间 群 


T.,(C)@lC,I (>, 0, 0)} + Tç, (C) 
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与 1C.101 是 同 构 的 .因为 对 空间 坐标 进行 一 个 平移 lel 了 ai} ， 即 


1 
从 而 说 明 底 心 型 点 阵 只 有 一 个 空间 群 
C =C, =B2 =T, (C)®{C:10} * Te, (C) (5.3.17) 


按 国际 符号 命名 规则 这 个 空间 应 记 为 C 型 , 但 传统 上 对 Cx 系 ( 单 斜 系 ) 的 底 心 型 空间 群 
用 下 代替 C, 记 为 B2. 

2° C, 类 

C, ETRA le, or), AMZ HRA 

Cs(T') = 了 To (T) Dlo, lt} À Teo (T), T=PC 

非 基本 平移 ! 取 在 os ME, B t=na, +ma,, 由 |oslf = fel2t} e Te, (T) ,21 为 距 

原点 最 小 的 基本 平移 的 要 求 , 可 得 到 三 种 解 : 
0 


t=,1 1 
lja 或 2 
1= 广 1 或 1= 广 0 给 出 的 是 同一 种 空间 群 ,它们 间 的 不 同 只 是 把 基 向 量 a, fü a, 互 换 一 


下 . 因 之 得 到 四 个 空间 群 . 
C; =Pm = To, (P) @ {0,1 (0, 0, 0} + To, (P) 


C =Pb = Te, (P) © lo 1 ($ 0, 0)} + T,(P) 
C =Bm = Te, (C) @ tonl (0, 0, 0)} ` To (C) (5.3.18) 
C =Pb = Tç,(C) @ lol ($, 0, 0)} - To (O) 

国际 符号 中 以 B 表示 底 心 型 点 阵 , m 表示 反射 面 o, ,4 代表 滑 移 面 . 
3° Cp% 
FE Ca = C,@C, = le, C, i, os! , HEC, 和 C, 都 是 Cx 的 子 群 ， 因而 前 面 得 到 的 C, 类 
和 C, 类 空间 群 也 是 空间 群 C% 的 子 群 .这 种 空间 群 为 
C, lD) =T (T) @ {C1 t} + To, (T) 
+ {ol h} Toa (T) @ lil] Tea), T=P,C 
非 基 本 平移 h, b, b 满足 条 件 | 
lil)? = {el 0} 
lonl h} IGEA} = filot th} = {il-4 +6} 
因此 对 P 型 点 阵 : 
Xt =t,=0 BF, t, =0; 


> 1 1 
当 £ =0, 6 pd Bj, h =t, =m; 
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1 1 1 1 
34 = =, t, = Ja, 时 , 5 = [> -oj=7e +a 


对 C 型 点 阵 : 
Xt =0, t, =0 Ff, t, =0; 


4 =0, t =a, if, t =a, 
因而 得 到 6 个 空间 群 ,， 即 
Ch = PZ =T,,(P) @ {C21 0} + Tç,(P) 
@® {lol 0} -Te (P) @ {il 0} + Tç, (P) 


2 _ 
Can = P 


m - =T (P) @ {C21 (0,0, >| -Te (P) 
® lo, l 0} -Ta (P) @ lil (0,0, H)} + To (P) 
% = PE =T,,(P) ® {C1 0} - T,,(P) 


@ lonl ($ 0, 0)} TolP) @ {il (È, 0, 0)} + Tep CP) 


Ch = P =Te CP) ® {C1 (0, 0, H} + Fop CP) 
® lonl ($, 0, 0)} + TA (P) @ {il (È, 0, 3)} + T, (P) 
Ch = BŽ =T6,(C) @ {C1 0} - Top (C) 


@ lc, ! 0] Teon (C) ® tiloj “Tc ( C) 


C= BZ = T, (C) @ [C, 1 0} + To, (C) 


© lol (Z, 0,0)] ° Te, (CO) @ li! G „0, 0)} * Te, (C) 
(5.3.19) 
其 中 国际 符号 之 表示 二 重 反 演 轴 ,二 代表 反射 滑 移 面 ， 代表 螺旋 反 演 轴 : 


到 此 得 到 了 单 斜 系 三 类 的 15 个 空间 群 . 寻找 某 一 类 茶 一 型 的 空间 群 , 实际 归纳 为 ; 
由 (5. 3.8),(5.3. 10) , (5.3.12), (5.3.13), (5.3. 14) 等 公式 按 群 元 素 的 封闭 性 找 出 
非 基 本 平移 之 间 的 关系 , 建立 起 非 基 本 平移 所 满足 的 方程 , 求解 出 全 部 非 基 本 平移 . 其 
中 自然 包括 非 基 本 平移 为 0 的 简单 空间 群 . 

全 部 空间 群 为 230 个 , 下 面 在 表 5. 3. 1 中 给 出 了 这 些 空 间 群 , 列 出 了 它们 的 系 、 类 、 
型 , 国际 符号 和 Sch 符号 , 打 星 号 的 是 简单 空间 群 .. 
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表 5. 10.1 


xja] em | 系 [类 [型 | 


系 
三 斜 系 


[CP| aent | 
(G) HORA 
SiP)” 
"ü S2(P2,) 
ü 
SIP)" 
c BES 
: S$ (Bm) * 
SiC Bo) 
P| aim | 
C, (P2, /m) 
BE C, (B2/m) * 
C ( P2/b) 
P| EA — | za 
[o G | D, 
D! ( P222) * 
D3 (P222,) 
D2(P2,2,2) 
有 2(P212121) 
D1(C222,) 
p3 (C222) ` 


AECA 


C2 (Ima2, ) 


= ( Pmmm.) ` 

3 

4 

6 

7 
D, ( Peca) 
D>, ( Pbam) 
DL (Pecn) 
D!! ( Pbem) 
DR ( Pnnm) 
DB ( Pmmn) 
D% ( Pbcn) 
DË ( Pbca) 
D$ ( Pnma) 


230 个 空间 群 


| am | «afal 


D} ( P4,22) 
DÍ ( P4,2,2) 
D4 ( P43212) 
D$ ( P43212) 
D3 (1422) * 
D! (14,22) 
C}, ( Påmm) * 
C2, ( PAbm) 
C3,( På em) 
Ci, ( P4,nm) 
C3, ( P4cc) 
C$, ( P4nc) 
Che ( P4,nc) 
Ch, ( På, be) 
G, (mm) * 
C! ( Hem) 
Ch (i md) 
CE (I4 cd) 


DH ( Cmem) 
DË ( Cmca) 


D? ( Cmmm) * D: ,( P42m) ° 
DAR ( Ceem) D (Phe) 
D3 ( Cmma) DBa( PA21m) 


HE: Ceca) Dia (P4210) 


ü DË (N22) * Da ( P4m2) 
D3 (22.2, ) DŠ ,( PA4c2) 
C3, (Pmm2.) * D}; ( P462) 
C2, (Pme2, ) D25 ( Ibam) D}; ( P4n2 ) 
C2,( Pec2) D, ( Ibca) Da ( Hm2.) * 
Ch, (Pma2, ) DI (RO) 
C3, (Pea21) Ci(P4)* D(H2m) * 
Ch, (Pnc2 ) C2(P4,) D2 ( B2d) 
C3, (Pmn2, ) Å (Ph,) D}, (P4/mmm) * 
C2, (Pia21 ) DEA Då, ( PA/mc) 
C3, (Pna2) ) FICID D5, ( PAZnbm) 
Ch (Pnn2, ) BER D4, ( PA/nnc) 
C, Cy, (Cmm2) * s. HHO D5, ( PA/mbm) 
Cj ( Cme21 ) 1 | aa" D$, ( PA/mne) 
CX ( Cee2) 四 角 系 Cl (P4/m) ° D}, ( P4/nmm) 
C | CH% (Amm2)* Da Ch, ( P42/m) Ds, ( PA/nce) 
CE (Abm2) c Ch (P4/n) D3, ( P4,/mmc) 
CE (Ama2) % Cå, ( P42/n) DI ( P4, /mem) 
C}, (Aba2) C,H/m)* DI ( P4,/nbc) 
C (Fmm2) * Ch, (M1/a) DI ( P4, /nnm) 
CX (Fdd2,) D} ( P422) * DB ( P4,/mbc) 
C2 (Imm2) * DŻ ( P4212) DH ( P4,/mnm) 
C2 (1ba2) D3( P4 22) DE ( P4,/nmc) 


Di ( P41212) D!$ ( PA, /nem) 
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续 表 5. 10. 1 


z ajo] me | z [类 | 型 | omw [x | 类 | 型 


空间 群 


| 1 | ZU) 
日 区 * 
Ba 
03 ( F432.) * 
04( F4132) 
05 ( 1432) * 
05( P4332) 
0! (P4132) 
0$ (14,32) 


DY, (8 /mmm) * 6 BES) * 
DRC HM/mem) | ae 
DR (B, /amd) š T (Fm3) * 
DA ( M1/acd) ó r | TO) 
a (m3) * 
H (Pa3) 
[Coan | P | Ch (PEt — | 
B 


Cl, ( P6/m) * 
- d Cà (P6, Zm) 
C. Cy, ( P3) * D} ( P622) * 
Ë GG) * 2(P6， 
3 : 
D} (P312) * Di p622) 
D} (P321) * 六 角 系 6\ 2 
D3(P3112) Š 
Ds (P3121) $ 


BE (m3m) * 
HE (Ta3d) 


D} (P3212) TY ( P43m) * 
aE D5 (P3421) T° (FA3m) * 
三 角 系 D} (R32) * Bm) * 
Daa - F |F 
Gy, (P31m) * D3, ( Póm2.) * 5 (9 
C, (P31m) ° D D2, (PQ) * 4 
CL (P3c1) 3h | 1 | (d) 
C4, (P31e) D$, (PE2c) O; ( Pm3m) * 
C$, (Tam) " D}, (P6/mmm) ° 0) ( Pr3n) 
C ( R30) D, ( P6/mee) O) (Pm3n) 
Dš, ( P6;/mem) O% ( Pn3m) 
OL ( Fm3m) * 
0$ ( Fm3c) 
07, ( Fd3m) 
05 ( Fd3c) 


5.4 正 交 系 空间 群 


正 交 系 空间 群 包括 三 个 类 , Pl c,,, D, 和 Du 类 ,有 简单 型 (P 型 ), 底 心 型 (C 或 A 

型 ) , 面 心 型 (F 型 ) 和 体 心 型 (I 型) 四 种 类 型 的 点 阵 , 简单 型 (P 型 ) 点 阵 的 基 矢 为 
a, La, la,la, |a| =la | (5.4.1) 
使 它们 分 别 平行 *, y, z 轴 ， 底 心 型 (C 型 ) 点 阵 的 基 矢 为 


, , , 1 1 
G =G, G, =0, G =G ta, (5.4.2) 
ROE a, a 面 上 . 底 心 型 点 阵 (A 型 ) 点 阵 的 基 矢 为 
a, =a,, a =La, +4a,, a; =a, (5.4.3) 


2 2 
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EGE a, a, 面 上 .， 面 心 型 (F 型 ) 点 阵 的 基 矢 为 


, 1 1 ,_ 1 1 ，_1 1 
MF G, =G +G, =h +Q (5.4.4) 
体 心 型 (I 型 ) 点 阵 的 基 矢 为 
a =a, a=a, a, = (a +a, +a) (5.4. 5) 


5.4.1 EZR C,, 类 空间 群 
C,, 群 元 素 在 x, y, z 坐标 系 中 为 


-1 0 0 1 0 0 -1 0 0 
0 -i o os=|0 -1 o -| 1 ) 
0 0 1 0 0 1 0 0 1 

1.C, 类 简单 型 空间 群 C,,(P)* 

把 空间 群 C,,( P)' 按 平 移 群 T, (PBU E YE, BU 

C,,(P)* =T,, (P) {Cal h} ` T, (P) 
© {o,! t} -Top (P) © {0, | t, | Top (P) (5.4. 6) 

滑 移 面 rc- 和 cx 的 非 基本 平移 在 这 两 个 面 上 , 因而 三 个 非 基 本 平移 为 


| t, =n,a, + ma, + la, 


C„ = 


t, =n,a, + La, (5.4.7) 


t, =m,a, + La, 


由 关系 式 
|C, l £ =lel Cuti +£] = [el 2ha,] e T,, (P) 
loe. l t| ={el 2na +2La,] € To, (P) 
{ol i}? = {el 2maa +2La,) e T,, (P) (5.4.8) 
{Cal t} ° {0o, | t} °. [tcl t} 
={el (m, - n,)a, + (m, + m,)a, + (L +L + L)a,; | 
中 的 第 1、 第 2、 第 3 式 得 到 
0, 0, 0, 0, 0 
L= | n, = |: L = |: m, = |: L, = |: (5.4. 9) 
2° 2? 2? 2° 2 
由 第 4 式 得 到 
hehehe? m +m =f m -m= (5.4. 10) 


联 立 (5.4.9) 和 (5. 4. 10) 式 得 到 10 种 允许 的 非 基 本 平移 : 
t =h = = (0,0, 0) 


L> t = (0,0,0) 


1 
6 = (0, 0, PRE t, = (0,0, — 


f, = (0, 0, 0), t, = (0, 0, >, t, = (0, 0, > 


| 


x 
x 
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n = ( 方 ,0,0)， 所 = (Z,0,0), 5 = (0,0,0) 
1 
t, = (+, 9, 工 ) ， t, = G, 0, 0), t, = (0, 0, >) 
1 
f = z500), f, = e ? 0, 5), t, = (0, 0, > 
1 
í, = (>, 0, >, f, = (> 0, >, É, = (0,0, 0) 
1 1 _ 1 _ 1 
h = (Z: 2 0), b = (7> 0,0), t, = (0, z> 0) 
1 1 1 1 ` 1 1 
£ = (> 2， >), t, 一 (7> 0,0), t; = (0, > 2 
1 =l 0 1 = 1l 1 
h = (Z >, 0), b = (>° 0, 7)， t, = (0, 2? >) 
由 (5.4.8) 式 还 可 得 到 6 种 允许 解 ,如 
fi = (0, 0， Z), f = (0,0,0), 5 = (0, 0, L), 


但 是 这 些 解 与 4 =(0, 0, $), 5 =(0,0, $), 5 Ë (0, 0, 0) 是 同 构 的 ， 因 为 前 一 种 解 
与 后 一 种 解 的 差别 仅 在 于 把 反射 面 .和 0, 交换 一 下 , 并 没有 实质 上 的 不 同 . 这 6 种 解 
实际 上 不 是 独立 的 解 ,它们 已 包括 在 上 述 10 种 解 中 了 . ELEN G, b, 5 的 表达 式 采取 
了 以 a1, a, a, 为 基 向 量 的 坐标 表示 ,因而 得 到 10 种 P 型 点 阵 的 空间 群 C5 ,k=1, 2, 
…，10. 

2， 底 心 型 空间 群 C,,(C)* 

底 心 型 可 分 为 两 种 , 一 种 是 底 心 在 a;, a, 面 上 ; 这 种 底 心 型 记 为 C, (A), 则 

C,(A)' =T, (A) @ {Cal t} ° To, (A) 
+ {Tul h} * T,,(A) + {ol 5] To, (A) 

在 这 种 情况 下 的 非 基 本 平移 在 a! , a,, a; 基 向 量 中 取 为 : 


, , , 1. 
t, =n,a, + ma, + ha, = (n, + > h)a, +m,a, + ha, 


t, =n,at + La, = ma, + Ta + La, (5.4.11) 
, , 1 
£, =m,a, + La, = m,a, + ba, + La; 


把 (5. 4. 11) 式 定义 的 非 基 本 平移 代入 (5. 4. 8) É, 并 联 立 求解 可 得 到 四 种 允许 的 非 基本 
平移 向 量 : 
t =t, = t, = (0, 0, 0) 


t, =(0, 0, 0), t, = (0 0), f, = (0, 2 0) 


, > , 
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f =(0,0,0), 6 =(0,0, 3), 5 = (0,0,2) 


1 1 1 1 

' 2， >), É, = (0, 2， >) 

这 里 仍然 以 a1, a,, a; 为 基 向 量 , 利用 这 个 基 矢 中 的 坐标 表示 非 基 本 平移 . 例如: 
` [C, lt 12 = {el3 ba +La,] e Tp, (A) 


导出 4 =0, 它们 为 底 心 型 点 阵 对 应 的 4 种 空间 群 CE, k=14, 15, 16, 17. 
3. 另 一 种 底 心 型 (C) 空间 群 


对 于 a1, a, 面 上 的 底 心 型 空间 群 可 由 基 向 量 a! =a, al =La, +-La,, a) =a,, 利用 


2 2 
相应 的 (5.4.8) 式 得 到 三 种 解 ， 即 
f =h = t, = (0, 0, 0) 


t, =(0, 0, 0), t, = (0 


f, =(0, 0, Ds = (0,0, 0), t, = (0, 0, > 


i =(0, 0, 0), t, = (0, 0, >, 5, = (0, 0, > 


它们 为 空间 群 6;,, i=11, 12, 13. 
4. 面 心 型 和 体 心 型 空间 群 CF)* 和 Cu (TD 
对 于 面 心 型 和 体 心 型 空间 群 , 由 它们 的 基 向 量 利用 相应 的 (5. 3.3) 式 , 可 决定 非 基 
本 平移 向 量 , 结果 对 面 心 型 得 到 两 种 非 基 本 平移 ， 即 
t =t,=t,=(0, 0, 0) 


1 1 1 1 
t= p. t, = (0, P 4° 5=( 玫 , 0， D k=18, 19 


对 体 心 型 得 到 3 种 , 为 
ñ = = É, 


t =(0, 0， >, t, = (0,0, — É, = (0, 0, 0) 


f =(0,0,0), f =(},0,0), f = (二 ,0,0)， 大 = 20,21, 22 


下 面 列 出 了 C,,2 22 个 空间 群 . 
C2, 类 空间 群 


aoo enp ero CE CE dai 
oo | on enh enol taa 
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空间 群 11 12 13 14 
C3, ( Pba2, ) Ca, ( Pna2, ) Ch (Pnn2, ) Gs (Crm?) C2, ( Cmc2, ) Cos ( Cec2) Cos (Amm2) 
非 基 平 移 
(4 1 L, (+, L 
L 1 1 ) + 


N 空间 群 
C; (Abm2) | C3 (Ama2) | CH (Aba2) |C} ( Fmm2) [CS ( Fdd2, ) | C2 (Imm2) | 2 1642 ) |C2 ( Ima2, ) 
非 基 平移 
1 了 
1 „L 


关机 了 AT REGA 2 ne 
二 重 螺 旋 轴 ; a, b, c 分 别 标记 在 z, y, z 方向 的 清 移 面 ; n 标记 对 角 线 方向 的 滑 移 面 ， 如 
n =a +a 这 种 滑 移 面 记 为 mn， d 标记 金刚 石 型 的 滑 移 面 , 这 种 滑 移 面 与 mn 标记 的 滑 
移 面 类 似 ; m 标记 反射 面 
5.4.2 D, 类 空间 群 

D, 群 的 元 素 为 {e，C。，C ,C2 ,三 个 C, 轴 是 完全 等 价 的 , 因而 它 的 基 向 量 可 取 
la, | = 1a || = la |. Buka, a, TERREOS a, a 面 上 的 底 心 是 等 价 的 . 与 C, 


群 不 同 , 不 存在 两 种 类 型 的 底 心 类 型 点 阵 . 只 有 P, C, F, I 四 种 类 型 的 点 阵 
由 关系 式 


{Cl h} ={el GA +t} € T, (r) 
[C 1 6}? =lel Ct +h} e T, (T) 
{C1 h}? =lel Cah +h} € T,,(T) (5.4.12) 


{C,, | t! °. {C, | h| °. {C,, l t, | 
={el C,(C,5 +b) +h} € To, (T) 
可 确定 四 种 点 阵 类 型 的 非 基 本 平移 向 量 , 它们 是 
PH.: t =t,=t,=(0, 0, 0) 


fi =(0, 0,0), b =(0,0, +, 5 =(0, 0, +) 


1 1 1 
i = (> ATR DOAR 
1 1 1 1 
ñ = (5 2， 0), =(0, 5 > 2), t ,= (> 0, >) 
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CH: t =t,=t,=(0, 0, 0) 


f =(0, 0, 4), &=(0, 0,0), £4 =(0, 0, $ 
F 型 :6 = =f =(0, 0,0) 
IÆ: h =h =h =(0, 0,0) 
1 1 1 
ti = (0, 0, > b= (>> 0, 0), t = (0, 2? 0) 
D, 类 中 的 空间 群 如 下 表 : 
D, 类 空间 群 
空间 
nm D2 (P222,) D3( P21212) D$ (P21212,) 
t (0, 0, 0) (0,0, $) (>. 0) (0, — > 
5 (0, 0, 0) (0,0, > (0, 0, 0) o,- 
空间 群 
S | D (0222,) P12121) 


b (0,0,0) 


b (0,0, —) 


5.4.3 D;, 类 空间 群 


由 于 D,, = D, x G, = le, Cas C, C,,, i, iC, iC,,, iC,, | 5 因而 空间 群 D,, ( T')' 具有 


如 下 形式 : 
D,,(T)' =D,(T)' @ {il t} < DT)" 


=T, (T) @ {0,,1 t,| * Top, (T) @ |C, | t} 
* Top, (T) 
+lil [Cl a} Ta (T) @ Hil IC, 111 


* Tp,, (T) @ IG, | h] ` Ty, (T) @ lil z} 


T, (T) @ [il {6c, 1 b} * T, (T) 
空间 群 要 求 
lil t}? = lelit+t] = {el 0} ee D,(T) 


filt} e {Cyl $] = {iCyl it +t} = liC;,lt- t| 


{iCyl t-t]? € Toa (T) ! 
联 立 求解 (5. 4. 14) 式 可 得 到 28 个 空间 群 D,, (T), 如 下 表 : 


(5. 4. 13) 


(5.4.14) 
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空间 群 已 型 Du (六 ) 


eno onn ono eno EE OE 
t (0,0,0) nee 52 (>. zo| (0,0,0) kh o) (Z, 0,0) 


a DË, (Peca) | D2,( Pham) pice pi lass DË (Pmma) | DH ( Phen) 
r less E La Loa E A EEn 

a O [0o D E o, + o, L oE, L ot, 1 okeh, 0) 

5 oa oo (0,0,0) o,o, 0) | 0,0,0) (0,0,0) | (0,0,0) 
Ei ra s. = 0) | (0,0, H (E E, o, 0, 1 


D} ( Cmca) DE ( Cmmm) DY ( Cecm) Di ( Cmma) 


(0,0,0) | (0,0,0) 


(0,0,0) | (0,0,0) 


(0,0, 3) | (0, 0, 2) | (0,0,0) (0, 0,0) 
1 1 1 
wr pjega 


DŽ (Imma) 


b (0,0,0) | (0,0,0) | O, , (去 ,0,0) | (E, 0,0) 
5 (0,0,0) K%22 (0, —, 0) 
t (0, 4 | 0,0,0) (0,0, 4) 


三 角 系 (Du) 包 括 5 428, 即 C,, Se, Cu, Ds, Du, 只 有 -种 简单 类 型 的 点 阵 , 但 是 
基 疝 量 有 两 种 不 等 价 的 选取 方法 ， 第 一 种 为 |a, | = l, l,a 55 a, ARANE, 
a, La, a, 上 0 ， 选 取 a, 为 三 重 轴 方 向 , a, Ma, 处 于 两 个 反射 面 上 ; 第 二 种 为 lal = 
la ‖ = 1 es 1 ,相互 夹 角 为 年 ,分 别 在 三 个 反射 面 o, 上 . 第 一 种 基 向 量 下 的 简单 型 点 


第 五 章 ”空间 群 239 


阵 记 为 了 型 , 第 二 种 通常 记 为 R 型 . 
5.5.1 C, 类 空间 群 和 S, = C;; 类 空间 群 
对 P 了 型 点 阵 取 非 基 平移 为 1=na;, 由 
{0,14}? = {el3t} e Tp (P) 
可 得 到 t=0, +a, Zas, 相应 的 G 的 非 基 平移 为 1 =0, Za,, La, 于 是 得 到 三 个 空 
间 群 , 用 Sch 符号 , EA CG, C3, Cs, 点 群 % = GOC: = Cy. 因而 S, 类 的 空间 群 为 
Ci =G®lilt}] + G; 
由 于 
filt} » {Glih} = {iG -4 +t}, filt} e (GIG) = {iCs| -t +t} 
可 得 到 
(iG l -ti +t} ?= {Cl -Ct+t}, [iĝi - 6 +t} = {Gl - Ct +t] 
这 个 方程 的 解 只 能 是 =t, =t=0, 因而 56 类 P 型 点 阵 上 只 有 一 个 空间 群 . 
对 R 型 点 阵 用 相似 方法 可 得 到 C, 类 和 Cs 类 , 每 类 只 有 一 个 简单 空间 群 . 
下 面 列 出 这 些 空间 群 . 


C, 类 和 Se( C3;) 类 空间 群 


5.5.2 0C;, 类 空间 群 


Cs, 群 有 6 个 元 素 : 


CL(R3) 


e, G,, G, o, oP, ot) 
该 简单 型 的 空间 群 有 两 种 点 阵 : 一 种 三 个 反射 面 分 别 在 (0, 1, 0), (1, 0,0), (1,1,1) 
面 ; 另 一 种 三 个 反射 面 分 别 在 (1, 1,0), (2, 1, 0) , (1, 2, 0) 面 . 两 种 结构 所 得 空间 群 
是 各 自 独立 的 , 因而 记 为 了 P 型 和 R 型 两 种 点 阵 . 对 于 C, R, Ho e C, ==), o? + C, 
=o), oP * C, =a 等 关系 , 要 求 

{oD lta}: {G14 =lo22 lh} 

Jo) | G] ICG lt] sjoel} 

le) lh} {GI =lo2) 1 | 
因此 可 得 出 


t=0, t =t,=t, =La, 


2 
对 两 种 点 阵 共 得 到 6 种 空间 群 : 
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C:, 类 空间 群 


ao ern eee [am ee 


上 表 中 对 R 型 点 阵 , 各 , G, 6 为 取 反 射 面 为 (1, 1,0), (2,1, 0) 和 (1, 2, 0) 时 ， 
空间 群 的 韭 基 本 平移 . 


5.5.3 D, 类 和 D;, 类 空间 群 
D, 群 的 元 素 为 


C$, ( R3c) 


t, (t) 7? 


h, (6) 


h, (8) (0,0, +) 


6, G, 多 Ga 9 ct > c » ct 
三 个 C, 轴 可 以 有 两 种 取 法 : 一 种 取 (0, 1,0), (1,0,0), (1, 1,0) 为 Cl?, co) c° 
轴 , 别 一 种 取 (1, 1, 0) ，(2, 1, 0), (1, 2, 0)% C, co cO ah 由 于 
CC = CP), CC = Co. CC = c 
可 导出 允许 的 非 基 本 平移 为 


0, 0, 0, 0 
=a a 2a 4, 
r =43 3 pr,=43 ° r =43 ? r. =43 3 
2, 1 4, 2, 
3 35 3 35 3 3 3 3 


可 得 到 7 种 空间 群 . 
由 于 Ds =D,@C,, 可 确定 出 只 有 D, 的 简单 型 才 产 生 空间 群 ， 此 时 i 个 非 基 平 移 为 


rs =0 或 六 ,这 些 空间 群 列 于 下 表 : 


D, 类 空间 群 


Er 


t, t, 28 C, 和 C: 轴 的 非 基 平移 . 5, 8 B C) CP 的 非 基 本 平移 , D, D? 和 Ds 是 


D3 (R32) 


(0, 0, 0) 


(0, 0, 0) 
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(1,1,0), (2,1,0), (1, 2, 0) 为 C, 轴 的 空间 群 . 
D;, 类 空间 群 ， 由 于 非 基 平 移 1ilj 与 {0,14} ，{ CP ls) 等 间 的 制约 ， 只 有 六 个 空间 
FE, Bp 
D: (Pim) = Di @ D} » {il (0, 0, 0)| 


Du (P3ic) = D; @D; + lil (0,0, >)! 
D; (P3m1) = D; @ D; - {il (0,0, 0)} 
Di (P31) = DÀ @ D» {il (0, 0, >! 
Di (R3m) = D, @ D; : {il (0,0,0)] 


Di (R3c) = D; ®© D; + til (0, 0,22] 


5.6 四 角 系 和 六 角 系 空间 群 


对 四 角 系 和 六 角 系 也 是 用 类 似 方法 确定 可 能 的 非 基本 平移 , 然后 给 出 空间 群 , 本 节 
不 加 推导 地 列 出 这 些 结果 ， 
5.6.1 四 角 系 空间 群 


四 角 系 空间 群 包括 七 个 类 : Ca, Sa, Da, D,,, Cos Ca, Da. 下 面 列 出 它们 的 空间 群 
和 非 基本 平移 . 
1. C, 5 S, 类 
t, t, h HC, Č, O 的 非 基 平 移 . 它们 的 空间 群 和 基本 平移 如 下 表 ; 
C, 类 与 5, 类 空间 群 


SUF) 


2. C4 类 
Ca 群 为 
C,@C, = fe, G, C, C3, i, iC,, iG, iC} 
有 6 空间 群 非 基 平移 为 
{Cilia},. (lhl, dil}, lilt} = ol 
下 表 列 出 了 这 些 空间 群 和 非 基 本 平移 : 
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Cu 类 空间 群 


` 


E 
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Y 
al- 
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© 
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. ` 
v|- vj- 
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-| v|- “|= v|- 


v|- 


ob|- v|- 
© 
` 

b| 一 vj- 
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, 0) 【| )| (0,0,0) 


vj- 


3. D, 类 
D, 类 有 10 个 空间 群 , 包括 五 个 非 基本 平移 : 
(Gih, {CDIa}, Ice lsl, CT， LCP 1 s] 


TIGGA GIE iC) TH. D, 类 的 10 个 空间 群 和 相应 的 非 基 本 平移 列 于 下 
表 : 


D, 类 空间 群 


空间 群 Di (p422) D? (p42,2) DÌ (P4122) DÊ (p41212) DË ( P422) 
非 基 平移 


1 1 


D] (P4322) DÈ ( P4,212) D! (14,22) 
非 基 平 移 
meses 
o Eo PED LD 


~ 
5 
— 
© 
© 
© 
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一 
| 一 
[S] 
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4. C, 类 
Cs 类 有 12 个 空间 群 , 也 包括 五 个 非 基 平移 : 
IC.l 411, folta}, i=1,2,3,4 
IC 1 ALGI) BIC, | 确定. 下 表 列 出 了 这 些 空间 群 和 非 基本 平移 : 
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C4 类 空间 群 


空间 群 


ENE 
eeo eio oan a has E 
es dL op li lori 


空间 群 
C, (Mmm) | Co(Meom) | CC may | c2(Micg) 


o erp [enp | eno ese |w b erqi 

: eo bl on esj ot bl 
: me: 
: esp ai ses esa shpa 


5. Duž 
D, AA 8 个 元 素 : 

e, C), CP, CP, S. S, oP, oP 
点 阵 有 两 种 结构 : 一 种 是 (1, 0, 0), (0, 1, 0)(0, 0, 1) 为 二 重 轴 , (110), (1, 1, 0) 为 
反射 面 , (0, 0,，1) 为 旋转 反射 轴 S, 和 Si 第 二 种 是 (0,0,1), (110) , (1, 1, 0) 为 二 重 
轴 ,(1, 0, 0) ，(0, 1, 0) 为 反射 面 (0, 0, 1) 为 旋转 反射 轴 . 包括 四 种 非 基本 平移 , 第 一 
种 情况 为 

{C2 1 h}, {Cz 1 tl, {oY 1 51, {oP l t] 
有 8 个 空间 群 ; 第 二 种 为 

(ePi, Ic |+, oP I tn}, ee | £] 

有 4 个 空间 群 . 现 把 这 些 空间 群 和 非 基 本 平移 列 于 下 表 : 


raen 
空间 群 | p Ds, D, DA ph 
非 基 平移 (P42m) Ca La (H m2) #2 (42m) 
esse piera 
(i 
zs 
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6. D., 3 
点 群 D4 = D,@C,, 因而 Ds 类 空间 群 可 由 D, 类 空间 群 Di 与 {ilt} 的 直 积 构成 : 
Di = DÀ OD? Q lilt} 
由 于 群 元 素 的 制约 关系 , 限定 了 D4 只 有 20 种 . 下 面 给 出 了 Ds 类 空间 群 : 
Di,(PA/mmm) = D! @ Di;: {il (0,0,0)| 


D, (PA/mec) = D! @ D! + {il (0, 0, >] 


D) (P4/nbm) = D?) @ DY li! (>, L, 0)} 
d 
D4 (P4/nne) = DP ODP -lil (GF P) 


lil (0,0, 0)} 


D? (P4/mbm) i (0,0 工 )] 
Dh (P4/mne) | _ 2 2 pe 2 
; =D@D *3,. 1 1 
D:,( P4/nmm) lil (> 2 ， ,0)} 
Ds, ( P4/nce) ,1 1 1 
{il (7 5 5) 
fili (0,0, 0)} 
D}, (PA4,/mme) fil (0,0 15) 
D! ( P4,/ o)? 
Mi End NM 
D! ( P4,/nbe) {il (2, >. 091 
Da( P4,/nnm) 1 1 1 
{il (3 ， 7， >)! 
til (0,0,0)] 
DË ( PA,/mbc) lil (0,0 工 )| 
| 14 ' ”2 
| Pa Pim l apd 1 1 
| DË ( P4,/nmc) lil (3, >. 0)1 
Di ( P4,/nem) . 1 1 1 
lil (> > >)! 


第 五 章 ”空间 群 245 


| {il (0,0,0)] 
Dy (14/mmm) p° @ p° - | f 1 

DŻ (14/mem) lil (0, 0, z?) 
DŠ (14,/amb) -| fi (0, 0, 0)] 
Da ( 141/acd) 2, OD i (0,0, >)! 


5.6.2 六 角 系 空间 群 


六 角 系 包括 Cor, Dons Cos Cons Cos Dos Da CTZ, 26 个 空间 群 . 下面 分 别 给 出 它 
们 的 空间 群 和 非 基本 平移 . 
1. Cars Cs, Cer» Ce 类 


Cs 类 有 5 个 非 基 本 平移 : Clt}, {C16}, {Cilt}, {Celt}, [Cl]. 下面 给 出 
C3 和 C, 类 的 空间 群 : 


Cs 和 C, 类 的 空间 群 和 非 基本 平移 


o ee Jem ee Ip 


Co 群 为 直 积 群 ， Cu = CQ@C:，Cau 类 的 空间 群 只 有 两 个 : 
Ca(P6/m) = C: @ C4- fil (0,0,0)] 
Cea (P6,/m) = Cé @ C$ - lil (0, 0, 0)| 
Ce 类 包括 4 个 空间 群 ,， 它们 为 
Ce(P6mm) = Cs ® G; - {a,l (0, 0, 0)} 


Ch, (P6ce) = C; @ Ci {0,1 (0, 0, 2)! 


C, (Póscm) = GOG- [0,1 (0,0, J) 
C¿(P6,me) = Cs @ Cs: to, 1 (0,0, 0)} 
2. Dn, D, 和 Da Žž 


D;; 为 直 积 群 ， Dy; = D,@CG, , 因而 D; 类 的 空间 群 为 三 角 系 空间 群 D: 与 | olt} 的 直 
积 , 共有 四 个 空间 群 , 它们 为 
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DY (P6m2) = D! @ D! - {ol (0, 0, 0)] 
D3%(P6c2) = D} © D; + {ol (0, 0, +)! 
D; (P62m) = D; @ D; -tøl (0,0, 0)} 
Di (Pē2c) = Di ® 03: 10,1 (0,0, >) | 
D, 群 包括 一 个 不 变 子 群 Ce, 因而 D, 群 可 表示 为 不 变 子 群 C, 和 它 的 陪 集 之 直 和 : 
D, = |C} ®C, {Col 
因而 D, 类 空间 群 也 可 由 C, 类 空间 群 构成 , 它们 为 - 
Ds(P622) = C; @ Ci: {C1 (0, 0, 0)] 
Ds(P6s22) = G @ CG; > 1C,1 (0, 0, 0)] 
D$(P6,22) = CE @ C ° {C,1 (0, 0, 0)} 
Ds(P6,22) = Ci ® C- {C,1 (0, 0, 0)] 
Ds(P6,22) = Cs ® C$ - |C, 1 (0, 0, 0)] 
Da 类 包括 四 个 空间 群 ， 由 于 Du = D, xC, 因而 Do 类 的 空间 群 为 
Ds (P6Zmmm) = D; @ D; - fil (0, 0, 0)} 
D2,(P6/mce) = D! ® D} - {il (0, 0, >! 
Dš. (P6,/mem) = Ds @ DÉ » {il (0, 0, >! 


Dš (P6,/mmc) = D! @ DÉ {il (0,0, 0)} 
5.7 立方 系 空间 群 
立方 系 包括 5 个 类 , 即 T, O, Ta, T, 和 0, 类 .下面 分 别 进行 讨论 


5.7.1 了 类 空间 群 


7 类 空间 群 是 整个 0; 系 空间 群 的 基础 . 其 它 类 的 空间 群 都 是 在 了 类 空间 群 基础 之 
上 产生 的 . 因而 在 本 节 中 对 了 类 空间 群 进行 推演 , 


1. P 了 型 点 阵 
对 于 P 型 点 阵 , STERKRA a, a, a, 它们 相互 垂直 , 且 长 度 相等 , 即 
la | = leal = ila ||, ia, la, la, 
它们 分 别 为 三 个 二 重 轴 . 为 了 表示 非 基 本 平移 , 取 
C; = Q2, cP? = Os, c? = Ga 


(1) _ (2) _ (3) 一 (4) _. 
G; =o, C3 =a, G; =o, C3 = os 
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于 是 非 基本 平移 可 记 为 
ti=na tma tlas, i=2,3,4,5,6,7,8 (5.7.1) 
因而 
lal £| = fel ot +t} e To(P), i=2,3,4 
f (5.7.2) 
lal t| = fel ot, +a +4} € T,(P), i = 5,6,7,8 
由 于 二 重 旋转 轴 对 三 个 轴 的 作用 为 
a, a, a, -a a, { - a, 
- N iË. | aleh Ë | alel- 
G, -a3 G; _ G; a; - å, 
因此 由 (5.7.2) 的 第 一 式 得 到 
0， 0， 0, 
“| "| r= i=2,3,4 (5.7.3) 
2? 2， 2° 
另 一 方面 
lalt} {olds} fælt} = {elosasts + oosts +h} eTo,(P) (5.7.4) 
由 此 得 到 
0， ， 0 
mm m -m -m =], b-h +h =f, (5.7.5) 
联 立 (5.7.3) 和 (5.7.5) 式 , 可 得 到 两 组 独立 的 非 基 本 平移 向 量 
b=t,=t,=0 
= (Ł, 1,0), s=0, 45, =( 寺 ,0, 二 ) 079 


这 里 所 谓 独 立 的 非 基本 平移 向 量 , 是 指 它们 给 出 了 互 不 同 构 的 空间 群 ， 如 
1 1 1 1 1 1 
t, = (0, 2， PRE t, = (> 2” 0), t, = (> 0, 2 
它们 给 出 的 空间 群 与 前 面 给 出 的 是 同 构 的 . 
群 元 素 CP, C” 作用 于 基 向 量 , 得 到 


a, 03 a, -a a, - 65 G, as 

aj) Va, a, a, G, -a, a, _a, 
a a, a, 7a a, fh a, - 
a) Va, a, -a, a, -a, a, a, 


由 (5.7.2) 第 二 式 得 到 


{C Its} = {el(ns +m +L) (a +a, +a;)} e To, 


注意 , 由 (ns +m, +L) (a, +a, +a) 为 To 中 最 短 的 平移 容易 看 到 


Qe 


2 
Qs 
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| n, =m, =l, =0 
' (CP 1 t}? =lel no(a, -a,- a, +m(-a +a, +a) 
+l(-a, +a,+a,)l e To 
Ic) | 6} = fel n (a +a, _ a,) +m,( - a, - a; +a) 
+l,( -a -a +a;)} e To, 
[CO1 8] =lel n(a, -a, +a) tm(-a - a, + a,) 
+L (a, -a,+a,)l e To, 
由 此 得 到 两 组 非 基 本 平移 向 量 
= = t = t =0, 


1 1 
t = 0, t = (7, 2 0), t, = (0 > >) t= (Z, 0, >) 


由 上 述 讨论 得 到 了 两 个 P 型 空间 群 如 下 表 所 示 : 


空间 群 


2. F 型 和 I 型 空间 群 
F 型 点 阵 基 向 量 为 
1 


á = T (a, +a,), a, = > (a +a), a, = La, + a,) 
经 过 类 似 计算 可 得 到 只 存在 =0 的 简单 空间 群 
T'(F23) = T,,(F) @ > {al 0} ° To, (F) 
I 型 点 阵 基 向 量 为 .. 
a =a,, a, =a,, a, = (a, +a, + a,) 


经 过 类 似 计 算 可 得 到 两 种 空间 群 如 下 表 所 示 : 
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5.7.2 0, 7 ,7 和 0, 类 空间 群 


TRE 0 群 的 不 变 子 群 ，0 群 可 表示 为 了 群 和 它 的 陪 集 的 直 和 : 


0 = T@C:P -T 


因而 0 类 空间 群 也 具有 这 种 结构 ， 即 


(Tr) =T} T(r) 


经 过 对 非 基 本 平移 r, 的 相似 计算 可 得 到 8 个 O 类 空间 群 如 下 : 


0'(P432) = TT ®T' - {C1 (0,0, 0)} 
(P432) -TOT -IGI G4, 21 
0° (F432) =T @T -{C,1 (0,0, 0)} 
0'(F432) = POT -161 (È, +, 21 
0° (1432) =T @ P - {Cc,1 (0,0, 0)} 


04(P432) = TOT -161 CG o p) 
o (P432) = T @T' - |C, Gi SD 
08(1432) = FOT- 161 C, 2 p) 


T, 群 为 直 积 群 , T, =T@I, 因而 它们 也 具有 这 种 直 积 结构 ， 即 


Ti= T @OT(T)@|lilr| 


经 具体 计算 可 得 到 非 基 本 平移 5, 最 后 得 到 7 个 空间 群 如 下 : 


Ti(Pm3) = T'@ T. {il (0,0,0)] 
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R(Pn3) = T'@ T' + 
KF) = T° @ T° ` 
(Fd3) = P @ T + 
Tš(Im3) =P POT. 
T (P3) =T TOT- 
MX(1o3) =T OT. 
3. T, 类 空间 群 


li! (>. > >! 
lir (0, 0, 0)} 


WU Ł,þ) 
til (0,0, 0)} 
{il C0, 0, 0)] 
lil (0, 0, 0)} 


` 


T, 群 与 0 群 同 构 ，7, 类 共 六 个 空间 群 ， 它们 为 


T (Pm) = T' @ T' - 


T*(P43n) = T OT 


BFA3c) = P @ T° - 

T(m) = T° @ T° + 

TS(H3d) = OT: 
4. O, 类 空间 群 


{S,! (0, 0, 0)} 


1 1 1 
A 
TR(FA3m) = T° @ Z° - 


IS, | D 0, 79 
IS. (+ 方 , >| 
{8,1 (9, 0, | 


{S41 cE, +, >! 


0, 为 直 积 群 ，0; = 0@1, 因而 0, 群 也 有 直 积 结构 ， 它们 为 


Oi(Pm3m) = 0! @ 0! ， 


Oi(Pn3n) = 0' @ 0! - 


Oi(Pm3n) = O° @ O? . 


Oi (Pnom) = O° @ O° - 


O} (FmŠm) = O° QP- 
OS (Fm3c) = O° @ O° + 
O'(Fd3m) = 0 @ 0°“ - 
OL (Fd3c) = 0 @ 0°“ - 


O (Im3m) = O° @ O° . 
0% (Ia3d) = 0° @ 0° + 


lil.(0,0,0)] 


HDD 2! 


lil (0, 0, w 
li! (>, >. ， 二) 
fil (0,0, 0)} 


fil (0,0, 0)1 
til (0, 0, 0)} 


在 上 面 这 些 空间 群 中 , 反 演 元 素 i 的 非 基本 平移 或 5,，C, 等 的 非 基 本 平移 与 了 类 空 
间 群 的 非 基 本 平移 要 相互 制约 , 因而 只 存在 前 面 这 些 空间 群 . 
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比如 O° =T'@T … {Cs1(0,0, 0)} ,由 它 产生 的 0, 类 空间 群 为 
O, =0' 00 Q lilt} 
=P ®T {C1 (0,0,0) +P Olii ATP- {C1 (0,0,0)}- {ilt} 
而 
{C:1(0,0,0) - {ilt} =1C,lt] + tilo} 

但 是 在 0 群 中 { C:14 只 允许 t=0, 因而 这 种 空间 群 O; 只 可 能 存在 1 让 (0, 0, 0) | ， 即 空 
间 群 On T; Xe 0 类 少 两 个 空间 群 也 是 这 种 制约 造成 的 . 

对 空间 群 结构 的 详细 讨论 可 参阅 Kovalev 专著 “Irreducible Representations of the 
Space Groups”. 


5.8 周期 性 边界 条 件 与 平移 群 的 有 限 化 


前 面 讨论 的 空间 群 的 Bravais 点 阵 是 充满 无 限 空间 的 , 即 点 阵 格 点 
R, =n, +a, +n,a,, -œ <mi<o 的 整数 或 0 
规则 的 排列 在 整个 空间 中 , 因而 空间 群 的 平移 子 群 是 无 穷 阶 的 ， 可 以 引入 周期 性 边界 条 
件 ( 或 称 Bom 周期 性 边界 条 件 ) , 使 平移 子 群 有 限 化 . 
实际 上 这 种 周期 性 边界 条 件 相 当 于 有 限 范围 内 规则 分 布 的 点 阵 ， 而 这 种 Bravais 点 
EKREN, : N, NM 个 元 胞 , HFN, N, N, 都 很 大 , 可 忽略 边界 上 的 影响 ， T N.a, 
等 价 于 ci 即 
{el0} =lela |, i=1,2,3 (5.8.1) 
因而 
R. +R, = (n, + n. )a, + (n, + n; )a, + (n, + nn, )a, 
=(n, +n; —- N,)a, + (n, + n, —- N,)a, + (n, + nn, - N,)a, (5.8.2) 
而 当 m +m > N, 时, 等 价 于 md+m -N 
在 这 种 边界 条 件 下 , 可 能 的 独立 的 平移 只 有 M - N, 六 个 , 因而 把 平移 子 群 转化 
成 了 有 限 平移 群 . 通常 取 


N, 为 偶数 . 格 点 向 量 为 


R, =n,a, +n,a, + na, -< (5.8.3) 
5.9 空间 和 群 的 推广 一 一 Shubnikov # 
空间 群 描述 物理 体系 质量 分 布 的 空间 对 称 性 ,如 果 物 理 体 系 的 密度 p(7) 在 空间 群 Ç 


的 所 有 元 素 和 oa,17,1 作 用 下 保持 不 变 , BD 
la,l z pr) = pCla,l £) 7 .7) = plr) 
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则 说 明 物 理 体 系 具有 空间 群 Ç 的 对 称 性 . 然而 有 的 物理 体系 的 性 质 并 不 能 仅仅 由 密度 函 
， 数 p(r) 描 述 ， 如 磁性 晶体 , 它 的 原子 (离子 ) 具 有 一 定 自 旋 , 由 自 旋 产 生 磁 矩 ， 因 而 须 用 
自 旋 函数 S(r) 描述 物理 体系 性 质 ， 对 于 这 类 由 一 定 物 理 量 构成 的 向 量 场 4(r) ， 可 引 人 
RETH lâ lr}, Å 为 向 量 场 4 所 在 空间 的 点 变换 ，{ &j17} 为 > 空间 的 线性 变换 ， 
当 {@17| 作 用 于 r 引起 7 变换 时 , 相应 向 量 4 不 变 , WI Ñ, 使 4 发 生 转动 , 即 

{RG lr) .ACGr) =Ñ, -All alr;} r) =R, .4(r) 


r ={âln}] e r=& l. r=, (5.9.1) 
(5.9. 1) 式 写成 分 量 式 为 | 
{RI & 1 z] Alr) = S ReAl Ti D (5.9.1') 
B 
向 量 4 2 |BJ RI S$R2= IHJ 0026 FE2Eda AALALA SA: D 
{RIG lr) {RG lr} = {Ê; R Iâ & 17, +, ° z] (5.9.2) 


这 个 积 中 的 空间 平移 部 分 为 空间 群 元 素 之 积 {ail7rj laln] = Law; lz, + ar) 中 的 平 
移 向 量 . 显然 这 种 乘法 满足 结合 律 ， 如 果 取 外 = 8( 向 量 空 间 的 单位 元 ) â = 8 (坐标 空 
间 的 单位 元 ) , z =0, 则 1812’10} 为 向 量 -坐标 空间 的 单位 元 , TRI Slr) =Â 
& | 一 a n) 5 Â lân 互 为 逆 元 素 。 因 而 它 构成 一 个 群 . 
我 们 只 讨论 向 量 A 为 自 旋 的 情况 , 自 旋 为 SU(2) 空 间 的 2 维 旋 量 , 同 构 于 Rs? 空间 . 
的 向 量 S, 因而 为 SU(2) GR 空间 的 变换 群 . 如 果 自 旋 与 轨道 空间 完全 没有 耦合 ， 即 自 
旋 完 全 独立 地 变化 , 此 时 R, 为 自 旋 空间 (S7(2) 空 间 ) 的 变换 群 , 即 SU(2) 群 , 与 R: 空 
间 的 点 变换 à 无 关系 , 于 是 这 种 群 变 为 直 积 群 SU(2) @G( Ç 为 空间 群 ) 或 称 为 自 旋 空 间 
群 . 如果 自 旋 附着 在 原子 或 离子 上 , 并 随 原子 或 离子 转动 而 转动 , 则 自 旋 与 轨道 空间 发 
ERA, 使 自 旋 空间 与 轨道 空间 耦合 为 一 个 体系 , R 与 & 相 重合 , 于 是 变换 为 1 人 LA 
Ti}, B 
âlâ lr} S(r) =&, S({& lr} + r) (5.9.3) 
则 为 自 旋 - 轨 道 空 间 的 双 值 空间 群 . 
自 旋 向 量 S 与 空间 向 量 > 的 几何 性 质 并 不 完全 相同 , 空间 向 量 7 在 空间 反 演 i 作用 
下 变 为 -r, Blir= -r. 但 是 自 旋 在 空间 反 演 下 保持 不 变 , 即 is =S, 因而 一 般 称 S 为 空 
间 反 演 下 的 恬 向 量 ， 因 而 在 计算 (5. 9. 3) 式 时 一 定 要 注意 到 iS = S 的 奉 向 量 性 质 ， 也 就 
是 说 , 如 果 为 一 般 的 旋转 (detR; =1) , WJ ÊS 的 变化 规则 与 向 量 r 相同 , BEE R, = 
ie Ñ, Io RS =R, + 认 = 席 'S， 而 一 般 向 量 > 则 为 康 r = Ñ,' + ir. 因而 为 了 把 寿 向 量 S 
也 视 为 向 量 ， 点 变换 的 规则 应 改写 为 
(daoOR5-| 当 de =1 时 (5.9.4) 
-Ñ.S, 当 detR, = -1 时 
于 是 
{6ilasl7 ° S(r) = (det& )e,S( lætr} ° r) (5.9.5) 
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对 于 自 旋 ( 或 磁 矩 ) 在 量子 理论 中 还 涉及 时 间 反 演变 换 . 第 三 章 中 已 指出 时 间 反 演算 
FÊ, 是 一 反 酉 变换 , 它 对 自 旋 的 作用 为 庶 $ = -$, 而 对 空间 向 量 r 的 作用 为 色 r =r, 因 
而 自 旋 向 量 S 在 时 间 反 演 下 为 一 般 向 量 , 而 空间 向 量 r 在 时 间 反 演 下 为 尾 向 量 . 


为 了 描述 自 旋 在 时 间 - 空 间 中 的 变换 性 质 , 在 上 述 讨论 的 变换 群 中 增加 时 间 反 演变 


换 包 ,于 是 得 到 Shubnikov 群 , 由 于 自 旋 5 决定 了 物质 的 磁性 ,因而 Shubnikov 群 可 以 描 
述 磁性 物质 的 对 称 性 ,这 个 群 的 元 素 除 作 用 于 旋 轨 空间 的 元 素 { ala,17,] 外 , 还 有 时 间 
ERAT R, WE. É, JER |ala; lr) ARM. 

显然 Shubnikov 群 在 结构 上 与 第 一 类 点 群 增加 一 个 空间 反 演算 子 i 之 后 构成 第 二 类 
点 群 是 完全 相似 的 . 因而 对 于 Shubnikov 群 存在 与 定理 2. 5. 1 相似 的 定理 . 

定理 5.9.1 对 于 空间 群 C( 或 点 群 G6) 加 入 时 间 反 演 元 素 K, 而 构成 的 Shubnikov 群 
G,, 只 能 有 两 种 类 型 . 

第 一 种 是 含有 独立 时 间 反 演 元 素 K, 的 Shubnikov 群 C,, 它 的 结构 为 直 积 群 ， 

C. = CQK， 有 为 时 间 反 演 群 ， 天 = 1{E, K} 

G 为 产生 这 种 Shubnikov 群 G, 的 空间 群 或 点 群 . 

第 二 种 是 不 含有 独立 元 素 É, 的 Shubnikov 群 G, , 它 同 构 于 一 个 普通 的 空间 群 (或 点 
群 )G, G 存在 一 个 指数 为 2 的 不 变 子 群 H, FR H ORREN H, WJ G, 为 

G, =HU {RH'! = H®{ ÂH} 
陪 集 HIKA H = G - H, 于 是 
G, =H@K,( G - H) (5.9.6) 
这 个 定理 可 与 定理 2. 4. 1 平行 的 证 明 , 因而 就 不 讨论 了 . 
第 一 类 Shubnikov 群 , 由 于 有 元 素 K, 存在 , 它 作 用 于 自 旋 S(r) 为 
RK (SC(r)) =RS(Rr) = &,S(r) = -S(r) 


”因而 物质 如 果 具 有 这 类 Shubnikov 群 的 对 称 性 , 总 自 旋 一 定 为 0, BH 


YX S(r) =0 
因而 自 旋 按 一 定 规则 分 布 于 整个 空间 , 在 > 处 自 旋 为 S(r) , 一 定 存在 某 一 r' 处 的 自 旋 为 
( -S(r)), 这 种 物质 一 般 为 顺 磁 介质 .而 第 二 类 Shubnikov 群 由 于 没有 独立 的 K, 存在 ， 
所 以 没有 可 描写 铁 磁 性 或 反 铁 磁性 物质 . 
Shubnikov 群 包括 Shubnikov 点 群 (或 称 为 色 点 群 ) 和 Shubnikov 空间 群 ( 或 称 色 空间 
群 ) ,下 面 分 别 讨论 它们 . 
5.9.1 Shubnikov 点 群 


Shubnikov 点 群 又 称 色 点 群 . 因为 原子 或 离子 具有 向 上 或 向 下 的 磁 矩 ( 即 自 旋 ) , 可 
认为 是 两 种 颜色 的 离子 ， 自 旋 向 上 的 为 白色 , 向 下 的 为 黑色 . 如果 把 普通 点 群 也 放 人 
Shubnikov 点 群 之 中 , 根据 定理 5. 9. 1, 这 种 点 群 共 三 类 ; 第 一 类 为 普通 晶体 学 点 群 , Jt 
有 32 个 , 第 二 类 为 
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G, =6Qle, R} = COOC (5.9.7) 
因而 也 是 32 个 Shubnikov 点 群 ，C, 阶 是 G 阶 的 2 f, 如 C= fe, 82, gs, "U Ealo A 
G,=|el, 825 s Bn, R,, Rg,, `` Roga l 
一 般 称 为 灰色 点 群 , AH R 把 黑色 离子 变 为 白色 离子 , 这 表明 这 种 点 群 所 描述 的 物理 - 
体系 一 定 是 黑色 和 白色 离子 数目 相同 , 并 且 按 点 群 6 对 称 性 规则 分 布 , 总 体 上 看 来 即 不 
是 白色 也 不 是 黑色 , 而 是 黑白 相间 的 灰色 . 
第 三 类 Shubnikov 点 群 为 
G, = H@K, ( G - H) (5.9.8) 
在 32 个 晶体 学 点 群 C 中 , 找 出 全 部 含有 指数 为 2 的 不 变 子 群 互 ,就 可 构造 出 全 部 这 类 
Shubnikorv 点 群 6,, 一 共有 58 M. 这 种 点 群 又 称 为 黑白 点 群 . 因为 这 类 Shubnikov 点 群 可 


用 来 描述 物质 的 磁性 ,也 称 为 Shubnikov 磁 点 群 。 ; 
下 面 举 一 简 例 具体 说 明 磁 点 群 4'/m 所 描写 的 自 施 体 

Z, 并 借以 说 明 磁 点 群 国际 符号 的 命名 方法 . / of 
如 图 5.9.1 所 示 ,一 个 由 具有 自 施 ( 和 或 | ) 的 四 个 相同 AY 


é 1 


原子 所 构成 的 体系 ， 当 不 考虑 自 旋 时 体系 具有 Di 的 对 称 性 ，; 
当 考 虑 自 旋 时 ，Dw 对 称 性 受到 了 破坏 .因为 把 体系 绕 z 轴 转 图 5.9.1 自 旋 体系 的 对 称 性 
> S: 变 为 5,, 而 S, 与 S, 方向 相反 . 

但 是 这 个 体系 具有 Da 的 对 称 性 ， . 

Da, = IE, C,(m), C, (T), C7), i, 
iC, (m) = 0,, iC, (m) = 0,, iC, (n) = c,| 
BA C, Cn), Ca), Cin) RRR, HT iS =$,， 因 而 三 个 反射 面 也 保持 体系 的 
JIPE. Da A Du 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 , 它 的 陪 集 为 
IOC), GCE, iG (E) =S), iC (FY =S,(2, 


C,(1,1), C,(1,1), iC (11) == f), iC,(11) =0®} 
(1,1) 和 (1,1) 分 别 表示 两 个 C, 轴 在 x-y 平面 上 的 坐标 . 显然 它们 都 破坏 体系 中 自 旋 5 
的 对 称 性 , BERRIA Êo, MÊ, (Da - Da) 中 全 部 元 素 保持 体系 不 变 ， PU KC (TS, 


=S,, AX RS = - S, 即 得 到 了 保持 自 旋 体 系 对 称 性 的 Shubnikov 点 群 DuGK . (Du - 
Dan), 用 国际 符号 记 为 4'/m 群 . 

作为 磁 点 群 的 第 二 个 例子 , 是 点 群 C, 《国际 符号 为 2mm), 它 有 两 个 指数 为 2 的 不 

变 子 群 C:(2) 和 C,(m) , 因子 C:, 群 对 这 两 个 不 变 子 群 的 陪 集 分 别 为 
{C -C2}= (et), y, (C,-C,)=(C,, oP} 
由 它们 可 构成 两 个 Shubnikov 磁 点 群 ， 即 l 
C,@K,( C,, - C2) =2m'm', C,@K(CGC,, - C,) =2m'm' 
由 上 面 三 个 磁 点 群 的 例子 , 可 看 出 Shubnikov 磁 点 群 国际 符号 的 一 般 命 名 规则 . 
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磁 点 群 4"/m 同 构 于 点 群 Du ， Du 的 国际 符号 为 和 ， (4 代表 四 重 轴 , m 代表 五 个 反 
射 面 ), 而 由 它 的 不 变 子 群 D2 的 陪 集 (Ds - Du ) 乘 以 时 间 反 演 K, 构成 磁 点 群 时 ,出现 
TER (KC), 这 种 元 素 记 为 4', 因而 磁 点 群 记 为 4'/m. 

由 C2, 的 不 变 子 群 C, 的 陪 集 { C2, - C3) =le, oP RO, K, 构成 磁 点 群 时 , 出 现 了 
元 素 Ko” , Ko” ， 因 而 Cx 群 的 国际 符号 2mm 变 为 2m'm', m 在 国际 符号 中 代表 反射 
面 , m' 代 表 元 素 Koo. 

上 述 规 则 是 磁 点 群 的 一 般 规则 ，, 即 与 点 群 G 同 构 的 磁 点 群 G, 的 国际 符号 是 把 G 群 
的 国际 符号 中 出 现 (Kg) 的 相应 符号 加 上 “'”, 改 为 g". 

下 面 在 表 5. 9. 1 中 给 出 了 58 个 磁 点 群 的 结构 和 国际 符号 . 


表 5.9.1 Shubnikov 磁 点 群 


AREG 指数 为 2 TRH hubnikov 磁 点 群 C 
shubnikov X Š s 
Sch 符号 国际 符号 Sch 符号 国际 符号 


3 


N x N 
š g = 


l! 
£ 
28 


A 


Q 
> 


| “— 
(222) 


H 
& 
N 


2 


— 一 一 4 


2 | a 
2 | G 
| 2 | <“ 
` PP a 
mo |“ | = 
ya mm 
D, 
| A 2 
| a | G | 2 | 4 
C4 4 4/m' 
S, 4 4'/m’ 
Ca, 2/m 4'/m 
C, u 
D, 1" 
S, 4 , , 
C2, 4'mm' 
C; 4m'm' 
D, , 
C4 
Dy mmm (4'/m)mm' 
C+ 4mm (4/m')mm 
Du 42m (4'/m)m'm 
Ca 
D, 


4/m (4/m)m'm' 
422 (4/m')m'm' 
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指数 为 2 WTR H 


| 
> 


shubnikov 磁 点 群 G, 


H 
s 
3 
N 
x 
Š 


ú 
3 

+ 

oo 

~ 

9 2 8 
3 
Sè 
3 3 3 


| 6 | 3 J 3 | | | 
| sS | 3 | a | o | 3 | 3 
— a [| 3 | s T 6 TL 5 T 
= 角 系 | bp | 3 | 6 | 6 | 3 | 32 
Se 3 3m 
3m 12 Ca 3m 3'm 
D; 32 3'm' 
| | 5 j| 6 | 6 | 3 | 6' 
| G | 6 | 6 | G | 3 | 6' 
Coa 6/m 12 Ce 6/m' 
Can 6'/m 
62m 12 b, 32 6'm'2 
Con ő 62'm' 
D; 32 6'2'2 
ESE : == 
Dy, (6'/m) mm’ 
(6/m) mm 24 Cer (6/m)m'm' 
Cç (6/m') mm 
D, (6/m')m'm' 
z j— —— | 
— mnm T = J "5 
Fam 
0 


Š 
° 


5.9.2 Shubnikov 空间 群 

对 于 Shubnikov 空间 群 ， 如 果 把 普通 空间 群 也 列 人 Shubnikov 空间 群 中 的 一 类 , 按 定 
理 5.9.1 也 可 分 为 三 类 : 第 一 类 为 一 般 空间 群 230 个 , 第 二 类 为 一 般 空间 群 G 与 时 间 反 
演 群 的 直 积 , 即 


G, =G@OÁ ` G . (5.9.9) 
也 为 230 个 , 一般 称 为 灰色 空间 群 . 
第 三 类 形 如 
G, = H@K, - (G-H) (5.9.10) 


这 种 Shubnikov 空间 群 分 为 两 种 . 
第 一 种 是 空间 群 G 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 H 的 平移 子 群 7,, 也 是 空间 群 Ç 的 平移 
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子 群 , 因而 6 的 不 变 子 群 五 的 陪 集 只 能 是 G = { ai16} H, t, EERE t +0. 
于 是 这 类 Shubnikov 空间 群 为 

6G,=H@R {alt} + H (5. 9. 11) 
这 类 Shubnikov 空间 群 的 特点 是 与 通常 空间 群 Ç 有 相同 的 Bravais 点 阵 ( 即 相 同 的 平移 子 
群 T,) , 这 类 Shubnikov 群 共 674 个 . 

第 三 类 Shubnikov 群 的 第 二 种 具有 形式 

G,=H@R {elt} .H (5. 9. 12) 
C, 与 空间 群 Ç 同 构 , H 是 指数 为 2 的 G 的 不 变 子 群 , £ 为 一 平移 向 量 ， 空 间 群 H 的 平移 
+ T, 构成 一 种 Bravais 点 阵 , Ti K, felt) QH 产生 另 一 种 点 阵 . 令 

la lil eH, {olt} eH 


则 
R lelt) : falti} eG, telt) ` {olt,} e G, 
因而 
K, ° {elt} © {olt} -R {elt} {olt,} e G, 
然而 


K: telti- fælt} K .1{elt}:. falh} 
=felt}. {a l t| . felt}. fa l h} 
=felt}- jel at} falt}. falh} 
=lelt+otl - lal t] falh} 
(在 得 到 此 式 时 利用 了 ta 15 : telé] = lelot < {œ1t}), 这 表明 |elat+ 壬 属于 空间 
群 五 的 平移 子 群 T;， 即 


{elat+t} e T, (5.9.13) 
另 一 方面 
lall- R- felt} dælt} 
=Å, -fel ætl læa! £] ` falt} 
={el æt -t} -R telti ial ti} -e la,l 1 eG, 
因而 
felat -t} e T, (5.9.14) 


由 (5.9.13) 和 (5. 9. 14) 得 到 
[elort+t1leleit-t] e T, = {el2œt} ET, 
这 表明 
lel2t} e T, (5.9.15) 
即 


t= (ma, +n,a, +naa,), ni, n, n, =0 381 (5.9.16) 
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以 上 讨论 说 明 群 五 除了 由 基 向 量 el , a, a, 构成 的 点 阵 , 其 格 点 为 
R. =n,a, +n,a, +343, Ni, ma, n, 为 正 负 整数 或 0 
之 外 还 包括 格 点 f 
R| =t+m,a, +ma, +ma,, m,m, m, 为 正 负 整数 或 0 

称 格 点 R, 为 白色 格 点 , 格 点 R 为 黑色 格 点 , 由 黑色 格 点 和 白色 格 点 构成 的 黑白 点 阵 为 
这 类 Shubnikov 群 (也 称 为 黑白 空间 群 ) 的 点 阵 . 由 于 H@ elt] QH 是 与 Shubnikov 群 同 
构 的 普通 空间 群 ,因而 上 述 黑 白 点 阵 ， 当 不 考虑 格 点 颜色 时 也 是 14 种 Bravais 点 阵 之 一 . 
在 这 种 限制 下 , 由 (5. 9. 15) 式 可 能 的 在 原 白色 格 点 的 点 阵 中 增加 允许 的 黑色 格 点 , 把 
Shubnikov 群 的 点 阵 增 加 到 36 种 , 在 图 5.9. 2 中 给 出 了 这 些 点 阵 的 元 胞 图 ， 每 一 个 黑白 
点 阵 的 元 胞 ， 当 忽略 黑 点 和 白 点 的 区 别 时 , 都 仍然 是 14 种 Bravais 点 阵 之 一 , 黑白 元 胞 
变 成 了 几 个 无 色 元 胞 的 堆积 .在 表 5. 9.2 中 给 出 了 黑白 点 阵 平移 向 量 £ 的 构成 ， 这些 黑 
白 点 阵 共 给 出 517 个 Shubnikov 空间 群 . 


表 5.9.2 黑白 点 阵 与 平移 矢 上 


P 普通 晶 格 | m. 
ü 型 s ñama 


| > | 


1 1 
as > (a +a, ) ° 


2 


Lea -H +a, +a; ) 


2 


Fa, +483) 


> 


1 
> a +a,) 


1 
> (a +a, +as) 


正 交 系 


1 
xa +a, +03) 


I 
> a +a, +a, ) 


因而 Shubnikov 空间 群 一 共有 1651 个 : 其 中 230 个 普通 空间 群 , 230 个 (5.9. 1) 
描述 的 第 二 类 Shubnikov 空间 群 ( 亦 称 灰色 空间 群 ) ，674 个 (5. 9. 12) 式 描述 的 第 三 类 
Shubnikov 空间 群 , 517 个 第 三 类 第 二 种 黑白 磁 空 间 群 . 
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图 5.9.2 黑白 点 阵 的 元 胞 
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5.10 Shubnikov 空间 群 举例 


为 了 具体 说 明 Shubnikov 空间 群 , 在 本 节 中 作为 例子 给 出 了 三 斜 系 和 单 斜 系 C, 类 的 
Shubnikov 空间 群 . 


5.10.1 =#||# Shubnikov 空间 群 


1. 24 £ Shubnikov 空间 群 的 元 胞 
图 5. 9. 2 给 出 了 三 斜 系 的 两 种 点 阵 的 元 胞 ,第 一 个 是 普通 空间 群 的 简单 型 ， 三 斜 系 
元 胞 (了 ) ; 第 二 个 是 在 简单 型 元 胞 基础 上 加 入 {el 引产 生 的 黑白 点 阵 的 元 胞 (P,) ,此 时 
t = T (t= a, = T, 与 之 同 构 ) 
# 


1 1 
t=(a +a) 或 £= Ca, +a; +a) 


则 已 不 是 三 斜 系 的 Bravais 点 阵 了 , 因而 是 不 允许 的 . SERIE, P, 是 三 斜 系 简单 点 阵 
的 两 个 元 胞 . 
2. Shubnikov 空间 群 举例 
三 斜 系 Shubnikov 空间 群 共有 两 类 . C, 类 共有 3 个 空间 群 , 第 一 个 是 普通 空间 群 
Ci(P1), 第 二 个 是 灰色 空间 群 . 
P1! = P@É, : P1 
第 三 个 是 黑白 空间 群 


P.1 = P @K, ` lea] - P1 
C, 类 Shubnikov 空间 群 有 4 个 , 第 一 个 是 普通 空间 群 COI, 第 二 个 是 
Pi =Pi@PI : K, 
由 于 Pl 是 Pi 的 不 变 子 群 ， 因而 第 三 个 Shubnikov 空间 群 是 


Pli’=PI®R, : {il0} .Pl 
第 四 个 是 


Pl'=PIi@R, lel3al . Pi 


5.10.2 HA Shubnikov 空间 群 


1. 344 Shubnikov 空间 群 的 元 胞 
普通 空间 群 有 两 种 类 型 P 型 和 C 型 的 点 阵 , 它们 的 元 胞 如 图 $. 9. 2 所 示 . H lelt) E 


这 两 种 元 胞 扩展 为 7 种 对 P UTEN =a, tha, t= 2 人 产生 图 5. 9. 2 中 的 
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P,. P,. P, 三 种 元 胞 . 对 C 型 元 胞 , 4 =a, t= (a, +a, it, JE C, 和 C, 两 种 
这 些 元 胞 当 去 掉 颜 色 时 ，P, 和 P, 是 两 个 P 型 元 胞 , P, 变 为 C 型 元 胞 ，C。 为 四 个 了 型 元 
胞 的 堆积 ，C.。 为 两 个 C 型 元 胞 的 堆积 . 
2. 单 斜 系 C, 类 Shubnikov 空间 群 | 
YRRU Ca, c, 和 C, ETA, 3 91 个 Shubnikov 空间 群 ,作为 例子 , 下 面 给 出 
C, 类 17 个 Shubnikov 空间 群 的 结构 . 
C, 类 Shubnikov 空间 群 


所 ü 
P, P2, @Ë, + {el 1 @P2, 
P 


Pa OR Bel F021 OP2, 


构 


$ 


5 
了 | 


Ta (P)@lC,10] @T;, (P) 


POR, ®P2 


ü 


S 


ü 


Pi@K IC; I01@PI POR Of el (a +a,) | @P2, 


L 


P2 图 名 el > a| @P2 Ta (C)@l C,10] @T;, 


pek, ela, 1@P2 CEROC 


P2@Ñ, {el Fo, +a, | @P2 T, (C)B, : 1610} xT, (C) 


COR, . lea l@C2 


C,2 


a: 


Pm, OË @P2, CPR, - Lez0 +a, @C2 


PI®Â -1G Ia ]@P1 | 


这 里 只 对 Shubnikov 空间 群 做 些 简要 的 说 明 , 对 这 种 空间 群 的 详细 讨论 , 可 参阅 
Bradley C J and Cracknell A P 的 专著 “The mathematieal theory of symmetry in solids: Repre- 
sentation theory for point groups and space groups oxford clerendon paess, 1972” 和 论文 Brad- 


Ta (P)®I G10 1 OTa (P) | C2 


8 


ley C J and Davics B L, “ Magnetic Groups and their Corepresentations” Rev. Mod Phys 40, 
359(1968). 


L 


5.11 空间 群 小 结 


空间 群 是 由 R, 空间 中 有 限 平移 构成 的 非 齐 次 线性 变换 构成 的 对 称 群 , 它 可 描述 空 
间 点 阵 的 对 称 性 . 空间 群 G' 元 素 为 16;164} , 对 空间 向 量 的 作用 为 
[at :r=&, Tr +É, 
空间 群 C 的 平移 子 群 为 76, = {elR,} , 在 一 定 基 向 量 a1, a,, a, 之 下 ， 


R, =n,a, +n,a, + ras 
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构成 空间 点 阵 的 格 点 . 全 部 {a101 构成 空间 群 Ct 的 点 子 群 , 它 是 32 个 晶体 学 点 群 之 一 . 
空间 群 6 TR lalt) 中 出 现 的 全 部 a} 也 构成 一 个 群 , 也 是 32 个 晶体 学 点 群 之 一 , 在 
前 面 已 记 为 点 群 G6， 点 阵 具有 点 群 G 的 对 称 性 ， 即 
â `R =R,eT;.,, aeG 
而 且 所 有 点 阵 都 具有 空间 反 演 对 称 性 ， 即 
IR, = -R, e T. 
因而 所 有 具有 空间 群 对 称 性 的 空间 点 阵 可 分 七 个 系列 , 它们 分 别 具 有 Ci, Cas Dons Dans 
Daas, Da 和 0, 的 对 称 性 (这 些 点 群 均 包 括 空间 反 演 i). 这些 系 列 中 的 每 一 个 点 阵 ( 称 Bra- 
vais 点 阵 ) 又 具有 一 定 的 对 称 类 型 ， 即 简单 型 (P) , 底 心 型 (C) , 面 心 型 (F) 和 体 心 型 
(D. 这 些 不 同类 型 的 Bravais 点 阵 共 14 个 .而 每 一 个 系列 又 包括 若干 点 群 , 它们 为 代表 
系列 的 点 群 G, 的 子 群 , 每 一 个 子 群 按 允 许 的 非 基 本 平移 , 构造 出 空间 群 . 因而 空间 群 间 
的 关系 可 表示 为 : | 
系 一 点 阵 类 型 一 类 一 具体 空间 群 (由 非 基 本 平移 决定 ) 
本 章 中 已 按 系 、 型、 类 给 出 32 个 空间 群 类 的 230 个 空间 群 构造 表 , 表 中 同时 标 出 
Sch. 符号 和 国际 符号 ， 有 星 号 者 为 简单 空间 群 共 73 个 , 它们 的 结构 为 
E) = Talr) @ > lal 0} Tor) 
其 它 为 非 简单 空间 群 ， 结 构 为 
G(T) =T (TT) + > lal 0} @ Te (T) 
+ > fæl t} © Ta (T) 


aie(G- Ç ) 


38 157 个 . 

当 物 理 体 系 的 空间 对 称 性 不 仅 决定 于 密度 分 布 函数 p(r) ,而 决定 于 向 量 函 数 S(r) 
时 , 如 自 旋 或 磁 矩 ， 这 种 向 量 函 数 是 空间 反 演 的 厢 向 量 , 即 iS(r) =S(ir) =S( -r) =S, 
是 时 间 反 演 的 极 向 量 , BRS) = -S(r). 对 于 这 种 空间 -时 间 对 称 性 , 可 把 32 个 晶体 
学 点 群 和 230 个 空间 群 在 对 称 操作 中 增加 时 间 反 演义 后 推广 为 Shubnikov 群 , 本章 简 单 
介绍 了 Shubnikov ##. Shubnikov 点 群 G; 共有 三 类 ,， 即 

(1) Cs =Ç. 在 这 种 情况 下 ，Shubnikorv 点 群 cy 即 为 普通 点 群 . 

(2) G; = CC， 这 种 结构 的 Shubnikov 点 群 也 为 32 个 . 这 类 Shubnikov 点 群 的 
特征 是 包括 独立 的 元 素 色 . 


(3) G; =H@K,@B =H@K,@(G - H) , 即 如 果 点 群 C 存 在 一 个 指数 为 2 的 不 变 子 
FEH, 则 可 生成 与 6 同 构 的 Shubnikov 点 群 Cs, 它 的 结构 为 五 群 与 点 群 G ARR E =G 


- H) 与 时 间 反 演 的 直 积 包罗 豆 HEM. 这 种 Shubnikov 点 群 有 58 个, 两 种 Shubnikov 点 
群 共 90 个 . 如 果 把 普通 点 群 也 作为 Shubnikov 点 群 的 特殊 类 型 ， 也 可 以 说 Shubnikorv 点 
群 为 122 个 . 
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Shubnikov 空间 群 的 点 阵 变 为 黑白 点 阵 , 这 种 点 阵 由 14 个 没有 颜色 的 Bravais 点 阵 扒 
广 为 36 种 黑白 点 阵 . 
Shubnikov 空间 群 有 四 种 类 型 ， 


(1) 不 包括 时 间 反 演 久 的 Shubnikov 空间 群 , 也 就 是 普通 空间 群 为 230 个 , 即 
G(T)s=G(T)'* 

以 $ 代表 Shubnikov 空间 群 . 

(2) G(T)š=G(T)'@K,@G(T)*. 这 类 Shubnikov 空间 群 的 特点 是 : 包括 独立 元 素 ， 
空间 反 演 R, 它们 为 230 个 . | 

(3) G(T)5 =H@K,@ B. H 3 GY 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 , B 为 GOTT): 的 陪 
Æ, H =G(T')* - H. 这 类 Shubnikov 空间 群 为 674 个 . 

(4) G(T)s =H@K,@Íelt,| QE. HA G(T')5 的 指 为 2 的 不 变 子 群 , b 为 黑白 点 阵 
中 的 一 种 平移 ， 这 类 空间 群 为 517 个 . 

总 计 Shubnikov 空间 群 为 1651 个 (包括 230 个 普通 空间 群 ). 
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在 本 章 中 首先 讨论 平移 群 的 不 可 约 表示 , 从 而 引入 倒 易 空间 和 波 矢 向 量 . 由 波 矢 向 
量 的 对 称 性 引入 空间 群 G” 的 小 子 群 Gi 以 及 波 矢 向 量 星 1k" }. 然后 从 小 群 的 诱导 表示 理 
论 对 空间 群 的 不 可 约 表示 的 构成 进行 仔细 研究 , 并 简要 讨论 了 空间 群 在 能 带 理论 中 的 应 
用 . 


6.1 平移 群 的 不 可 约 表 示 与 波 矢 空间 


6.1.1 平移 群 的 不 可 约 表示 与 波 矢 向 量 


空间 群 C 的 平移 子 群 To = | el1R,11 , 是 不 变 子 群 ，G, 为 点 群 Ç 所 属 品系 的 最 大 
点 群 . 在 基 向 量 ec; , a, a, 的 坐标 系 中 , R, 为 


R, =n,a, +n,a, + na, (6.1.1) 
因而 
{elR,} = {ela,}™ - [ela,1”? - {elas}™ f (6.1.2) 
引信 周期 性 边界 条 件 
fel a}™ = fel 0} 
{el a}™® = jel 0} (6.1.3) 
{el a,}™® = jel 0} 


N,, N,, N, 分 别 为 点 阵 在 a, a, 和 和 a3 方向 上 的 元 胞 数 目 . 于 是 平移 群 Te 分解 为 三 个 子 
群 的 直 积 , BP 


T, = T @T,, @T;, (6.1.4) 
每 个 子 群 为 Ni 阶 的 循环 群 
T¿.=llela1"], n=0,1,2,.,N, (6.1.5) 
因而 它 有 N, 个 一 维 不 可 约 表 示 , 第 p, 个 不 可 约 表示 为 
F (lela,1) =A; (6. 1. 6) 
它 满足 方程 
F ( tela;,}™) =Ap = Te, (del0}) (6.1.7) 
因而 
An =p] -i a, pi=0, 1,2, =, N; -1 (6.1.8) 
令 
kh =i (6.1.9) 


a 
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则 
À, = exp{ —i2rk,|, k; =F =0, p x an, E (6.1.10) 
由 (6. 1.6) 和 (6. 1. 8) 式 得 到 平移 群 的 不 可 约 表示 为 
Pe (lelR,]) =exp| -这 (有 mi +k,n, + 有 ms) (6.1.11) 
标记 不 可 约 表示 的 P 为 
P=(Pi, P,, P,) = (Nik, N,k,, N,k,) (6. 1. 12) 
以 后 直接 用 向 量 天 标记 上 述 不 可 约 表示 ， 即 | 
Í (delR,}) =exp{ -27i(kii + kn, + kyn) ] (6.1.11) 


向 量 上 = (k, k,, k) BERKE 2 Y (8326352, 由 空间 基 矢 a , a,, a, 定 
义 倒 易 基 矢 b,, b,, b;, 它们 为 


_ a, x a, 
b 2 - (a, x a,) 
a, x a 
b, =2—— 6.1.13 
2 Ta ` (a, x Ga) ( ) 
_ ar x a, 
b; = ` (a, x a,) 
显然 
a; =2m3，7 =1T,2,3 (6.1.14) 
令 向 量 
k=k,b, +k,b, + k,b, (6.1.15) 
于 是 不 可 约 表示 (6. 1. 11') 变 为 
RK( {elR,|) =exp{ -ik + R,| (6.1.16) 


因为 
k - R, =knb a + 11250202 + knsbs * a, 
1 
人 ° (a, x as) ， 
- [npial， (a, x a,) + n,k,a, ` (a, x a,) + n,k,a, (a x a,)] 
=2m(n,k, + nk, + n,k,) 
即 (6. 1. 16) 式 与 (6. 1. WA 


按 不 向 量 的 定义 名 =0, do a e “I BDE NNN, 个 它们 标记 了 平和 


H Te BI NNN, 个 不 等 价 不 可 约 表示 . 
H b,, b,, b, PIKIR FUER ALS 2 B] reciprócal space). 向 量 大 称 为 波 矢 向 量 或 
倒 易 量 . Ab, b,, b, 为 楼 形成 的 平行 六 面体 称 为 k- 空 间 的 元 胞 , 元 胞 内 有 NNN 个 大 


N,-1 N,-1 
向 量 , 0< <— (CL, 3 N, 很 大 时 ). 对 于 整个 空间 , 称 
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天 =m,b, +m,b, +m,b, , m, 为 整数 (6. 1.17) 
为 倒 易 空间 点 阵 (reciprocal lattice) 的 格 点 .对 于 元 胞 外 的 向 量 kA 
k'=k +k, (6. 1. 18) 


k 为 元 胞 内 或 元 胞 界面 上 的 波 矢 向 量 . 容易 看 到 居所 给 出 的 不 可 约 表示 与 天 给 出 的 不 可 
约 表示 完全 相同 ， 因 为 
和 (al R,}) =exp{- ik'+ R,} 
=exp{- ik - R.) ` expl — ik„ © R.| 
=exp{- ik ° R.| (6.1.19) 
定理 6.1.1(Bloch 定理 ) 平移 群 了 = elR,] E Abel 群 ,因而 只 有 一 维 的 不 可 约 表 
示 , 表示 的 基 矢 P(r) RA m TEE: 
[9 = e*"U(r) (6. 1.20) 
U(r) = U(r + R,) 
称 这 种 函数 为 Bloch 函数 . 
证 明 用 平移 群 算 子 Ê {eR |) 作用 于 空间 函数 Yr), 得 到 
Î({elR,}) PCr) = 更 (ielRR r) = ,(r -R,) 
S 于 (7) 是 平移 群 不 可 约 表示 上 的 基 , MH) 
Î( felR,}) Cr) =e P(r) 
按 定义 得 到 
P(r-R,)=e Ep, (r) 
Şr'=r-R,, i 
P(r’) =e Sp, (r' +R) 
两 边 乘 以 e-*", 得 到 
erp (r) =e Rt yp (r +R,) 
RREK e”, (r) RA R, 的 对 称 性 ,因而 令 
U(r) =e Ë`", (r) 
则 不 可 约 表示 基 函 数 p, (r) >J 
P,(r) =e* U(r), U(r) =U(r+R,) 
这 就 证 明了 Bloch 定理 . 
Bloch 定理 在 晶体 理论 中 有 着 重要 的 作用 .因为 晶体 具有 平移 对 称 性 ， 晶 体 Hamilt- 
ion 算 子 互 与 平移 群 交 换 ， 因 而 晶体 中 单 电 子 波 函 数 一 定 是 Bloch 函数 . 
以 上 为 标志 的 全 部 Bloch RZ P(r) =e 提 “UV(Cr)} 张 成 一 个 空间 , 称 为 Bloch 函数 
空间 . 它们 之 间 的 不 同 在 于 V(r) 不同 , 但 不 同 的 U(r) 都 具有 U(r) = U(r +R, EE. 


6.1.2 倒 易 空间 的 倒 易 点 阵 与 Brillouin 区 


14 种 Bravais 点 阵 由 特定 的 基 向 量 a， s G, , G; 决定 ， 而 一 种 Bravais AEREE a n 
a,, a, 由 公式 (6. 1. 13) 唯 一 地 决定 一 种 倒 易 空间 的 基 向 量 , 由 这 组 基 向 量 又 确定 一 种 倒 
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易 空 间 中 的 倒 易 点 阵 
k, =m.b, +m,b, +m,b3, m,, m, m, 为 整数 

因而 倒 易 点 阵 也 为 与 空间 点 阵 相 对 应 的 有 14 种 点 阵 . 

在 第 五 章 中 已 讨论 了 点 群 G 类 的 空间 群 G' 的 格 点 矢量 R, 具有 点 群 G 的 对 称 性 , 即 

âR, “Ry, Ci e C 
下 面 证 明 倒 易 空间 的 格 点 矢量 k, 也 具有 点 群 Ç 的 对 称 性 ， 即 
Qk, = ku (6. 1.21) 
由 (6. 1. 14) 式 得 到 


3 3 
m = Y nma, eb, =2qP, P= È nm, 
iTi iTi 


而 且 
âR, 天。 =2TP/ 
& 为 实 正 交 矩阵, &-! =å, 因此 
& 'R, ° K. =R. © âk, =2=P' (6.1.22) 
这 表明 âk, 也 是 倒 易 空间 的 格 点 矢 景 , 这 就 证 明了 倒 易 点 阵 也 具有 点 群 G 的 对 称 性 . 
倒 易 空间 点 阵 的 元 胞 , 通常 是 取 倒 易 空间 中 的 一 个 格 点 为 原点 , 把 这 个 原点 与 它 最 
邻近 的 格 点 连 线 , 然后 做 这 些 连 线 的 中 点 的 垂直 平面 , 这 些 中 垂 面相 交 所 分 割 出 的 倒 易 
点 阵 中 的 一 个 封闭 的 体积 就 是 倒 易 空间 的 元 胞 , 这 个 元 胞 也 称 为 第 一 Brillouin K. 然后 
如 果 再 取 原 点 与 次 邻近 格 点 的 连 线 , 并 做 垂直 平分 面 , 则 又 得 到 封闭 体积 , 称 第 二 Bril- 
louin K. 如 此 , 等 等 , 可 得 到 一 系列 Brillouin K. 由 前 述 可 知 第 一 Brillouin 区 的 向 量 天 
能 给 出 平移 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 . 
Brillouin 区 对 讨论 空间 间 群 的 表示 理论 是 十 分 重要 的 ， 下 面 以 立方 系 为 例 , 具体 讨论 
三 种 第 一 Brillouin 区 . 
具有 0, 对 称 性 的 立方 系 的 Bravais 点 阵 有 三 种 类 型 ， 
简单 型 (P) , 它 的 基 向 量 为 
a, =a(1, 0, 0) 
a, =a(0, 1, 0) 
a, =a(0, 0, 1) 
面 心 型 (f) ， 它 的 基 疝 量 为 


EOE), 它 的 基 向 量 为 
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d =40, 1,1) 


a; =>, 1, 1) 
它们 所 定义 的 倒 易 空间 的 基 向 量 分 别 为 


(I,1, 1), b=%=00,1,1) 


b, = 乞 (0， 1,0), b: =t, iD， 下 = 所 (1, 0,1) 


Y 


b, =2w00,0,1), 8250,1, 0), 5F=2#G,1,0) 


由 此 可 见 简单 立方 型 空间 点 阵 所 对 应 的 倒 易 点 阵 也 是 简单 立方 型 的 点 阵 ， 它 的 第 一 
Brillouin 区 如 图 6. 1. 1 所 示 ,一 边 长 为 至 的 立方 体 ， 而 面 心 立方 型 空间 点 阵 所 对 应 的 例 


易 点 阵 则 为 体 心 型 的 , 图 6. 1.2 给 出 了 它 的 第 一 Brillouin 区 , 为 一 截 角 八 面体 或 称 十 四 面 


体 . 体 心 型 空间 点 阵 对 应 的 倒 易 点 阵 为 面 心 型 点 阵 , 图 6. 1. 3 给 出 了 它 的 第 一 Brillouin 
区 . 图 中 一 些 特殊 点 的 意义 将 在 后 面 讨论 . 


图 6.1.2 面 心 立方 点 阵 的 Brillouin 区 图 6.1.3 体 心 立方 点 阵 的 Brillouin 区 
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6.2 共 虑 表示 与 空间 群 的 子 群 一 一 小 群 


6.2.1 共 力 表示 


群 且 是 群 6 的 不 变 子 群 , 群 五 的 一 个 表示 H”, 它 的 表示 矩阵 为 六”(h) ,he 
可 由 群 G 的 元 素 ge G, ENR H WER 产 ” 的 共 因 表示 AO , ÀO 的 表示 和 矩阵 为 : 
ÂP (h) =Â” (8 + hg) (6.2.1) 
由 于 五 是 6 的 不 变 子 群 , 因而 he H, Mgh. ‘se Hset). 因而 (6. 2. 1) 式 成 立 , 即 
gh- g=h'eH, 此 外 
BO (h) BO) =Ë) (g7 - hg) ÂO (g> . h' g) 
= 应 (gg 
=ñ” (zg. .jg) 
= 大 (h> k’) (6.2.2) 
这 就 证 明了 AP ME H RARR. 如 果 5 =hedH, NHP = Hi” 为 H? HAR 
示 , 3288 B JER 所 ”与 表示 HH 是 等 价 表示 ,因为 
P (h + h' + h) = ÑO (h) RO (h) < ÂP (h) 
所 以 特征 标 
XW (h') =x” (h') 
当 ge6G, 而 g +J8-T H bF, 豆 群 的 表示 BO) jz Bg 3E3uskon 谎 ” 有 相同 的 维 数 ， 如 
果 导 ”是 群 吾 的 不 可 约 表示 , 按 不 可 约 表示 判 据 ， 即 
iY Ix” (h) 1?'=1 (6.2.3) 
MARREN PARKAR 如” 也 是 不 可 约 表 示 即 
I 1X8 (h) 1? -55 Ix” (eg h+g)l? = 
Ë CRETE T ARTAR 和 "的 全 部 不 等 价 的 不 可 约 共 加 表示 AO ANR CM 
PETH H HH, 在 一 个 轨道 中 共 示 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 称 为 轨道 的 阶 , 显然 阶 
数 不 能 超过 五 群 m, 维 不 可 约 表示 的 数目 , m, 为 不 可 约 表示 B HEB. 

群 6 的 不 可 约 表示 O , 车 限定 元 素 z 只 取 子 群 互 的 元 素 关 时, BITE H HER 
所 1 C0),， 即 第 三 章 讨 论 的 分 导 表示 (C% |), ACOLO AFR HETA, 
T A, I H ) 可 对 子 群 互 的 不 可 约 表示 分 解 ， 即 

Â ÊH) = Y aĝ” (6.2.4) 


其 中 六 ” 是 子 群 五 的 不 可 约 表示 . 对 于 这 种 分 解 存 在 如 下 定理 . 
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定理 6.2.1 分 导 表 示 (6% ) 对 不 可 约 表示 BO) 的 约 化 (6.2.4) 式 , 只 能 为 
B( ÊP) = 》 OP EP (6.2.5) 

及? 为 与 不 可 约 表 示 A” JES BJ 8284 Bg 8 20328, BO (h) =Ë (er'- heg), gie 
G. 

这 个 定理 包括 两 个 内 容 : 

(1) 分 导 表 示 入 (6 ) 的 不 可 约 分 解 中 ， 如果 出 现 不 可 约 表示 A”, 则 一 定 出 现 
与 它 共 罗 f 的 一 切 不 等 价 不 可 约 表示 E (h) =Ë (g .hg,), 而 且 它 们 出 现 的 重复 度 相 
Eja” = at 

(2) 在 这 种 不 可 约 分 解 中 只 出 现 一 种 由 不 可 约 表示 C 中 决定 的 不 可 约 表示 名 中 ,不 
可 约 表示 H”) 完全 由 不 可 约 表 示 久 决定 , 其 它 不 可 约 表示 A” (v Avlu) ) 不 能 出 现 , 或 
者 说 a =0. 

证 明 (1) 由 (1. 10. 12) 式 在 分 导 表 示 B( | 6 ) 中 不 可 约 表示 部 ”出 现 的 重复 度 
a” 为 

a” = QË, x) = EEP Q) OQ) ° 
HPP 为 分 导 表 示 B( | O ) 的 特征 标 , yU) 为 不 可 约 表示 HO 的 特征 标 . n, HFR H 
的 阶 , IRR HU 的 重复 度 为 
a) = APX) s EEP A) Ko (gr hoa) 


而 对 于 群 C, gi" h g, 与 EIRETK, 属于 一 个 共 轿 类 , 故 为 XP(h) = 的 (er 
. h . gi) 9 因而 


这 便 证 明了 定理 的 第 一 部 分 . 

(2) 如 果 在 不 可 约 分 解 中 除 (6. 2. 5) 式 中 的 不 可 约 表示 Pr 和 与 它 共 罗 的 不 等 价 表 
示 外 , 尚 有 其 它 不 可 约 表示 BO 出 现 . 由 (1) 中 证 明 也 必然 还 有 一 切 与 AO HRE 
价 不 可 约 表示 BU) 以 相同 重复 度 出 现 ， 比 如 这 种 不 可 约 表示 只 有 一 个 遮 ”" , 则 约 化 后 的 
表示 矩阵 具有 形式 


(6.2.6) 
0 HB,(h) 
Bñ, (h) ERTAK Â” (h) O EOkta n A S54fraon A? (h) 的 直 和 , B,(h) 是 不 可 约 表示 
AO (h) KORƏ3ESE BR 584fr S9T2838R AO (WAM. Rh T3ttiskonR B]0036 £ 
CE (h) =P (gr h g) = P (g7) -ÊY (h) + ÊP (g,) 
= (gr) - ÊL ÊY) (h) < Ĉĉ” (g) 


y`! xÂ( |] G%))(h) . | 0 
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因而 约 化 后 竣 ( | 69) (刀具 有 (56. 2.6) 式 的 形式 ,一定 要 求 不 可 约 表示 和 矩阵 Co (8) 也 
具有 可 变换 为 (6. 2. 6) 式 的 形式 , 这 样 CO 就 变 成 了 可 约 表示 , 这 与 不 可 约 表示 的 要 求 
相 矛 盾 ， 因 而 在 不 可 约 表示 分 解 中 不 能 出 现 ÂO , 这 就 证 明了 定理 的 第 二 部 分 . 

当 不 可 约 表示 永 ” 不 存在 不 等 价 的 共 罗 表示 ÑO) 时，(6. 2.5) 式 变 为 

A NI CH ) = @a PH 

E OORO 维 的 不 可 约 表示 , AOH m(y) 8928912582, M a” = BGD, 

#|J3t$u32n B3bul ELA R FR. 
6.2.2 ”空间 群 的 子 群 一 小 群 

空间 群 C"( 为 避免 与 波 和 撩 混淆 , 标记 空间 群 为 C?, 即 第 C 类 空间 群 中 的 第 p 个 ， 
在 第 五 章 中 曾 记 为 C 的 平移 子 群 为 To, 它 的 不 可 约 表示 TE H 


HD (felR,}) =expl -ik + R,} (6.2.7) 
按 共 恩 表示 的 定义 ,对 于 空间 群 元 素 g = [or lt] BJO3tiB3ER N 
Z = ( [el t. fel R} ` [el t]) = Too ( {el a”R,}) 
=exp] — ik - a R.] = expl - iak * R,} 
sî  (g=lalt}) (6.2.8) 
在 上 式 中 利用 了 :a 'R, =ak - R, ' 
如 果 ; 
ak=k+k, (6.2.9) 


METRAR ER Ten 与 Pen 是 等 价 的 ， 即 
和 (jel R,}) =exp|- ik + R,} 
| Ze (el RI) =exp| -ilk + k,) ` R,] = expl} -ik > R.) = FD 
(6.2. 10) 


若 取 满足 条 件 (6. 2. 9) 的 全 部 wa， 由 它们 给 出 的 空间 群 G° 的 元 素 
{lalt] lak = 大 + 天] 构成 空间 群 G° 的 一 个 子 群 ,这 个 子 群 记 为 6?, 即 


GC? ={{alt}, ok =k+k,} (6.2.11) 
下 面 证 明 Gk 确实 是 G" 的 子 群 ， 因 为 I 
lalt) fælt} = la ` a'lof +t} 
H+ 
e'k=k+k.,, ak=k+k, 
因而 


we. ok=a(k+k,) =k+k, taky =k +k 
因为 倒 易 格 点 具有 点 群 对 称 性 ， 
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ak ， = kws ak n + kn = kr 
并 且 
ek=k 
满足 (6. 2.9) 式 , 因而 (6. 2. 11) 中 包括 单位 元 {e101 ， 而 且 若 | alt e G; , 则 
lalt} -1=ta ll -tt 
也 属于 集合 (6. 2. 11 ) , 因为 
ak=k+k,, w `l. oak=alk+a k, 
因而 
a k=a"'.ak- ak. = 天 十 大， 
这 就 证 明了 C 是 一 个 群 ,当然 是 空间 群 0” 的 子 群 .这 个 子 群 的 特征 是 
ak =k +k, 
即 (6. 2.9) 式 , 也 就 是 说 Gt 的 全 部 元 素 {alti 中 所 有 a eG 均 满 足 (6.2.9) 式 . 称 子 群 G4 
为 空间 群 6” 的 小子 群 , 也 称 波 矢 空间 群 .容易 看 到 小 子 群 6 包括 了 空间 群 Ç 的 全 部 平 
移 子 群 {el&R,j , 因为 a=e 时, 满足 (6.2.9) 式 , 因而 有 群 链 
| G" DG, DTe 
在 上 述 证 明 Gx 是 C 的 子 群 的 过 程 中 , 实际 上 也 证 明了 点 变换 集合 {a} = {ak =k + 
| 也 是 一 个 点 群 , 记 为 CC), 称 为 小 点 群 或 波 矢 群 , 它 是 空间 群 C KAR G 的 子 群 ， 
Ej GDCG(k). 
因而 可 定义 小 商 群 G/T6, 它 同 构 于 波 和 拓 群 G(K). 
空间 群 G” WER ialt) = G" 的 算 子 P( {alt} ) 作 用 于 Bloch R% y(r) =e "U 
(7) 时 为 
Ê( fal tl)W(r) =W,(a"r - t) 
zea U(r — t) 
=e U(r) (6.2. 12) 
其 中 
U'(r) =e* Ular -t) 
显然 
U'(r +R.) =eË“U(a (r + R,) - f) 
=e ‘Ua "r +a R. - t) = U'(r) (6.2.13) 
即 V(r) 仍然 是 R, 的 周期 函数 , 这 表明 空间 群 算 子 P( la lt] ) 把 Bloch 函数 用 (>) 变 为 
Bloch 函数 Ya (r). 
从 而 证 明 空间 群 Ç” 的 子 群 小 群 Ce 作用 于 Bloch 函数 为 . 
Ê( {alt} ) P(r) = (r) = (r), aeC(k) (6.2. 14) 
即 小 群 Cs 作用 于 Bloch 函数 p, (r), 把 它 变 为 上 相同 的 Bloch 函数 , 因而 小 子 群 6 又 称 
为 波 矢 空间 群 . 
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6.2.3 SHR C 按 小 群 左 陪 集 的 分 解 与 波 矢 星 


小 群 Gi 是 空间 G” 的 子 群 ,因而 空间 群 G” 可 分 解 为 小 群 和 小 群 的 陪 集 的 直 和 ， 即 
C = > lalt}. G; (6.2. 15) 


lalt) 是 不 同 陪 集 的 代表 元 素 . 容易 看 到 陪 集 
lal 二 + 及 Ce ={alt} e fel a R,} -GÈ = [æl t| -GE (6.2.16) 
因为 elo R| eTe, telar’ R,} : C=C. WMR ore G(k), Wjla, lg] - GP =C. 因而 
陪 集 分 解 (6. 2. 15 ) 中 的 代表 元 素 为 a e 6G, 而 不 属于 G(k) , t, 为 最 小 的 平移 . 2 |a,l0] 
eÇ", 则 t=0; Ela l0 RRFC, mjalt) e G”, 则 上 为 非 基 本 平移 由 于 CGC(K) 是 
空间 群 点 群 G 的 子 群 ,因而 群 Ç 可 按 子 群 C(K) 的 陪 集 分 解 ， 即 
G= > @ =a, ° G(k) (6.2.17) 


这 个 分 解 与 (6. 2. 15) 式 是 等 价 的 ， 陪 集 代 表 元 素 w 是 相同 的 ,因而 (6. 2.15) 和 
(6.2. 17) 式 中 陪 集 代表 元 素 a; Rialti) 的 数目 n(s) 为 
n(s) =n(G)/n(G(k)) (6. 2. 18) 
这 里 a(G) 和 nn(G(K) ) 分 别 为 点 群 C 和 小 点 群 6(K) 的 阶 , 在 n(s) 个 代表 元 素 a 中 取 m 
对 于 n(s) 个 点 群 元 素 构成 的 集合 {a ,os ，…， aho WN S). 把 它们 作用 于 波 
REE k, 得 到 : 
ak =ek=k, ek=k,, ©, ok =k, 
这 n(s) 个 波 矢 向 量 都 是 互 不 相等 , 而 且 都 是 不 等 价 的 ， BH 
oakzk+k, (6. 2. 19) 
(如 果 aik =k +k, , Pak 与 等 价 ，) 因 为 如 果 ak 与 ak Trla, as e S(k), fB i= 
j), 即 
ak = ok +k, (6.2.20) 
于 是 . 
aT! `w Kk=k+k, 
这 表明 o ° a; e G(k) ,从 而 与 o, a 都 是 陪 集 分 解 (6. 2. 17) 中 的 代表 元 素 的 假定 相 予 
盾 , 因而 (6. 2. 19) 式 是 不 可 能 成 立 的 . 
2&(5) 个 不 等 价 的 波 矢 向 量 的 集合 称 为 波 矢 大 的 星 , WHI), 它们 为 
| Ik*| ={k, œk, ask, 0, Qn kla;e S(k) | (6.2.21) 
ER k WEIK |} 有 两 个 重要 性 质 . 
(1) ER k WELK TERAH GC(K) 是 不 变 的 ， 因 为 取 we C(K) ， oe; eS(k), 
则 w, ` a; 一 定 是 陪 集 分 解 为 (6. 2. 17) 式 中 某 一 陪 集 o, . C(K) 中 的 一 个 , 令 其 为 w ° aj 
=a; *o,(e, e G(k), e, e S(k)). 于 是 
aak; =a, ` ak = a; ok = ok + k.) 
=wK + kw ~ ak (6. 2.22) 
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(2) ÉR k 的 星 1k" | 与 波 矢 k' 的 星 {k'" | 或 者 交集 为 0( 没 有 共同 元 素 ) 或 者 完全 重 
合 { 天 "上 = | 天 “| ， 
如 果 {k"|} 与 {k* |} 有 一 个 元 素 相 同 , 即 


Qk = ok’ 
则 
oj ok = k' 
而 cr ` e, e S(k), Sa -a= e S(k), BI 
ak = k' 
于 是 


Ik'*'] ={ek', ok’, -…, aa 天 人 
=Íe- œk, a, œk, …, Qs) © ak} = Ik*] 
(ai， oe S(K), G; ° a e S(k)) , Bkt} = Ik'* } , 否则 则 完全 不 相交 . 
波 矢 向 量 上 的 星 在 空间 群 表示 理论 中 十 分 重要 . 下 面 举 一 些 波 矢 星 的 实例 进行 说 
BJ]. 
1.C4 对 称 性 的 二 维 Brillouin Z 66232 £ Ik*] Z 
为 了 简单 下 面 讨论 具有 C4, 对 称 性 的 二 维 Brillouin 区 的 波 矢 天 的 星 { 大 *} .在 图 6. 2. 1 
中 画 出 这 种 第 一 Brillouin K, CHAKA T. AR CTRA le, o d, Å, 20, 
204} , c, 的 轴 垂 直 图 形 并 通过 原点 T, 两 个 ov E 
直 图 形 并 分 别 包 括 k, Ak, 轴 , 两 个 o, 垂直 图 形 


k, 
并 分 别 包括 两 个 对 角 线 , 4 个 反射 面相 交 于 c, 轴 Z: 
坐标 基 矢 为 k. =i, k, =i. x 
a8 a k. 
第 _ Brillouin 区 中 的 天 可 分 为 对 称 点 、 对 称 
线 , 三 维 情况 下 还 有 对 称 面 . 比如 对 称 点 为 r. M. 
了 ,， 太 (原点 ) 具有 C4 的 对 称 性 ， 即 Hdi 
a- r=r (或 o@ =0) ， e E Ca _ o. 
因而 斑点 (0, 0) RAR CCO, 0) =C, k=0, 图 92 1 Ce 对 称 性 一 维 Brlouin 区 
它 的 星 {T"} = {(0, 0)}. 下 点 也 具有 C4 的 对 称 性 , 即 
c (1, 1) = (1, 1) = (1, 1) - 2k, 
cl1,1) = (1, 1) = (1, 1) - 2k, — 2k, 
å(1, 1) = (1, 1) = (1, 1) ~ 2k, 
e) (1,1) = (1, 1) = (1, 1) - 2k, 
c (1 1) = (1, 1) = (1, 1) - 2k, 
o (1,1) = (1, 1) 
c) (1,1) = (1, 1) = (1, 1) = 2k, - 2k, 
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因而 (1, 1) 的 小 点 群 C(1, 1) = C,,, 它 的 星 也 是 一 阶 的, BB 
Ik" = T0, 1)" = {k= T(1,1)] 
了 了 点 的 k=(1, 0), 显然 具有 C, = le, C, oP, oP | 的 对 称 性 . 
Cu = C,@C;,, ` C,, 
因而 上 = (1, 0) 的 星 为 : 
[到 (1,0) | = 20, 0), a Ea, 0) = %0, 1)] 

阶 为 2. 

对 称 线 A 为 波 矢 k= (s, 0), 0<x<1, BẸ C, = le, oP RIRE, CHEX 

{A*} ={k = (x,0), ck = (0, y), 
Èk = (-x,0), dk = (0, -y)} (O <x=y<1) 

阶 为 4. f 

Brillouin 区 中 的 波 矢 k = (z, y) (x =y) 构成 另 一 种 对 称 线 3， 它 的 对 称 群 为 C, = 
le, o” 构成 的 波 矢 星 为 

{5°} ={k = (x, y); ck = (-x,y); úk = (—x, — y); 
úk = (x, -y)} (x = y) 

阶 也 是 4. 

波 矢 k = (1, y)(0 <y<1) 也 是 一 个 对 称 线 Z, 它 的 对 称 群 为 C, = le, oP}, 它 的 星 

[Z'] = {k = (1, y), ok = (y, 1), úk = (1, y), e = (y, 1)| 

也 是 4 阶 的 . 

Brillouin 区 中 任意 点 k 的 对 称 群 是 C4, 的 平庸 子 群 {e} ,因而 它 的 星 是 8 阶 的 , BD 

{E*} = Ik, ck, ok, ak, ok, c )k. Pk, ok] 


在 上 述 坐标 中 均 应 乘 以 二 ， 为 了 简单 没 写 出 .在 图 6. 2. 2 中 给 出 了 除了 二 点 外 的 六 
种 天 星 的 图 形 . 


(a) M: s=1 (b) X: s=2 (c) 4: s=4 
k, k k, 
k. DA k. k. 
(d) Z: s=4 (e) Z: s=4 (f) —k: s=8 


图 6.2.2 C 对称 性 二 维 Brillouin X B) k BL E 
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2. 简单 立方 Brillouin E 4 k Z 

在 图 6. 1. 1 中 给 出 了 简单 立方 对 称 性 的 Brillouin 区 , 它 的 对 称 点 群 为 0,， 坐 标 系 为 
k, =i, = 了 有 = 图 中 标 出 了 一 些 特殊 点 和 线 , 即 

T: (0, 0, 0), X: (0, 0, 1), M: (0, 1, 1), A: (0, 0, n), Z: (0, N, n) 

A: (m, UD n), S: (m, N, 1), Z: (0, N, 1), T: (m, 1, 1), R: (1, 1, 1) 
其 中 0 <7<1, 此 外 还 有 对 称 面 , 如 TMX E(k, =0), TRM (k, =k, >k,), TRX(k, = 
k. <k,) ， MRX 面 (所 = 一 )， 在 下 表 中 给 出 了 这 些 对 称 点 (或 线 ) HAR CG) 相应 星 的 
Bv: 


下 面 给 出 各 种 特殊 点 的 如 

Irt] ={r(0, 0, 0)]} 

IR'] ={R(1, 1, 1)1 

{X*} =1(0,0,1), (0,1,0), (1, 0,0)] 

IM*} =1(0,1, 1), (1,0,1), (1, 1, 0)) 

{A*} =1(0, +7,0), (0,0, zm), (+7,0, 0)} 

{3°| ={(tn, £, 0), (+9,0, +7), (0, +7, +7)! 

IA 1 ={(+7, +n, +n)} 

{S*| =|(+m,1, +n), (1, +m, +7), (+m, tn, 1)| 

tZ*} ={(1,0, +7), (0,1, +7), (+7, 1,0), 

(1, +7,0), (+7,0,1), (0, +m, 1)} 

[T'] ={(+7, 1,1), (1, +7,1), (1,1, #7)} 
对 于 Brillouin 空间 中 的 任意 矢量 k, 它 只 有 C, 的 对 称 性 , AERE | k" | 为 48 个 矢量 
k; = Qk, aw, E O,. 

通过 上 述 讨论 可 以 看 到 , Brillouin 区 中 一 般 的 点 ,只 有 对 点 群 单位 元 e, 才 保 持 ek 

= 大 ， 因 而 所 对 应 的 小 子 群 GE =T, IFR C2 就 是 空间 群 G” 的 平移 群 ,而 对 Brillouin 
区 中 的 原点 丁 和 Brillouin KR R AEH k, FR GY 即 为 空间 群 本 身 , GC? = GP. 
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6.3 小 表示 与 允许 小 表示 


′ 称 空间 群 G° 的 子 群 一 小 群 Gx 的 不 可 约 表示 G” 为 小 表示 . 空间 群 G” 的 平移 子 
群 76, 是 小 群 Gt 的 不 变 子 群 , 因而 可 由 平移 子 群 Te 的 不 可 约 表示 To 诱导 出 小 群 Gt 的 
诱导 表示 , 记 为 ACTE). 这 个 表示 一 般 是 可 约 的 , 可 把 它 约 化 为 0” 群 不 可 约 表 示 
ĜO WEM, BD l 


| ETIE) = Y Ode” (6.3.1) 
称 在 这 种 分 解 中 出 现 的 小 群 的 不 可 约 表示 CO (a0) 为 允许 小 表示 允许 小 表示 在 空 
间 群 不 可 约 表示 理论 中 十 分 重要 , 下 面 讨 论 关 于 人 允许 小 表示 的 两 个 重要 定理 . 
定理 6. 3.1 关于 允许 小 表示 的 充 要 条 件 的 定理 : 小 表示 Gt 是 允许 小 表示 的 充 要 
条 件 是 它 对 平移 子 群 T. 的 分 导 表 示 多 ( | C2") 具有 如 下 形式 : 
foa (LEP) IOR =o loe e: Ore (6.3.2) 
其 中 了 是 n,(k) 维 的 单位 矩阵 , n, (k) 为 小 表示 64 的 维 数 . 
证 明 ”充分 性 . 小 群 6 的 不 可 约 表示 GO 到 平移 子 群 Te 的 分 导 表 示 名 (上 Gr) 
按 平移 群 7。 的 不 可 约 表示 分 解 为 
| ALEP) = E @afo = aio (6.3.3) 
另 一 方面 由 平移 群 不 可 约 表示 IO 诱导 出 的 小 群 表示 GP ( 1 PO ) 向 允许 小 表示 CO 的 
分 解 为 
G( 178) = X @b cr (6.3.4) 
由 诱导 表示 的 互 易 定理 (3. 2. 2) 可 知 (6. 3.3) 和 (6. 3.4) 中 的 重复 度 a) =5 中 ， 这 说 明 
车 在 小 表示 GO 的 分 导 表 示 名 ( | GP) 中 出 现 平移 群 的 不 可 约 表示 P, 则 在 P; 5526 
FRR CGT A) 中 也 一 定 出 现 不 可 约 表示 CG?” ,而且 重复 度 相同 . 这 就 证 明了 满足 
(6. 3.2) 式 的 分 导 表示 中 的 小 表示 GO ERDER 即 在 诱导 表示 C(I 从 ) 的 约 化 中 
出 现 的 不 可 约 表示 a”). 这 就 是 (6. 3. 2) 式 为 Cr 是 允许 小 表示 的 充分 条 件 ( 满 足 
(6. 3.2) 的 小 表示 是 允许 小 表示 ). 
DEE MEDER Ge" 是 允许 小 表示 , 定理 6.2. 1 说 明 由 2 产生 的 分 导 表示 
人 (上 Ge”) 的 不 可 约 分 解 中 只 能 出 现 一 种 由 v 决定 的 平移 子 群 T; 的 不 可 约 表示 及 与 它 


共 斩 的 不 等 价 表示 ， 由 于 不 可 约 表示 fe c 不 存在 共 元 的 不 等 价 不 可 约 表示 ,因而 不 可 约 
表示 分 解 只 《能 为 


(16009) = ate 
由 定理 6.2. 1 得 到 aP =n, (k) (不 可 约 表示 Gr 的 维 数 , 不 可 约 表示 P 是 一 维 表示 ). 


i 
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因而 
(1 G) -2O 
即 (6. 3.2) 式 , 从 而 证 明了 定理 的 必要 性 . 
由 这 个 定理 得 到 一 个 重要 推论 : 
推论 允许 小 表示 GO 在 对 平移 子 群 的 分 导 表示 的 不 可 约 表示 分 解 
ÎL”) = 人 图 和 四 四 各 
ny (k) 
中 , 不 可 约 表示 TO 出 现 的 重复 度 为 允许 小 表示 的 维 数 n. (k). 
定理 6.3.2 全 部 允许 小 表示 C6?” 维 数 的 平方 和 等 于 小 商 群 GET 的 维 数 ， 即 
2 n( Gr) 
> n (k) = n( Tc ) 
n( Gr) 和 na(72 ) 分 别 为 小 群 G? 和 平移 群 To 的 维 数 . 
证 明 定理 6. 3.1 的 证 明 过 程 中 已 得 到 诱导 表示 的 不 可 约 分 解 
G (TF) = Yt eO 


其 中 5 sap, n,(k) 为 不 可 约 表示 CO 的 维 数 ， 因 而 
GiT) = X Dn (k) G” (6.3.6) 


(6.3.5) 


而 
(1692) =n, (k) fh, (6.3.7) 
因而 由 (6. 3. 6) 式 得 出 分 导 表 示 多 (上 名 (十 外) ) 为 
(G(T 人 OE)) = > Dn, (k) îe (EO) 

把 (6.3.7) 式 代入 上 式 为 | 

多 (1601 从)) = > @x,(k) f, (6.3.8) 
为 了 进一步 证 明 上 述 命题 , 下 面 不 证 明 地 介绍 一 个 一 般 性 结论 : 对 于 任何 群 G 和 子 群 了 
(GD7T), 由 群 了 的 不 可 约 表示 名 ”诱导 的 群 G 的 表示 C( 1 名 ” ) ， 它 对 子 群 了 的 分 导 表 
RÊ 上 e( 了 名” ) ) ， 按 诱导 表示 的 定义 , 由 基础 表示 给 出 诱导 表示 OTIO”), RER 
定 于 元 素 te T( 当然 te G) , 得 到 的 分 导 表示 一 定 是 不 可 约 表示 PO 的 直 和 ， 而 且 具 体 可 
计算 出 


KETEY)) =I, ifi =e 

n(G) 和 n(7) 分 别 为 群 C 和子 群 了 的 维 数 , 这 一 结果 是 诱导 表示 和 分 导 表示 间 的 普遍 关 
利用 这 一 结果 可 得 到 

n( Gi) ACK) 

n(Tç,) % ， 


P, CLET Ë)) = (6.3.9) 
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比较 (6. 3.8) 和 (6. 3. 9) 式 得 到 


2 n( Gr) 
Zk) = CTO 


这 就 证 明了 这 个 定理 | 

上 述 两 个 定理 描述 了 允许 小 表示 的 主要 性 质 .定理 6. 3. 1 给 出 了 允许 小 表示 的 判别 
条 件 , 定理 6.3.2 说 明了 全 部 允许 小 表示 的 总 维 数 , 因而 可 用 来 判断 是 否 找 到 了 所 有 的 
允许 小 表示 . 这 些 在 寻求 空间 群 不 可 约 表示 中 是 很 重要 的 . 


6.4 ”空间 群 的 不 可 约 表示 


第 五 章 已 给 出 空间 群 G” 可 按 平移 子 群 Te 的 陪 集 分 解 , 即 
C =Y lal tT; ` 


=》 四 tel0r + > lal £] Tç (6.4.1) 
we G a;e (G-G@) 
G 为 点 子 群 (CCC) ， 而 小 子 群 为 l 
G = {al t} Te, (6. 4. 2) 
ee G(k) 
C(K) 为 小 点 群 ，C(E) CG, ak = 天 + 有 , ae G(k). 因而 空间 群 G” 按 小 子 群 陪 集 分 解 为 
= > @ e=; t| G; (6.4.3) 
ajeS(k) 
其 中 点 变换 集合 S(k) = le, Qis Q2, 5. an | ABWR k 的 星 
Ik°*] = Ik, œk, æsk, e, œk} 


RA S) 中 点 变换 的 数目 为 m(C )/m( G). 

上 节 已 讨论 了 允许 小 表示 的 一 些 重要 性 质 ， 实际 上 空间 群 C 的 全 部 不 等 价 不 可 约 
表示 都 可 由 允许 小 表示 诱导 而 得 到 . 下 面 将 证 明 , 由 允许 小 表示 Cs" 诱导 出 的 空间 群 
C 的 诱导 表示 

人 P(k， v) = Cr°( 1 ë) 
是 不 可 约 表 示 , 而 且 由 所 有 人 允许 小 表示 可 诱导 出 空 间 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 . 


6.4.1 上 由 允许 小 表示 诱导 出 的 空间 群 的 诱导 表示 
如 果 空 间 群 G” 以 上 为 特征 的 小 子 群 Gt 存在 一 个 n,(k) 维 的 不 可 约 允 许 小 表示 
C”, 它 的 基 矢 为 n,(k) 个 Bloch 函数 P? (r), i=1,2, =, n, (k). 这 些 基 函 数 张 成 一 


个 函数 空间 , 记 为 A*. 
At=(0%D(r), i=1,2, =, n,(k)} (6.4.4) 


- 这 些 Bloch 函数 的 特点 是 存在 因子 。*''， 因 而 小 子 群 算 子 为 P({alt}), ae C(k)， 
CG() 为 小 子 群 G7 的 小 点 群 ， 
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f ak =k +k, 
于 是 Ê {alt} ) 作 用 于 Wi” (r) A | 
Ê fal tP (r) = WP (er = t) 
=e eH (D (a'r — t) 
=e% a n e ut (ar — t) 
= PDP (dal t) PP (r) (6.4.5) 


H DE” (falt ) 为 小 子 群 G; 的 不 可 约 表示 > ARREN. 
为 了 得 到 允许 小 表示 的 诱导 表示 , 首先 须 求 出 空间 群 C 对 于 子 群 小 群 Cr 的 基础 表 
示 . 在 第 三 章 第 二 节 已 讨论 了 基础 表示 就 是 以 (6.4. 3) 式 中 空间 群 的 陪 集 
>, = Cr ， >, = lalt} G, 5 Xo = lan) ENA } G; 
为 基 矢 构造 的 G” 的 表示 ， 为 了 符号 简单 ,以 g; = { ailt,| 表示 第 i 个 陪 集 的 代表 元 素 , 以 
z e G 代表 小 群 中 的 元 素 , 以 g 代表 空间 群 6? 的 元 素 , WI | 
g Z = g G; (6.4.6) 
(6.4.6) 式 有 三 种 可 能 : 
(1) 如 g g. =g (g, 为 陪 集 代表 元 素 ) , MH 
g X = g Gi = ° G; =, 
(2) 如 g - z, e Gi, 则 
I g X =g- g G= ` Gi = Gk =>, 
(3) 如 果 g* z, 既 不 等 于 陪 集 代 表 元 素 g1 8 t gi, ,也 不 是 小 群 CG 中 的 元 素 ， 
它 一 定 是 某 一 陪 集 X 中 的 元 素 , Bg 
gg =s 8 es 
因而 


概括 以 上 三 种 情况 可 写 为 
gx = 55, gg = Z 时 
由 此 得 到 G” 对 于 子 群 G; 的 基础 表示 , 表示 和 矩阵 为 
1, j=l, ggg BareG 


APd = 

G (g); k; jz (6.4.7) 
RCS. 2.7) 式 . 其 中 小 群 的 元 素 8 由 8 决定 ， 它 满足 方程 
: P(g) 5g’ gi (6.4.8) 


ge(g) e GP, 由 (6.4.8) 式 具体 确定 ， 基础 表示 的 维 数 为 ns = n( G”) /n( GP) = any: 
n( G) HEE G 的 维 数 ,na( G( k) ) 为 小 点 群 C(E) 的 维 数 . 


根据 (3. 2. 12) 式 , 由 允许 小 表示 GO 诱导 出 的 G” 群 的 诱导 表示 I GO”) = 
CGC"* ”的 表示 矩阵 为 
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[6°( T) (e) Jiag =E (g); a 
=C Cg) CO E) ) g (6.4.9) 
它 是 基础 表示 6” 与 允许 小 表示 的 直 积 ; 允许 小 表示 G” (d (g)) 的 群 元 素 Z e GY 通过 
(6.4.8) 式 由 元 素 ge G” 决定 . 
显然 诱导 表示 的 维 数 为 ne. n,(k) , 根据 (3. 2.5) 式 它 的 基 矢 为 
[WPP (r).i = 1,2,-, n (k)] = A 
{PO GEPC) = PCr), i= 1,2, =, n (k)] = A 


f J =1,2, Tg 
因而 全 部 基 矢 张 成 的 表示 空间 为 


s(k) 
AW = Y OAP  (6.4.10) 


i=1 


由 于 诱导 表示 的 表示 空间 实质 是 由 波 和 撩 上 的 星 {k* | 决定 , 因而 诱导 表示 记 为 eC”, 
它 由 小 群 的 允许 小 表示 的 标记 > 和 小 群 的 波 矢 及 其 星 fk' | 决定 . 
诱导 表示 (6. 4.9) 式 的 特征 标 为 
xX" (g) =T6 (g) = Z (e) G (ECE) Va 
=. G" (eg)a (g (g)) = X yi (g (e)) (6.4.11) 
HAWK ge) WEC. 4.8) RE, (e)a = 1. 因而 (6.4.11) 式 中 对 ; 的 求 和 只 取 满足 
(6.4.8) 式 的 以 求 和 号 上 的 ', 即 表示 这 种 对 求 和 的 限制 ) , x” (g'(g) ) 为 允许 小 表示 的 
特征 标 . 由 (6.4.8) 式 ， 
gile) =g "gE 

在 (6.4. 11) 式 中 取 基 础 表示 的 对 元 角 ê e)a, 因而 (6. 4. 11) 式 为 

xy) (e) = ZX (er gg), gerege GP 
集合 4, 为 陪 集 代表 元 素 的 全 体 , A. = {ialt}, i=1, 2, =, nal. 


空间 群 C 的 一 般 元 素 g = { alt+ 有 | ， 陪 集 代 表 元 素 { 16} , 则 
el lalt} 


gi 
=lo +m al a +R, +P} (6.4.12) 
其 中 
P =a;' -at-a t, +a t (6.4.13) 


X (g; g: Ei) 
= (la -aral P +o RD) 
-人 ila aral P} e G° 


(6.4. 14) 
0, 其 它 


于 是 上 式 变 为 、 
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于 是 空间 群 6? 的 一 般 元 素 |alt+R,| 的 特征 标 为 
X PAIRI) = Y Pda ar al the (6.4.15) 


lalt; e Az 


6.4.2 关于 诱导 表示 的 两 个 基本 定理 


定理 6.4.1 由 小 群 Gt 的 允许 小 表示 Gre” 诱导 出 的 空间 群 G” 的 诱导 表示 O” 
是 不 可 约 表示 . ` 

证 明 ”空间 群 元 素 {alt} 作用 于 Bloch 函数 

P(lelt]) ` P(r) = (7) 
BB P(lalt] ) 把 表示 空间 44) 中 的 子 空间 AC 变 为 另 一 个 子 空 间 ， 即 
P(lelt]) -AA -A 

因而 表示 空间 44 中 任何 一 个 子 空 间 A'“** 对 空间 群 的 元 素 都 不 是 不 变 子 空间 ， 因 而 如 
果 诱 导 表 示 C"“'” 是 可 约 表示 , 也 就 是 说 表示 空间 4“ = 》 OAC? 至 少 可 分 解 为 


两 个 不 变 子 空间 , 而 且 A 的 每 一 个 子 空间 AC 由 于 对 空间 群 都 不 是 不 变 子 空间 ， 因 : 


而 表示 空间 AG 的 不 可 约 分 解 只 能 为 
e ACY = AY AVY 
其 中 
AP = E AP, APU = E DAP 


它们 都 是 空间 群 的 不 变 子 空间 ， 因 而 A, 9 和 A C ESRT GRETE 


间 . 但 是 允许 小 表示 GL” 是 不 存在 不 变 子 空间 的 . 因而 , 上 述 子 空间 的 分 解 是 不 可 能 
的 , 这 就 证 明了 此 定理 . 


定理 6. 4.2 由 不 同 允许 小 表示 CP 中 诱导 出 的 空间 群 的 表示 GP 2 和 GP.) EL 

不 等 价 的 不 可 约 表示 . 因而 它们 的 特征 标 满足 正 交 定 理 . 
1A = >x) ESO (g) = Sa (6.4.16) 

证 明 把 特征 标 (6.4. 15) 式 代入 (6.4. 16) 式 得 到 ， 


cr De BPN wa! - i(Bk'- ak} © R,] ， 
XP UBP -a Bl P|) yË Uar >a- al P'}) 

因为 . 

Y expl- i(8k' - ek) ° R,} = n(To,) * Sago 


R, e Tç 


n( Tç) 
n( G°) falt} | a;l t;1 Z, 


Xe AB a Bl 1 D KP at aralt) ) (6.4. 17) 


Š, k, BK 
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上 式 中 对 {和 ald ORRERA C 的 展开 式 . 
= 》 @ el t| ° 
tatt} 
HER alt) ITÉ, Mla) RBI) EREE h Gx 的 陪 集 展开 
= X @lalrl E, = Y Old 
中 的 代表 元 素 { oilt4 MIB li) 进行 的 . 由 于 
° a;k e [k], Bk e { 天 “| 
而 只 有 发 "| = {kKk'“}, (6.4.17) 式 才 不 为 零 , 于 是 (6. 4. 17 ) 式 为 


n (To) > XP AB as Bill) Pal a al tl); ee 
n( Ç Jahi 


Hlela alt] eC, Kiila -ar alti TEA g, 于 是 上 式 变 为 


T 
Y EXP (ED "y (E) Se, ee 


` _n(Te ) n( GË 
aG) P(T aÒ ee F Š, aÔ, lee 


N 


亦 即 
pr ZX (e) EUP (g) = 8, deny, eel (6.4.18) 
这 就 证 明了 此 定理 . 


定理 6.4.3 空间 群 G" 的 所 有 不 等 价 不 可 约 表示 都 可 由 不 等 价 的 允许 小 表示 诱导 
而 得 到 , 或 者 说 由 全 部 不 等 价 的 允许 小 表示 诱导 出 的 空间 群 的 不 可 约 表示 是 完备 的 . 

说 明 如果 要 证 明 这 个 定理 ,只 须 证 明 全 部 允许 小 群 的 诱导 表示 的 维 数 平方 和 等 于 
空间 群 的 阶 .诱导 表示 CO” WERO n, (k) -np HERG. 3. 2 知道 允许 小 表示 维 数 
的 平方 和 为 


>x, (k)? = n(GF)/h( T.) 


ma AOE, 它们 分 别 为 点 用 6， E Cr， 小 点 群 6( 有 和 小 群 C? 的 维 数 
于 是 全 部 诱导 表示 维 数 平 方 和 为 
(CC (k)? 
` =n CP K€) - 
I (e)? >. TF ) n( GP) 
-Aeg d 《6.4.19) 


n(Te) K n( C7) 
上 式 中 对 所 有 大 星 fk" | sil. 
第 一 Brillouin 区 中 大 的 数目 为 wx(7e) 个 , MEREK) SIE } 或 者 相等 或 者 完 
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全 不 相同 , 每 个 {Kk" RA n E)n ) 个 不 同 的 波 矢 大 ,因而 
y n = n(T,) (全 部 波 矢 天 的 数目 ) 
lr" n( G, 
由 此 得 到 (6. 4. 19) 式 为 
E Fn, (k)? - ù = n(GP)/n(T;) 3° Kea =n(G?) — (6.4.20) 
TE KI n ( Gr 
这 就 证 明了 这 个 定理 . 。 ; 
这 三 个 定理 对 空间 群 的 不 可 约 表示 非常 重要 , 第 一 个 定理 说 明 由 人 允许 小 表示 诱导 出 


， 的 空间 群 的 表示 是 不 可 约 表 示 , 第 二 个 定理 说 明 由 不 等 价 的 小 群 Gk 和 Ce 的 不 同 允许 小 


表示 诱导 出 的 空间 群 的 表示 是 不 等 价 的 不 可 约 表示 , 第 三 个 定理 说 明 由 所 有 不 等 价 的 允 
许 小 表示 可 诱导 出 空间 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 , 这 种 不 等 价 不 可 约 表示 的 维 数 之 和 
ETERN nG’), (aG?) =N, : N, * N, * n(G) =N > n(G)), n(G) HARE G h 
BT. 从 而 为 寻求 空间 群 的 不 可 约 表示 提供 了 理论 依据 和 方法 . 


6.4.3 ”简单 空间 群 和 Brillouin 区 内 部 的 波 矢 k 的 小 群 6 的 允许 小 表示 
由 前 面 讨论 已 看 到 , 寻求 空间 群 的 不 可 约 表示 的 关键 问题 是 寻求 小 群 的 允许 小 表 


ZN. 
对 于 第 一 Brillouin 区 内 部 的 波 矢 k(k 不 在 第 一 Brillouin 区 边界 上 ) 所 定义 的 小 群 GP 
和 简单 空间 群 的 所 有 小 群 G; (包括 第 一 Brillouin 区 边界 上 的 波 矢 天 所 定义 的 小 群 GE), 
允许 小 表示 十 分 简单 , 存在 如 下 定理 . 
定理 6.4.4 由 第 一 Brillouin KARRAR k 所 定义 的 小 群 GP (不 在 第 一 Brillouin 
区 边界 上 ) 和 简单 空间 群 的 所 有 小 群 6 的 允许 小 表示 的 表示 和 矩阵 为 
GEO (Jalti }) =e # tP (a) (6.4.21) 
其 中 P 为 小 点 群 Co 的 不 可 约 表示 . 
证 明 首先 证 明 (6. 4. 21) 式 给 出 的 矩阵 是 第 一 Brillouin 区 内 部 波 和 拓 k 所 定义 的 小 群 
Gk 的 允许 小 表示 . ° 
小 群 G4 的 一 般 元 素 为 {aslt}， {elR,| =|ala R, +t] ， 因 而 (6.4.21) 式 给 出 了 小 
群 元 素 { ai1aiR。 +t| 与 表示 矩阵 的 一 种 映射 关系 . 取 gi = lele R +t}, g. = aloR。 
+6}, 它们 之 积 为 
gig = {al aR, + t) ° CA QaRa +t| 
=la; -al a; oR, + ot + oR, + t,| (6.4.22) 
把 (6.4.22) 代 人 (6.4.21) 式 , 得 到 
C” (g; ` g) =expl- ik + (wR, +t,)] ° exp| — ik ° (Rn +) | GP (a, * œ) 
l (6. 4.23) 
因为 GEMAR GC) 的 不 可 约 表 示 , 因而 
GP (a; °. æ) =GP (a) ” GP (a) 
而 
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exp{ -ik "oi(oR, +t) } = exp] -ia 天。 (wR, + 去) 
由 于 a; seC(K) ， 因而 Qi eG(k), 因此 
oar k=k+k, 
于 是 (6. 4. 23 ) 式 为 
Gi? (g, 8) SEAD . GO (g) ° GP”) (g;) 
=e nC ( g.) + GF”) (g,) (6.4. 24) 


对 于 第 一 Brillouin KARKR k, 
ak=k (K =0) 
因而 (6. 4.24) 式 为 . 
l G” (g; ° g) =G” (g) °. Gr” (g;) (6.4.25) 
这 表明 (6. 4. 21) 式 定义 的 小 群 元 素 z, 与 矩阵 的 映射 关系 也 保证 了 元 素 积 之 间 的 映射 关 
系 , 因而 (6. 4. 21) 式 所 定义 的 映射 确实 给 出 了 小 群 的 一 种 表示 . 
当 取 g = {elR,| 时 , (6. 4. 21) 式 给 出 了 对 平移 子 群 的 分 导 表 示 ， 即 
Îl LP) (del R,}) =C” (del R1) = e*'*.GP (e) 
fom > (6.4.26) 
了 为 小 点 群 CG(%) 不 可 约 表示 C BJ ATR AERE E 6. 3. 1 证 明了 
(6.4.21) 式 给 出 的 小 群 Gt 的 表示 是 允许 小 表示 . 
其 次 , 对 于 简单 空间 群 , 它 的 元 素 为 {a1R,}, 不 存在 非 基 本 平移 , 6 =0, 因而 即使 
对 于 第 一 Brillouin KWF ERER k, 由 于 二 =0，(6. 4. 24) 式 中 的 相 因子 仍然 为 1, B 
而 对 于 简单 空间 群 (6. 4. 21) 式 给 出 的 表示 对 所 有 波 矢 天 均 为 允许 小 表示 .定理 得 证 . 
小 点 群 C 是 32 个 晶体 学 点 群 之 一 , 它们 的 不 可 约 表示 Cf” 在 第 三 章 中 已 进行 了 讨 
论 , 因而 6 是 完全 知道 的 . 
6.4.4 第 一 Brillouin 区 边界 上 的 大 所 对 应 的 小 群 Gx 的 允许 小 表示 


对 于 第 一 Brillouin 区 边界 上 的 天 ,小 点 群 C(K) 中 的 点 变换 ai e G(k) ,作用 于 天 则 为 
ak=k+k,, q“ e G(k) | 
因而 (6. 4. 21 ) 式 不 等 于 (6. 4. 24) 式 ， 从 而 说 明 (6. 4. 21 ) 式 并 不 是 小 群 Gt 的 表示 ， 因 而 ， 
对 这 种 小 群 需要 另行 寻求 它 的 允许 小 表示 . 
为 了 解决 这 一 问题 需要 引入 有 限 群 的 投影 表示 . 
1. 投影 表示 
在 群 表示 理论 中 , n 维 表示 空间 的 基 矢 为 {yy ， pas s, s 由 ,| BE C 的 元 素 g 所 对 
应 的 算 子 为 P(g) ,表示 矩阵 为 C(g) , WI 
P(e)y, = ZC) 


群 算 子 P(g) 与 表示 矩阵 le) AA, BD 
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Plg)—C(g), P(g:g')—D(g) Dle’) 
可 以 把 这 种 表示 加 以 推广 , 而 得 到 投影 表示 ， 如 果 令 群 算 子 P(g) 对 基 矢 y; 的 作用 

的 变化 规律 为 

P(g) p; = elg) SDile)y, (6. 4.27) 
它 与 通常 表示 之 不 同 在 于 算 子 P(g) 作 用 于 基 矢 y, 除 按 表示 和 抢 阵 D (e) 变换 外 , 还 增加 
一 个 由 群 元 素 g 决定 的 相 因 子 elg), 

2(g) =e* 或 elg) = (6.4.28) 
此 时 对 元 素 5 g BRATR gO 则 为 

Ê(g 8) 办 =e(gE ° g') > D. (z “BO 


=e(g* g') > [ È, Da (e) . Di(g') ly; 


elgg pa 
elg) .. g') > [ > Da (e) D,,(g )]; (6. 4. 29) 
令 
D(g) ==(g)D(e) ` (6.4.30) 
车 方 (g) 满 足 关 系 
Dle) + Dlg') -£E ` g) Dle - 2) (6.4.31) 


elg)elg') 
则 (6. 4. 27) 和 (6. 4. 29) 式 分 别 变 为 
PE) 轴 = Y Dile: g"); 
| 7 (6. 4. 32) 
Plg- gy = E Dle eh 
因而 D(g) 构 成 群 G 的 表示 , 称 这 种 表示 为 投影 表示 . 令 


e(g ° g') , 
el(g) (a) TEE] 
或 
el(gi1°8) _ eli,)) =U, j] 
elgi)elg) el(i)e(j) `? 
称 为 投影 表示 的 相 因子 , 对 于 n(G) 阶 的 群 6G, 投影 表示 包括 (O 个 相 因 子 , 全 部 相 因 
子 的 总 体 称 为 相 因子 组 . 为 了 保证 确实 构成 群 的 表示 ,要求 n(G)’ 个 相 因子 之 间 满 足 条 


. 件 


[g,, g] lz: ° £; z] =[z;, 8; ° ellz, g] (6. 4. 33) 
可 以 证 明 关 系 式 (6. 4. 33) 是 构成 投影 表示 的 充 要 条 件 . 
HAF els) 是 可 以 不 同 选择 的 , 称 这 种 不 同 选择 为 投影 表示 的 规范 变换 ， 比 如 
&(gi) 是 群 G 的 一 个 投影 表示 , 则 


D'(g;) =B(g.) Dg.) 
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是 另 一 种 投影 表示 , 称 访 ' 与 六 是 规范 等 价 的 投影 表示 . 规范 等 价 的 投影 表示 的 相 因子 组 
之 间 存 在 变换 

[g;, g] =B(gi)B(g)B(g: * 8;) le g] (6. 4. 34) 
les 8] 与 [gg] 分 别 为 投影 表示 办 和 访 的 相 因子 ， 因 而 可 以 通过 规范 变换 使 投影 表 
示 单位 元 素 。 的 相 因子 为 1, 即 | 


[e, e] = FOROR (6.4.35) 
称 这 种 投影 表示 为 标准 化 的 投影 表示 ， 此 时 投影 表示 对 单位 元 的 投影 甜 阵 为 单位 矩阵 ， 
即 


Ď(e) =I 
通过 规范 变换 也 可 选择 相 因 于 组 所 构成 的 (6) 阶 的 短 阵 [ z,, z.) 为 音 神 矩阵 ， 即 
detl[z;, g;]1=1 (6. 4.36) 


称 相 因子 组 满足 条 件 (6. 4.34) 和 (6. 4. 35) 式 的 投影 表示 为 标准 规 一 一 化 投影 表示 , 一般 
都 讨论 这 种 形式 的 投影 表示 . 


对 于 投影 表示 也 可 定义 等 价 表示 ， m Ó M D'ER G 的 两 个 投影 表示 ， 如 果 存 在 非 
AERE S 使 
S- Dlg) -S° =De), geC 
则 方 与 芒 为 等 价 投影 表示 . 同样 可 定义 可 约 表示 与 不 可 约 表示 . 车 对 于 群 G 的 投影 
表示 Dle) EIRE S 使 


D, 0 
S- Dlg) Š 1 = (8) ' ， geG 
0 D,(g) 


则 方 是 可 约 表 示 ， 否则 则 为 不 可 约 表示 
投影 表示 也 存在 如 下 的 广义 正 交 定理 
定理 6.4.4( 投 影 表 示 的 广义 正 交 定 理 ) DO 5 DOER G 的 两 个 不 可 约 投影 表 
示 , 则 
. EDO (a) D e)ulg ETI = Ee, ela, Buds (6.4.37) 
对 标准 归 一 化 的 投影 表示 [e, e] =1. 
这 个 定理 的 证 明 与 一 般 表示 理论 正 交 定 理 的 证 明 方法 相似 , 证 明 时 只 须 考虑 到 相 因 
子 的 性 质 即 可 ,这 里 就 不 讨论 了 . 
同样 可 定义 投影 表示 的 特征 标 为 


| X(e) =TrD(g) (6.4.38) 
并 存在 特征 标的 正 交 定 理 , 它 为 


X? (eg) XX (g) = TOD » (6.4.39) 
这 与 一般 表示 特征 正 交 定理 在 形式 上 是 一 样 的 但 是 要 注意 ,由 于 相 因 子 的 关系 , 对 于 
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投影 表示 同一 类 的 元 素 z 与 g;* g ° g;” 的 特征 标 是 不 相同 的 , 因为 . 
x(g) =TrD(g) =e(g)TrD(e) 
而 
x(g.'g a) =Trh(g gs g.) 
=e(g, .88 T(g,- g g) 
一 般 情况 下 e(g) 关 e(&8 ` g 8 )， 因 而 不 等 价 不 可 约 投影 表示 的 数目 并 不 等 于 类 的 数 
H, 但 是 由 广义 正 交 定理 (6. 4. 36) 式 可 得 到 
> n) = n(G) (6.4.40) 
即 不 等 价 不 可 约 投影 表示 维 数 n( p) 的 平方 和 等 于 群 的 阶 数 . 
当 投 影 表示 的 全 部 相 因 子 [g;, gj;] 均 为 1 时 , 投影 表示 就 变 为 一 般 的 表示 、 有 的 书 为 
了 与 投影 表示 相 区 别 而 称 一 般 表示 为 向 量 表示 . 关于 投影 表示 的 进一步 讨论 可 参阅 Al- 
mann S L 的 专著 “Induced Representation in Crystals and Molecules” Academic Press 
(1977). 
2， 用 投影 表示 确定 Brillouin 区 边界 上 无 所 定义 的 小 群 的 表示 
为 了 解决 Brillouin 区 边界 上 上 所 对 应 的 小 群 G4 的 允许 小 表示 问题 , 引入 投影 表示 . 
下 面 证 明 对 于 小 群 Gt 的 允许 小 表示 Cx” 与 小 商 群 C/T 的 投影 表示 间 的 关系 . 
定理 6.4.5 FGO EME G 的 允许 小 表示 , MER 
G” ( [olt,} ` To) =explik ` t” ( lalt} )} (6. 4.41) 
是 小 商 群 G; ZT, 的 不 可 约 投影 表示 . 
证 明 小 商 群 G2/T6, 的 元 素 是 平移 子 群 76, 的 陪 集 , 即 
、 {ialt} Tos lalt} > To, ,}, Qi EG(E) 
每 个 陪 集 
fælt} . Tç, 
E NNN, 个 空间 群 C 的 元 素 和 alt| |elR,} , 陪 集 可 以 选取 不 同 的 代表 元 素 , 从 而 用 
不 同形 式 表述 . 因而 证 明 这 个 定理 首先 须 证 明 (6. 4. 41) 式 所 描述 的 矩阵 与 同一 陪 集 的 代 
RNA lalth) 的 选取 无 关 ， 如 果 陪 集 
lalt} ° T. = lot] To 
则 代表 元 素 
{olt} e falt} + T; 
一 定 可 写 为 
lalt} = {alt} lela; t-t} 
于 是 根据 (6. 4. 41) 式 矩阵 . 
Ge (dal $| Te) =e" (1al $]) 
=e Gy) ( fa; | A efel æt -t}) 
= es (rO) ( la; | A )ė ĉr” ( fel a't, 一 t} ) 
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Gr ( lala; t -¢}) =e ik: (e; j-i) 


G) (Tal £] @ Tç) se eTo C) (a, | ht) 
=exeete( {ol t|) 
=G” (lal t} + Tç) (6.4.42) 
从 而 说 明 (6. 4. 41) 式 给 出 的 矩阵 G” ( as16@7e) 与 小 商 群 元 素 ( 陪 集 ) 一 一 对 应 , 与 
陪 集 的 代表 元 素 选 取 无 关 . 


进而 须 证 明 CG (dalh) Te) 是 投影 表示 . 为 此 须 寻 求 它们 的 相 因 子 . 
按 空 间 群 元 素 的 乘法 规则 , 存在 


lalh} < falt} = fælt} {elat} (6. 4.43) 
其 中 
w =e, Q, r=at th -t 
因而 小 商 群 元 素 ( 陪 集 ) 的 乘积 为 


[fast Te] [lot : Te] =[ {alt} + T.J (6. 4. 44) 
由 此 可 得 到 小 群 C? 的 允许 小 表示 之 积 为 
CAET AE ADEE AA ETA RAD, 
= (oa) {ol st}) 
=Ê (Cal PÊ Gel arl) 
setea GRA Jale) — 
=e ™ ĜO (fal t}) 
Bg ete et, 因此 (6.4.31) 式 为 
GP (Tel t} Te)’ Cr” (do; 6] + To) 
=e GO (dal AÊ (ol t|) 
set D EO ( [e 1 11) 
serto CO (Jal t} » To) 
cero PO) Jal t} + T.) | (6. 4.45) 
如 此 就 得 到 了 相 因 子 | 
[lal £] Teda l $] + Tç] = eee) = es _ (6.4.46) 
k- (at, - t) = (e; k-k) ° “6 
其 中 大。 为 一 倒 易 点 阵 的 格 点 . 


容易 看 到 (6. 4. 46) 式 给 出 的 相 因子 满足 投影 表示 的 充 要 条 件 (6. 4.33) 式 , 从 而 证 
明了 (6.4.41) 式 为 小 商 群 C(k) /Te 的 投影 表示 . 


k,, 
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小 商 群 GET, 的 单位 元 素 为 {e101， T; , 因而 单位 元 的 相 因 子 为 
f [ {el0} - Tç, {el0} - T;¿]=1 
PURITATE RIEP, B 
GEO (|el0] - T.) = ({el0} < T.) =Í 
ATSE RETE EBER 
上 述 定理 说 明了 由 小 群 的 允许 不 可 约 表示 CO 构造 小 商 群 的 投影 表示 CO (a;l 
t| ` T6) 的 方法 . 另 一 方面 , 如 果 有 了 小 商 群 的 不 可 约 投影 表示 , 则 可 由 它 构造 小 群 的 
人 允许 表示 , 关于 这 一 问题 存在 如 下 定理 
定理 6.4.7 WEGO (dalt) e Te) ENAR Gi/T6, 的 投影 表示 , 而 且 相 因 组 满 
足 (6.4.46) 式 , 则 
| ĉr” ( fei ) =e i GPO) ( CALA ° Te) (6. 4. 47) 
为 小 群 C? 的 表示 ; 若 小 商 群 6?/T6 的 投影 表示 C1 是 不 可 约 表示 , 则 (6. 4. 47 ) 式 所 给 
出 的 小 群 的 表示 也 是 不 可 约 的 , 而 且 也 是 小 群 GP 的 允许 小 表示 .由 全 部 不 可 约 投影 表 
示 通 过 (6. 4. 47) 式 可 得 到 全 部 允许 小 表示 . 
证 明 下面 分 三 个 方面 证 明 这 一 定理 
(1) (6.4.47) 式 是 小 群 的 表示 和 不 可 约 表示 . 由 于 ČO EAR Gr T, 的 投影 表 
m, 并 且 相 因子 满足 (6. 4. 26) 式 , AMANET olh) .Te 和 lai16} T; 的 投影 表 
示 和 矩阵 之 积 , 满足 (6. 4.45) 式 , 于 是 可 得 到 由 (6. 4.47) 式 定义 的 小 群 的 两 个 元 素 |a;16} 
和 {als| ERE CO” (alt DA CO alt) ) 之 积 满足 
GO ot) GO ot) =Ê (lalt) to 
从 而 证 明了 (6.4. 47) 式 给 出 了 小 群 的 表示 . (6. 4. 47) 式 给 出 的 小 群 的 表示 和 矩阵 GPO 与 
小 商 群 的 投影 表示 矩阵 ČO 只 差 一 个 相 因 子 ， 因 而 , 如果 投影 表示 是 不 可 约 表示 , M 
C2 中 也 是 不 可 约 表示 . 
(2) Gx” 是 允许 小 表示 .由 于 相 因 子 满足 (6. 4. 46) 式 , 这 种 投影 表示 是 标准 化 投影 
ER, 因而 单位 元 T. 的 投影 表示 抢 阵 具有 形式 
Gi” (delt OTe) =r” (Te) =Í 
因而 (6. 4. 47) 式 给 出 的 小 群 的 表示 为 
ĜO (felt) =e er ( {Tol t} + To) 
= ee (Tç) 
=e kj 
由 定理 6. 3. 1 关于 允许 小 表示 的 充 要 条 件 可 看 到 ĜO ( lo lt] ) 是 允许 小 表示 . 
(3) 关于 这 种 允许 小 表示 的 完备 性 ， 由 投影 表示 的 广义 正 交 定理 6. 4. 4 得 到 的 不 可 
约 投影 表示 的 维 数 之 和 的 (6. 4. 40) 式 可 得 到 小 商 群 不 可 约 投 影 表示 的 维 数 n( Co ) 的 平 
方 和 等 于 小 商 群 的 阶 数 n( C7)/n(7T6), 小 商 群 的 阶 数 等 于 小 点 群 G( k) 的 阶 数 ， 即 
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n(GÈ/Te) = n(C(k)) ' 
因而 得 到 
EnG”)? = n( G/Te) = n( Gt)/n( Te) 


由 定理 6. 3. 2 可 看 到 这 正 是 全 部 允许 小 表示 维 数 平方 和 所 满足 的 公式 , 因而 证 明了 由 小 
商 群 的 全 部 不 可 约 投影 表示 构造 的 允许 小 表示 是 完备 的 ， 即 得 到 了 所 有 可 能 的 允许 小 表 
对 于 不 存在 非 基 本 平移 的 简单 空间 群 ,小 商 群 的 元 素 ， 即 平移 群 的 陪 集 为 { a10} - 

Te, 此 时 投影 表示 的 全 部 相 因 子 为 1 投影 表示 就 是 一 般 的 表示 . 对 于 非 简单 空间 群 , 第 
一 Brillouin 区 内 部 的 波 矢 向 量 天 所 对 应 的 小 群 Gt, 由 于 ak =k, 因而 相 因 子 (6. 4.45) 式 
中 外, =0, 于 是 相 因 子 也 为 1, 于 是 小 商 群 的 投影 表示 也 变 为 一 般 表示 . 这 样本 节 的 内 容 
就 变 成 了 (6.4.3) 节 所 讨论 的 内 容 , 也 就 是 说 定理 6. 4. 7 变 成 了 定理 6.4.4, (6.4. 47) 式 
变 成 了 (6. 4. 21) 式 . 因而 本 节 实 际 上 仅 对 非 简单 空间 群 Brillevin 区 边界 上 的 所 对 应 的 
小 群 才 是 有 实际 价值 的 . 


6.4.5 构造 空间 群 不 可 约 表示 的 基本 方法 


根据 定理 6.4. 1 可 由 空间 群 G” 的 小 子 群 G4 的 允许 小 表示 GO ASES ER C 的 
不 可 约 表示 GPE» ， 从 定理 6. 4. 2 得 到 由 全 部 允许 小 表示 可 诱导 出 空间 群 的 所 有 的 不 可 
约 表示 .因而 构造 空间 群 不 可 约 表示 的 问题 归结 为 寻求 以 各 种 波 和 撩 向 量 上 标记 的 小 群 
Gx 的 所 有 允许 小 表示 GO , 然后 再 构造 出 基础 表示 O, 从 而 就 可 由 (6. 4. 9) 式 得 出 空间 
群 的 不 可 约 表示 CCO”, 空间 群 不 可 约 表示 由 诱导 出 它 的 小 群 6? 的 允许 小 表示 的 不 可 
约 标记 (z) 和 小 群 的 波 矢 天 所 属 的 天 星 {“ 上 来 标记 , 这 种 不 可 约 表示 的 基 矢 为 1£* | h 
ERR k PERIE Bloch 函数 构成 . 

因而 找到 小 群 6* 的 全 部 允许 小 表示 对 于 构造 空间 群 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 具有 
十 分 重要 的 作用 . 解决 这 一 问题 实际 上 是 寻找 小 商 群 GL ZT, 的 全 部 不 可 约 投影 表示 
Gi” (dælt) Tc) ,然后 通过 (6.4. 47) 式 构造 允许 小 表示 . 由 于 小 商 群 的 维 数 很 低 , € 
的 不 可 约 投影 表示 是 容易 得 到 的 . 在 kovalev, O. V 所 著 ” Irreducible Representations of the 
Space Groups" 一 书 中 给 出 了 230 个 空间 群 的 一 些 对 称 点 的 波 矢 k 的 小 商 群 G/T 的 全 部 
投影 表示 . 

前 面 已 指出 , 对 于 简单 空间 群 和 非 简单 空间 群 Brilouin 区 内 部 的 波 矢 , 投影 表示 
转化 为 一 般 表示 ， 因 而 只 有 对 于 非 简 单 空间 群 Brillouin 区 边界 上 的 波 矢 及 其 星 所 确定 的 
不 可 约 表示 时 才 真 正 需 要 投影 表示 . 

对 一 定 空间 群 G”, 为 了 得 到 一 定 波 矢 上 的 不 可 约 表示 , 需要 找到 小 点 群 G( k) 和 点 
操作 集合 S(k), 从 S(K) 得 到 . 

k` = įk, ak, wk, =, Qn) kl} ， Q; e S(k) 
因而 可 把 第 一 Brillouin 区 的 波 矢 大 分 为 二 类 ; 
(1) 小 点 群 EC(K) 为 6 的 平庸 子 群 C, = fe} 的 k 这 种 大 称 为 Brillouin 区 中 的 一 般 
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点 , 它们 对 点 群 G 没有 对 称 性 , Bg 
akžk+k„,, ai EC，ai 天 6 
对 于 一 般 点 的 大 它 的 星 包 括 n( G) k, BD 
Ik] = {ak =k,, x, G| 
一 般 天 点 的 小 群 C: 为 平庸 子 群 Tc. 
(2) 具有 一 定 对 称 性 的 这 类 上 包括 第 一 Brillouin 区 中 的 对 称 点 , 对 称 线 和 对 称 
Wi. 在 图 6. 1. 1 中 给 出 了 简单 立方 Brillouin 区 中 的 对 称 点 P. R, X, M, A 和 对 称 线 对 称 
EZ, A, S, Z, 了 的 点 k, 它们 的 小 点 群 为 G 的 子 群 ,有 一 定 阶 的 星 . 
FAKER k, 由 相应 的 星 1k" | 标记 的 空间 群 的 不 可 约 表示 , 可 按 前 面 讨论 的 方 
法 由 具体 的 小 群 G4 的 诱导 表示 和 基础 表示 进行 构造 . 
第 一 种 没有 点 群 对 称 性 的 一 般 点 的 波 和 撩 k, 不 可 约 表 示 变 得 比较 简单 了 .在 这 种 情 
况 下 , 小 群 G; = Te ， 因 而 允许 小 表示 为 
a, ( felR,}) =e K, 
不 可 约 表示 的 基 函 数 为 Bloch 函数 . 
Pr) =e U(r), U(r) =U(r+R,) 
相应 的 基础 表示 为 正则 表示 , 维 数 为 n(G). 根据 (1. 12.3) 式 , 正则 表示 的 表示 和 矩 
阵 为 
L 1, 当 {alt} fælt} = fa 
Ealt Desfa 其 它 


利用 这 些 方法 就 可 求 出 空间 群 的 全 部 不 可 约 表示 了 . 
6.5 空间 群 不 可 约 表示 举例 


为 具体 了 解 空 间 群 的 不 可 约 表示 , 在 本 节 中 , 讨论 几 种 空间 群 的 不 可 约 表 示 . 
6.5.1 空间 群 0; 三 种 波 矢 的 不 可 约 表示 


(6. 4. 48 ) 


空间 群 O° 国际 符号 为 ( F432) , 它 的 Bravias 点 阵 为 面 心 型 , 倒 易 点 阵 为 体 心 立方 . 
图 6.1.2 给 出 了 波 矢 空间 第 一 Brillouin 区 的 图 形 , 为 一 截 角 八 面体 (或 称 14 面体 )， 以 并 
AH Brillouin KRR, 坐标 为 (0, 0, 0) ,半点 代表 倒 易 空间 正四 边 形 的 面 心 ， 坐标 为 


(Z, 7, 0). 下 面 给 出 它 的 星 所 标记 的 空间 群 O° 的 不 可 约 表示 和 一 般 的 不 可 约 表示 . 


O 为 简单 空间 群 ，0; 为 它 的 平移 子 群 ，0” 按 平移 子 群 的 陪 集 分 解 为 
O° = 1 @ la, l 017; (6.5.1) 


w;e 0 


点 子 群 为 0 群 . 
XER k= (0,0,0) P X, 小 商 群 同 构 于 点 子 群 , 即 
O T, = 0 
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因而 小 商 群 0"/7To 有 24 个 元 素 , 即 f 
{al0} To a; 0 
相应 的 小 点 群 为 O R, 0 群 的 全 部 元 素 作用 于 (0, 0, 0) 均 使 它 不 变 , 即 
ak(0, 0, 0) =k(0,0, 0), e 0 
因而 
= 气 (0,0,0) = {k(0, 0, 0)} 


即 k(0, 0, 0) “只 有 一 个 k(0, 0, 0). 


X WPC. E, o(a =2E(I,1, 1), b 0, 1,1), bi =G, 1, DA 
ER), MARN De D, 群 包括 8 个 元 素 ,它们 使 
ak(+, Ł,0)= =k( 方 ， >, 0) +k., ai ED 


0 群 除 子 群 D, 外 的 其 它 元 素 G, G3 个 C, 轴 , 总 共 为 8 个 元 素 ) 构成 集合 


SE D O) EEG 2, 0) 变 为 
Gk(È, 2 L o) =k(— ob), 
2 1 1 
Gk, +, 0) =k(0,> >) 
因而 
k iot fG a O Go 2), kO, >, 2] 


下 面 分 别 讨论 空间 群 O° 的 不 可 约 表 示 OE s: O°), 

1. 空间 群 0 的 不 可 约 表 示 OOY 

波 和 拓 k = (0, 0,0) =0, 它 的 小 点 群 为 0 群 ， 因而 相应 的 小 群 0" = 0;. 显然 , 这 个 小 
群 的 基础 表示 为 1， 因而 由 小 群 0 诱导 出 的 不 可 约 表示 即 为 小 群 的 允许 小 表示 本 身 . 而 
由 (6. 4. 21) 式 得 到 允许 小 表示 就 是 点 群 0 群 的 不 可 约 表示 . 这 样 就 得 到 空间 群 0 对 天 
=0 的 不 可 约 表示 为 

O) (|a IR,1) =ÓT(a,) (6.5.2) 

O07 为 0 群 不 可 约 表示 本 对 于 ORT =A, A, E, T,, T,. 而 不 可 约 表示 0 -VQ 
0 ,因而 只 须 求 出 表示 和 矩阵 0% ,0 人 ,0 中， 0 ”就 解决 了 0 和 群 的 不 可 约 表示 
ÔO” ) 的 问题 

(6. 5.2) 式 给 出 的 空间 群 0 的 上 =0 的 不 可 约 表示 , 对 所 有 空间 群 k=0 的 不 可 约 表 
示 具有 普遍 性 . 任何 空间 群 6” 当 =0 时 ,Go = 6 , 因而 小 商 群 

Go/To, ~G 

由 它 诱导 出 的 空间 群 G” 的 不 可 约 表示 CO) 均 为 
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CO) ( {olR,}) =ê" Ca) 
Gr 为 点 群 G 的 不 可 约 表示 T 的 表示 矩阵 . 
2. 空间 群 0; 的 不 可 约 表 示 CY 


对 于 点 的 k=( 动 , 二 ,0)， 相 应 小 群 为 


04,4,0( {alR,.}), aED, 
小 点 群 D, 有 5 个 不 可 约 表示 I =A, A4, Bi, B,, E 由 (6.4.20) 式 允许 小 表示 为 
ÕE 4,0,( {a,iR.,|) =e D(a) ， k= > >. 0) (6.5.3) 
D” Ca) H D, 群 的 不 可 约 表示 POT =A,, A, Bi, B,, E). 为 了 构造 诱导 表示 , 首先 需要 
构造 基础 表示 . 


空间 群 O° 按 小 群 0(3,4,0) 的 陪 集 分 解 为 
O’ = 0.1, @1C,10] - 0. r IIO, + OQ. 4,0 


ATAO, to 1010) -Ou r.o, [C310] - OG. 1o ] 为 基 矢 的 基础 表示 Ó E = 
表示 . 


由 (6. 4.7) 式 得 到 基础 表示 的 表示 和 矩阵 ÔA 
Ô” ( flal R,| ) 
= 0 ( {al 0}); 


-{ 当 ) = l, {al 0] {ol 0] = {ol0}.: a, 1 0] 
0, 其 它 
ERY œ eD, 

为 了 具体 计算 出 基础 表示 , 下 面 给 出 O 群 的 24 个 元 素 : 


6 =e, G, = Ci (T), as = Cao (T), G, = Co (T) 


4 2 2 2 

as =C ($), =C (G) =C F), os=Cin( 符 ) 
2 4 4 4 

Qo =C , Go =Ci(3 ) > Qu =Cai(3 ) ， Qr =Cin(3) 

=C 4 =C (= = 3 =C 

Q13 = Tol 3 ), an = 001( ) ， as = Cor (C7) > aa = Cro (T) 
3 

ar =Cor (T), Og =Con(™) , i9 =Co(7 ) > Go =Cio (>) 


3 
an =Cia(T), oz = Coo (5) ， oz = Cio(T) ， Qy = Coo( 3) 


在 下 表 中 给 出 了 0 群 元 素 的 乘法 表 . 符号 ag (Y) 中 By 为 旋转 轴 的 坐标 , y 为 转角 . 
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回回 回回 回回 四 四国 四 国 国 加 四 加 牟 加 四 区 
sors s| n o o u|s e ns sn | 
sss pelo [e fe w n isss e|x|e|2 |z] 
afe fsfs fefe. lels [sss ]2]7 s2722 
ela fs [s iene fis fis [i no e mn s mm a 
ofefiofu[a [4 ]2 [s [o f2 [s [i9 [21 [2s [22 f2 fis [16 ns 
noja fo fefe fsfi [e se 7 lel ls ls 
四 
四 
ú 
B 


PIPIDBDEDIIIEIDIPIEIEIEIEIPIDIEIEI 
EJDDDUEIEIEIEIEIEIE 


feefee retelele 
回回 四 加 四 可 四 加 


Bg 

B 

四 

BE 
elepofo [el e e p pea e ees 
四 a|n] 四 加 

B 

B 

四 

E 


[S] 

as 

= 
El 


回 
回回 加 下 加 加 加 

四 加 四 加 加 可 加 四 加 加 加 四 
加 四 加 加 四 四 加 

Je 


K3ESESESES 


回回 
EIEIDIEIEIDIDIEIEIEIDIEIEIII ping 
2|o| e r|e|i|s o| u|2ə2|2 2 s|; s| s|+ a en 
加 四 回回 En 
2 jlsle lw ninlsislns lel [s7 le ls 2 
jolielnlol sn leisnol le] stsl heh] 
EIEIEJEJEJIEEEIDIDIEIEIESEBESPIEIPSESESEEPSISIRE 
小 点 群 D, 的 元 素 为 o, =e, œ -Ca(m)， a = Coo (T), a, = Go (mT), os = 
Ciw(T), ou = Co (2) ，0Q15 = Ca (32) » O16 = Cho(T). 利用 这 些 符号 小 群 的 陪 集 为 
{Oh hos [os10] -Ot o» [oo10} Opo} 
PL Z, 2, 2, 分 别 代表 三 个 陪 集 , 它们 为 
Ort, 4,0) = Z, =D, 
O, Lo = 3 [lal 0] 0 la10 Ola 10} O la! 0} 
© fanl 0} @ {asl 0) @ {ast 01] - To, 
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lasl 0} @ Ou, to = X, =[la,1 0] @{al 0 {ol 0] @ lal 0] 
© lanl 0] @ lasl 0] © {asl 0] @ las! 0}] ° Tç 
lal 0} OQO, to = X, =[las 1 0] @ [a,01 0] @ lanl 0] @ fan! 0] 
© fanl 0} @ lasl 0} @ [ex 1 01] 7o 
利用 0 群 乘法 表 计算 出 | o:101@ 马 的 结果 , 由 这 些 表 就 可 求 出 基础 表示 的 表示 矩阵， 把 
Eas10} . 环 = 马 简 记 为 a a 下 表 中 列 出 计算 结果 . 其 中 第 1、 第 2 两 个 表 给 出 了 
a5, 的 结果 ， 比 如 w 马 = X, 等 等 , 第 一 行 w 下 的 马 表 示 ex, = X, 其 余 4 个 表 分 别 给 
出 了 aX, = X,, e, = X. 


H 二 
ENN EEE EE > 
由 这 些 结果 可 得 到 基础 表示 和 矩阵 为 
Ô” (ia 1 0}) = Ô”( {al 0}) 


=Ô0"( | o l 0} ) = Ou( {ol 01) = | 


O%( {as! 0}) = Oilacl0l) 
0 0 1 
Ô” (lal 0]) = Ô”( {os1 01) -| 0 o| 


Ô” (ial 0}) = Ô” (fanl 0}) 


0 
=Ó (lan | 01) = Ô” ( {os | 0}) = [ 
1 


Ó" ([asl 0}) = Ô” ( {aa l 0} ) 
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1 O O 
=Ô°( {ms10)) = Ó*( {os1 0]) = f 0 1 
1 


Ô” ( læn | 0}) = Ô” ( {os | 0}) 


Ô ( { an 10}) = Ô” ( { oe | 0}) 


0 1 0 
=Ó“ ( [as 1 0]) = Ô” ( [oo 10}) -| 0 
0 
=Ô0"( lanl 0]) = 0%( [as 1 0]) fo | 
| 


1 
有 了 基础 表示 , 就 可 由 (6. 4. 9) 式 得 到 由 允许 小 表示 ÔL, r o 
Az, B, 9 B,, 五 ) 诱 导出 的 空间 群 O° 的 不 可 约 表示 ， 即 
ÔO lal R. ] ) n 


=Ó"“(lel R,})y Oh tollal Odal RD a (6.5.4) 
REIRE 7 ONEX skh, 4,0) = | kh, L, 


=oək,] , 与 元 素 {alR,| 相应 对 的 {oy10} (telR |) 由 (6.4.6) 定 义 , 即 
lwl0(ClalR) = {a'l 0]. {al R,! - {al 0] 


ax10| ) ， (T= Á, 


0) , k, = =ask,, k, 


={(œ@) -a-l (œ) R} (6.5.5) 
其 中 
ala) = (aœ) ‘a'a e D,, 
i,j=1,2,3, œ = e, o = ay， a? = ao 
按 定义 


al =(e!) l. a. ol = , 


1 
G, =e * Gw * Gs = A'a 


a's = Oš * @ ° Gs 
l 

3 3、-1 

a =(C) -aoao = Gs ° € * Os 


在 下 面 列 出 了 oy( a) 的 对 应 表 . 
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ejeje | | m 
| | | [e]e|e|e| | | | ele | | LL l| 
jejej | L L LL I LI I L| | Í | 

在 上 表 中 只 列 出 了 基础 表示 非 零 和 矩阵 元 0y 20 中 出 现 的 ala), 只 有 这 些 oi (a) 
在 诱导 表示 中 出 现 . 
简单 空间 群 O° 的 小 群 0(4,4,0) 的 允许 小 表示 ,由 (6.4. 21) 式 给 出 为 
OF 10({alR,}) =e "D (a) (6.5.6) 
这 样 利用 上 面 ai(a) 表 和 (6. 5. 4) 式 就 可 得 到 空间 群 的 不 可 约 表示 了 . 把 (6. 5.5) 式 代入 
(6. 5.4) 式 , 得 到 


ÔO (fal Rd) pg = {ol RH)sOW, Fo (a) aol (a) R.l) Q 
=0%( {al R,}) e "ÀD Ëa) a 
=0”(Jæl R,]);e ™ D, Cala) s 
| (6.5.7) 
上 述 矩 阵 实际 上 是 超 撼 阵 ， 即 每 一 个 矩阵 元 立 为 一 个 (三 ) 阶 的 矩阵 和 ( 厂 ) 为 D, 群 
不 可 约 表示 本 的 阶 数 , 因而 (6. 5. 7) 式 也 可 写 为 
ÔA (|aelR,|) =Ó"%(loelR,|) e ™D (or(a)) (6.5.8) 
当 a =a ,om ，oas，a4 时 , son kEBE2J 
ÔO (fal R.]) 
e (a (a)) 


eaDi (a” (a) ) | 
em pr (on (0)) 


e ih Ra] 
OG Ja, IR,|) = em Ra] 
e -ip Rn7 


1H Ô (e) =I, 为 和 (六 ) 维 的 单位 矩阵 . 


具体 写 出 为 


| 
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ÔO {oIR,|) = eR DI (aœ) 


e TD; (œ) 
e EDI (a) ) 


ÔT C |a, |R.] ) = e`: aD? (œ) 


ei RDE (o) 
e TD, (œ) 
e ih RD Ca) 


ÔO (fal R,}) = e TD (aœ) 


e aD] (os) | 
其 它 元 { a lR) 的 表示 和 矩阵 也 可 类 似 地 写 出 ， 比 如 


—ik R 
eh 
-ikae 
e72 Ra] 
e Rap 


ÔO fas l R.|) = ee 


OTO [æ l R.) = 


e tD (œ) | 


e RI pr ( Q4 ) 


e -这 1 "Rag 
eza] 
e 


利用 这 种 方法 可 构造 出 各 种 对 称 性 k 的 不 可 约 表示 . 
3. 空间 群 0 的 一 般 上 点 的 不 可 约 表 示 Q?) 
对 于 一 般 上 ,不 可 约 表示 O 归结 为 寻求 小 商 群 B/T。 ~ 0 的 正则 表示 . 对 于 简单 
空间 群 0 , 正则 表示 矩阵 元 的 表示 式 (6.4. 48) 变 为 ， 
1, {al0} . {a10} ={œ;10} 


ÔO fa l R,}) = 


-ika Ra r 


Ola =f 其 (6.5.9) 
于 是 得 到 不 可 约 表示 
Ó ([elR,|) =Ó" (lel0]);; er Ce (6. 5. 10) 
其 中 由 (6. 5.9) 式 决定 , 即 I 
{or | Oi (fal R|) = {ot 017 [el R} [ol 0] 
={ar aol oar'R,| = {el a R,} 
于 是 
ÖH (Jal R,}) =Ót. (lal OJ); + e P ceria 
=Ó"(lel0]);- e 88, (6.5.11) 


Qk =k, 
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比如 对 群 元 素 |elR,1 ， 正 则 表示 的 矩阵 为 单位 矩阵 ， 即 
` Ô! ( JelR,}); =S; 
则 不 可 约 表示 为 24 阶 的 矩阵 . 


eT R, 
C lelR,]) = e ia" En 
e ik" R, 
对 于 Qi =Q, 由 Qi * G, = Cj 可 得 到 正则 表示 矩阵 Ó: ( la, 10} ) 的 矩阵 元 为 : 
Ô; = Špo Ô; = òh Ô; = òa Ô; = 8, 05 = 8, 
05 =ð; Ô; =ð; 05 =Š Ó; =Š, O04%,; = ð; o 
Ôh; = Š, 12 Ôh; = Š, 11 Ôh; = Š, 14 Ôi, ; = Š, 13 0 ， = Š, 16 
0O4 = Š, 15 Ót; = Š, 18 Ôh, = Š, 17 Do = Š, 20 Ôn, ; = Š, 19 
Ô, ， = Š, 2 Ôh, ; = Š, 21 Ó5,.; = Š, 4 0O2 ， = Š; 23 
在 上 述 各 个 矩阵 元 中 略 去 了 群 元 素 { a, | 及 。| . 
因而 得 到 元 素 | az IR, | 的 不 可 约 表示 矩阵 为 
O (|a, 1R.| ) 
0 ea 0 0 0 0 0 0 
e Bir Ra 0 0 0 0 
0 0 0 er- 为 0 0 0 0 
0 0 0 0 -xs O 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 e -ia Ra 
0 0 0 0 0 e ui ar 0 


6.5.2 空间 群 O; 的 不 可 约 表示 


空间 群 0; 国际 符号 为 (Fm3n), 第 五 章 中 已 指出 它 是 空间 群 O° 与 空间 反 演 1 = 
fe, il WER, BI 
É =0'@I=0'@|lil(0, 0,0) Q0 
反 演 群 只 有 两 个 一 维 的 不 可 约 表示 : 
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因而 由 第 一 章 讨论 的 直 积 群 的 表示 理论 给 给 出 可 由 O° 群 的 不 可 约 表示 得 到 0; 群 的 不 可 
约 表示 . 
如 果 ÔT (aR ) 是 空间 群 O° 的 不 可 约 表示 , 则 空间 群 0; 的 不 可 约 表示 为 
Ó) q O24" ， 它们 的 表示 矩阵 为 
ÔO {ol R.|) = ÔO (Jal R.]) 
ÔO ol Rl {il (0,0,0)]) = ÔO (1al R.]) 
ÔE (|a l R.]) = ÔO Ca LR,}) 
EO Lal RI) = 00% (del R} {fil (0, 0, 3)}) 
不 可 约 表示 T, 是 正 宇 称 的 表示 , T, 为 负 宇 称 的 表示 . 
6.5.3 空间 群 O° 与 0; 的 不 可 约 表示 
空间 群 O° 国际 符号 为 (P4,32)， PH SW 在 第 五 章 已 给 出 它 的 结构 为 
0 =T + fasl (E , > > LOT (6.5.13) 
T 是 简单 空间 群 , 国际 符号 为 (P23). IR 0, REER T, Ti, Tk, Ot, 01 都 有 相同 
的 Bravairs 点 阵 和 相同 的 平移 群 ,7 按 平移 群 To 的 陪 集 展 开 为 
= > @ la,1 01 Ta, 


(6.5. 12) 


因而 (6. 5. 13) 式 为 
= $, @le1 0} -Ta + F les | (>, > >! . fæ; | 0] T, (6.5. 14) 


而 了 和 群 的 点 操作 为 a, œ, e, an, 由 0 群 元 素 乘 法 表 可 得 到 wy oaa 234 is<12 时 ， 
k>13, Km 


[ea (> — >l am = lasa, > Dilah, =, >] 
于 是 上 面 O2 天 的 陆 集 展开 区 为 
= Y Otel oT, OE lal (FH, gl Ta (6.5.15) 


这 说 明 空 间 群 0? 是 一 非 简单 空间 群 , FER, 点 子 群 为 了 群 . 
非 简单 空间 群 只 有 第 一 Brilouin 区 边界 上 的 波 矢 k" 所 描述 的 不 可 约 表示 才 与 简单 
空间 群 有 所 不 同 , 因而 下 面 对 Brillouin 区 边界 上 的 对 点 所 标记 的 不 可 约 表 示 进 行 讨论 . 
空间 群 0 的 点 阵 具 有 简单 立方 型 , 因而 Brillouin 区 如 图 6. 1. 1 所 示 . 边界 上 的 


A, k =b = (0, 0, 十 ) ,容易 看 到 使 ok =k, +k, HRA lal 为 D, 群 ， 即 元 素 集 合 


la, G, Qy, Q4, os， Qi4, Qis s oie}. 相应 的 星 也 是 无” = K,, askı =Kk,, ok, =k}. 小 
商 群 02/T。 同 构 于 小 点 群 D,， 即 
O° T, ~D, 
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以 D, 群 描述 小 商 群 ， 即 
0°/To,( CALEL To) =D( lalt} ° To,) ， G;e D, 


— 1 1 1 
Qi =Q, A2, Os, Q4, 陪 集 代表 元 素 为 {ai16| = lal (> 7’ PRIE Qi = Qis O14 Qis» 


we 陪 集 代表 元 素 为 au161 =la (E, E, 21. 
空间 群 0? 对 了 点 标记 的 小 群 0 。 必 的 陪 集 展开 为 
O = 0. 5 @los10] + 00.6 5) Dlas 10} O010,0, 5 
因而 与 上 节 讨 论 的 0 群 具有 相同 的 基础 表示 结构 , 不 可 约 表示 0 也 由 (6. 5.4) 式 
描述 , El 
ÔT al t +R.) 
=Ó%(|elt+R,|) OG. (dala) I (a) (t+R,)}), (6.5.16) 
对 于 非 简 单 空间 群 Brillouin 区 边界 上 ,允许 小 表示 由 定理 6.4.6 给 出 , 对 于 O 为 
Ó a (lalt) ) =e {ali} + To,) (6.5.17) 
其 中 D; 为 小 商 群 D, 的 投影 表示 . 
根据 定理 6.4.5, WRD alh) 76,) 是 小 商 群 Oo, 1 ZT, -~ D, 的 不 可 约 表示 ， 


则 
DI (dælt) t To) =e" “Dr (dalt) + To,) (6. 5. 18) 
是 小 商 群 D, 的 投影 表示 . 由 于 非 基 本 平移 
0, i<12, i=1,2,3,4 
sla, > >, i>12, i=13, 14, 15, 16 
因而 


1 
e = [eta 十 Ja, + za,)} 
-人 j=1,2,3, 4 
i, j=13, 14,15,16 
这 表明 小 群 Oo, 0, DRRDRR Ô (lalt) To), 当 i=1, 2, 3, 4 时 , 即 为 投影 表 
示 的 表示 和 矩阵 , 而 对 i=13, 14, 15, 16 RA i 就 得 到 了 相应 的 投影 表示 的 表示 和 抢 阵 . 这 
样 就 可 由 (6. 5. 10) 得 到 了 空间 群 O° 的 不 可 约 表示 . 

与 上 节 相 比较 , O° 群 的 不 可 约 表示 1X" | 与 0 群 相应 的 不 可 约 表示 有 相同 的 矩阵 
结构 ,只 是 对 于 e, = as ，al4 ，aa5， ai 的 小 群 允 许 表 示 的 表示 矩阵 乘 以 i Aima HFE P 
的 结果 把 允许 小 表示 改造 为 投影 表示 就 得 到 O° 群 的 不 可 约 表示 . 

空间 群 O; 国际 符号 为 (Pm3n) ,是 一 直 积 群 ， 

0 =0°@ {os1(0, 0, 0): @0 
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因而 可 在 已 经 得 到 O 群 不 可 约 表示 基础 上 , 得 到 与 (6. 5. 11) 式 相似 的 0; 群 的 不 可 约 表 
示 . 


6.6 空间 群 表 示 理 论 对 晶体 能 带 理论 的 应 用 


晶体 的 理想 模型 或 者 称 为 理想 晶体 ,认为 构成 晶体 的 原子 严格 分 布 在 一 定 空间 点 阵 
的 格 点 上 , 因而 理想 晶体 具有 一 定 空间 群 的 对 称 性 ， 

比如 GaAs 晶体 是 一 种 重要 的 半导体 材料 , 它 的 理想 结构 是 Ga 原子 分 布 在 一 套 面 心 
点 阵 的 格 点 上 ，As 原子 分 布 在 男 一 套 面 心 点 阵 的 结 点 上 , 两 套 面 心 点 阵 具 有 相同 晶 格 常 


数 a. 两 套 点 阵 (或 称 晶 格 ) 套 至 在 一 起 ， 沿 立方 品格 对 角 线 移动 二 a， 就 成 了 GaAs 的 晶 


体 点 阵 ， 这 种 由 两 种 离子 构成 的 理想 晶体 具有 简单 空间 群 T; ( 43m) 的 对 称 性 . 
又 如 Ce 单 晶 也 是 一 种 重要 半导体 材料 ，Ce 原子 除 严格 分 布 在 面 心 立方 点 阵 格 点 R, 
之 外 , 在 点 阵 空间 的 非 格 点 


r=R,+t, t=, 1, 1) 
上 分 布 一 个 Ge 原子 , 因而 它 具 有 空间 群 0!( Fm3m) 的 对 称 性 ，01 是 非 简单 空间 群 , dE 
基本 平移 为 4= 攻 (1,，1,，1), 它 的 平移 群 陪 集 展开 为 


O, = Y @ lal 0] . T, @ Y @ lall t| ` To 


总 之 , 每 一 种 理想 晶体 都 具有 某 种 空间 群 的 空间 对 称 性 . 
晶体 中 的 电子 可 分 为 两 大 类 . 构成 晶体 的 原子 的 内 壳 层 电子 , 主要 是 受 原 子 核 的 作 
用 和 内 壳 层 电子 间 的 相互 作用 ,晶体 环 境 对 它们 的 作用 是 次 要 的 , 仅 是 一 种 微 扰 ， 因 而 ， 
内 壳 层 电子 还 是 定 域 在 原子 核 附 近 运 动 . 另 一 类 是 原子 外 壳 层 的 电子 , 由 于 晶体 环境 的 
作用 , 它们 在 整个 晶体 中 运动 , 变 为 晶体 的 公有 化 电子 .而 决定 晶体 物理 性 质 的 ( 主要 是 
电学 ， 磁 学 和 光学 性 质 ) 是 这 些 公有 化 电子 . 在 忽略 自 旋 作用 后 可 认为 公有 化 电子 受 晶 
体 环 境 的 平均 作用 , 用 势能 函数 Vr) 描述 晶体 中 电子 的 平均 势能 . 这 就 得 到 了 所 谓 单 电 
子 近似 .在 单 电子 近似 下 ,晶体 公有 化 电子 的 Schrodinger 方程 为 
HP =EY (6.6.1) 
晶体 哈密 顿 算 子 互 为 
H= -y+V() (6.6.2) 
由 于 晶体 的 空间 群 对 称 性 , 势能 函数 V(r) 具有 晶体 所 属 空间 群 的 对 称 性 , 从 而 哈密 顿 算 
子 鼠 也 有 空间 群 的 对 称 性 ， 即 . 
[Ê( lalt, +R,}), H] =0 


Hp Ê( falt + R,1 ) 是 空间 群 的 算 子 ，| ailt +R) 为 空间 群 的 元 素 ， 因 而 空间 群 不 可 约 
表示 理论 与 求解 单 电子 近似 下 晶体 中 公有 化 电子 的 Schrodinger 方程 有 十 分 密切 的 联系 . 
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由 于 晶体 电子 哈密 顿 (6. 6. 2) 式 具有 晶体 所 属 空间 群 6” 的 对 称 性 ， 因而 也 具有 空间 


# G” 的 平移 子 群 7。 的 对 称 性 , 在 单 电子 近似 下 的 晶体 公有 化 电子 的 Schrodinger 方程 的 
本 征 函 数 一 定 为 Bloch 函数 ， 即 


P(r). =e* U(r) (6.6.3) 
把 它 代入 方程 (6. 6.2) 得 到 波 函 数 中 的 U(r) 所 满足 的 方程 为 
[ -+r) ik V + 与 开 ] Dr) =E(k) U(r) (6.6.4) 


能 量 本 征 值 五 为 波 矢 大 的 函数 . 对 于 一 定 波 矢 天 求解 方程 (6. 6. 4) 可 得 到 一 系列 解 : 
E (k): W, = e™"U, (r) > 
E(k): WV, = e™TU, (r) , 


waeoeeoasoe...................... 


第 一 Brillouin 区 中 有 N= NiN,N 个 波 矢 下 ,因而 当天 在 六 个 波 矢 向 量 中 准 连续 变化 时 ， 
能 量 本 征 值 5,(k) 也 准 连续 变化 , 这 六 个 准 连续 变化 的 能 级 就 形成 了 一 个 能 带 ， 而 标记 
这 一 能 带 的 nn 是 另 一 个 必要 的 量子 数 . 

由 于 Schrodinger 方程 (6. 6. 1) 具 有 空间 群 G” 的 对 称 性 , 容易 得 到 能 量 本 征 值 已 (K) 
对 kX 具有 对 称 性 . 

(1) E(k) 具 有 对 称 性 : 

E,(k) =E,(k+k,) 
前 面 已 指出 , 对 于 一 定 上 的 小 点 群 C(K) , WR k 具有 性 质 
ek=Kk+k,, aiEC(K) 
,为 倒 易 点 阵 的 格 点 ， 由 于 空间 群 6 BAT Ê al) 5 H 38368, WR 和 于,(7) 是 本 征 
[EX E, (k) WEER, B 
HY,,(r) =E,(k) V(r) 

BJ ÊC alt) ww(r) 也 是 相同 本 征 值 E(k) 的 本 征 函 数 . 

如 果 us G(K), 由 (6.2.11) 式 得 到 

Ê( lalt} ) F. (r) = P aalr) = P akera (T) 

BP Ê( {a16} ) Pra (r) AU ar 天 = 天 + 大。 标记 的 另 一 个 Bloch 函数 ,这 个 Bloch 函数 对 应 
相同 的 能 量 本 征 值 , 即 E. (k) =E,(k+k,). 

(2) ÈR k WEIK] ={k, ak =k, 0, anok = kuo 中 (na(s)) 个 波 矢 所 标记 的 
Bloch 函数 天 ,5(r) 有 相同 的 能 量 ， 即 

E,(k) =E,(aœ;k), œe G(k) 
这 一 点 也 可 证 明 ， 上 面 已 指出 W, (r) ÊC alt) Y, ,(r) 8 TPƏEJ2AEAE48 E, (k) 的 本 
征 函数 , 另 一 方面 , 若 u e S(k), Bp 
Pilati) Pral) = W. (r), akk 
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k' 是 k* 中 的 一 个 波 矢 , 因而 已 (k) =E,(k'). 

由 于 Schrodinger 方程 (6. 6. 1) 还 具有 时 间 反 演 对 称 性 ， 即 时 间 反 演 包 55 H 2838. 而 

k w. k= LA k P, -k 
因而 Pn Pn, ERRE E(k) RIES, 于 是 得 到 E. O 的 第 三 种 对 称 性 ， 即 
E(k) =E,( 一天) 

由 上 面 讨论 可 看 到 , 空间 群 的 不 可 约 表示 的 基 矢 是 晶体 Schrodinger 方程 的 本 征 态 ， 
所 对 应 的 能 量 本 征 值 E,(k) 是 波 矢 向 量 的 准 连 续 函 数 ， 当 上 在 N= N,N,, N, 个 允许 值 
中 变化 时 , E,(k) 随 之 而 变化 , 于 是 就 由 准 连 续 变 化 的 能 级 构成 了 能 带 .不 同 的 量子 数 n 
标记 不 同 能 带 . 

空间 群 G” 的 一 个 不 可 约 表示 G6” 的 所 有 基 矢 具有 相同 的 本 征 值 E, (k) ,表示 的 
HR nC) na, n(s) 是 上 的 星 fk" | 中 外 的 数目 . n, 是 小 子 群 G2 的 陪 集 的 数目 ， 即 
n(G)/n(G(k)). 因而, 不 同上 的 能 级 E,(k) 的 退化 度 是 不 同 的 . 没有 任何 对 称 性 的 一 般 
k, n(G(k)) =1, n(s) =n(G). 因而 ,退化 度 为 1. 对 称 性 最 高 的 k=0 的 工 点 .退化 度 
为 (GC). 其 它 对 称 点 、 对 称 线 和 对 称 面 上 的 上 退化 度 由 它 的 n(s) 和 nn(C(K)) 决 定 . 考 
虑 到 电子 自 旋 , 上述 的 退化 度 增 一 信 . 


6.7 Shubnikov 群 表 示 理 论 概 要 一 一 共 表 示 简 介 


在 5.9 节 中 介绍 了 Shubnikov 点 群 G, 和 Shubnikov 空间 群 6?( 亦 称 磁 点 群 和 磁 空 间 
群 ) 
它 是 由 普通 点 群 或 空间 群 加 入 时 间 反 演算 子 K, 而 构成 .与 第 二 章 讨 论 的 第 二 类 点 
群 在 结构 相似 ,也 分 为 两 种 类 型 ， 即 
G, = G @ C 
C, =H@K, :gH - G, H =G -H (6.7.1) 
C 为 点 群 或 空间 群 , H E: G 的 指数 为 2 的 不 变 群 ,是 陪 集 求 和 . 
但 是 它们 的 不 可 约 表 示 却 不 能 像 第 三 章 对 第 二 类 点 群 那样 进行 处 更， 因为 时 间 反 演 
算 子 R, 不 是 本 算 子 ,而 是 反 西 算 子 . 
所 谓 反 酉 算 子 义 , 是 指 它 对 空间 了 中 的 矢量 下 和 了 的 线 组 合 (eg + BY) 的 作用 是 反 
线性 的 ， 即 , 


Å, (aX +BY) =a" AX +B" AY (6.7.2) 
而 它 对 内 积 的 作用 为 
(Kx, RY) = (X, Y) * =(Y, X) (6.7.3) 


这 两 点 均 与 西 算 子 不 同 , HAF P X 
BP(PX + PY) =aPX + BPY (线性 算 子 ) 
(ÊX, PY) =(X, Y) 
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n 阶 Shubnikov 群 G 实际 上 是 由 n/2 个 西元 素 U;, i=1,2, =, n/2 和 mx2 个 反 丁 元 
R Sp i=1, 2, 0, n/2 构成 的 群 , 而 且 
S; °S =U,, UU=U, S. U=S, U.S, =S, 
这 些 群 的 封闭 性 保证 了 : # S, S | U,, U; e G,, 则 U,, S,, S, eG,. 单位 元 e 为 西元 素 ， 
U, 的 道 Ur! RAT, S, 的 道 $7! 是 反 西 算 子 . 
假定 m 维 线性 空间 了 是 群 G, 的 不 变 空 间 ， 它 的 基 矢 为 |6， e ，…，en ,这 个 空间 
可 荷载 G, 的 表示 , ED 
= 2, MAU), Siea = Z Moa Si) ep (6.7.4) 
Mpa ( U,) 和 Mga (S,) 为 群 元 素 U, 和 S, 的 表示 矩阵 MCU) M MCS). 
对 西 型 元 素 U, 与 U, 之 积 U, U, 和 元 素 U, 与 S, 之 积 U, 5, 表示 矩阵 为 
| M(U, “ U;) = M(U.) “ M(U,) ` 


和 À A (6.7.5) 
M(U, +: S;) =M(U,) . M(S;) ` 
而 对 元 素 之 积 3 U, MS, 9 则 不 然 , 容易 得 到 它们 为 
M(S, ` U;) = M(S;) - M(U,) 
| a A N (6.7.6) 
M(S, © S) = M(S,) < M(S;) 


称 表示 和 矩阵 具有 (6. 7. 5) 和 (6. 7. 6) 的 性 质 的 包括 反 酉 变换 群 的 表示 为 共 表示 ( Corepre- 


sentation ). 
Shubnikov 群 的 表示 为 共 表 示 . 
共 表 示 理 论 是 对 第 一 章 讨论 的 一 般 群 的 表示 理论 的 推广 , 很 多 基本 性 质 与 第 一 章 所 
讨论 的 表示 再 从 都 有 所 不 同 ， 比 如 Schur 引 理 , 表示 的 广义 正 交 定 理 都 须 进行 推广 ， 本 
书 对 这 些 问 题 就 不 做 进一步 讨论 了 ,有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 关 文 献 ， 如 Bradley C J and 
Davios B L 的 论文 “Magnetre Groups and Their Corepresentations” Rev. Mod. Phys. 40, 359 
(1968). 
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为 了 建立 空间 群 的 不 可 约 表 示 , 引信 空间 群 G” 的 重要 的 子 群 
TEC 这 类 子 群 是 对 波 矢 向 量 大 定义 的 , 它 为 
G ={{alt}lak=k+k,} 
对 于 满足 条 件 ak =k +k, 的 点 变换 a RA, lalak =k +k, RAR G 的 子 群 C(K) ， 
称 为 小 点 群 . 点 群 G 按 它 的 子 群 小 点 群 进行 陪 集 分 解 , 得 到 
G = G(k) @ È Ck) 
其 中 a, 为 陪 集 wC(K) 的 代表 元 素 , 共有 n(s) =n(G)/n( G(k) ) f. 由 它们 得 到 的 无 为 
k, =a;k, i=1,2, =, n(s) 
集合 和 "| = {ak =k ,a2k =k, 0, anok = kuo RARR k 的 星 , WHI). 


小 子 群 (或 称 小 
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空间 群 Ç” i Gt 包括 平移 子 群 7 , 因而 
= > @lal#] + 7c， 为 非 基 本 平移 或 0 


lo 
根据 诱导 表示 理论 , 由 平移 子 群 T, 可 诱导 出 小 群 G4 的 表示 Ol 1 Te )， 这 个 表示 一 般 
是 可 约 表示 , 它 可 分 解 为 小 子 群 的 不 可 约 表示 的 直 和 ， 即 
ETa) = E Bac 


señan (17 分 角 中 出 现 的 小 于 有 的 不 可 的 表示 GE” SAMANA, Ah 
表示 在 空间 群 不 可 约 表示 中 也 是 一 个 十 分 重要 的 概念 

在 本 章 的 有 关 定理 中 已 证 明了 : | 

(1) 允许 小 表示 维 数 的 平方 和 等 于 小 点 群 C(k) 的 阶 数 或 商 群 G2/T6, 的 阶 数 

(2) 由 小 群 GC 的 允许 小 表示 CG" 诱导 出 的 空间 群 G” 的 表示 是 不 可 约 表示 ,这 个 不 
TARRI k WEIK AR, 记 为 No, 

(3) 不 同 允 许 小 表示 诱导 出 的 空间 群 C 的 不 可 约 表示 是 不 等 价 的 不 可 约 表示 . 

(4) 由 全 部 允许 小 表示 诱导 出 了 空间 群 C 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表示 ,它们 的 维 数 平 
方 和 等 于 空间 群 G” 的 阶 数 . 

因而 使 用 诱导 表示 方法 建立 空间 群 的 不 可 约 表 示 , 就 归结 于 寻求 全 部 允许 小 表示 . 
这 须 分 两 种 情况 进行 讨论 ， 对 于 Brillouin 区 内 部 的 波 矢 向 量 k 所 定义 的 小 群 G? 或 简单 空 
间 群 的 全 部 波 矢 上 的 允许 小 表示 就 是 小 点 群 G(k) 的 不 可 约 表示 .因而 对 简单 空间 群 和 
非 简单 空间 群 Brillouin 区 内 部 ,允许 小 表示 是 完全 知道 的 . 对 于 非 简单 空间 群 Brillouin 
区 边界 上 的 ,允许 小 表示 可 由 小 点 群 的 投影 表示 得 到 ,因而 空间 群 的 这 类 不 可 约 表示 
涉及 投影 表示 的 问题. 

允许 小 表示 GK” 表示 空间 为 4， EH n(v) 个 Bloch 函数 集合 | PP (r), i=1, 2, 
…, n(v) | 构成 , 因而 空间 群 不 可 约 表示 COVO 的 表示 空间 为 

AG FAP DAP BBA" 

因而 空间 群 不 可 约 表示 空间 的 基 矢 均 为 Bloch 函数 
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本 章 将 首先 讨论 置换 群 的 概念 以 及 置换 的 表示 和 置换 群 的 共 轿 类 , 进而 由 置换 的 循 
环 结构 引入 分 割 和 Young 图 的 重要 概念 , 然后 讨论 置换 群 的 表示 理论 . 由 于 置换 群 的 一 
些 表示 理论 的 重要 定理 ,如 Frobenius 定理 ， Yong-Yamanouchi 定理 等 ,证 明 十 分 复杂 , 本 
书 只 介绍 这 些 定理 , 而 不 给 出 证 明 . 在 这 些 定理 的 基础 上 , 讨论 了 置换 群 的 特征 标 、 标 
准 表示 和 非 标 准 Young 表示 , 并 简单 讨论 了 置换 群 表示 理论 对 Fermi 子 体系 的 应 用 . 


7.1 置换 群 


7.1.1 置换 群 


H 个 不 可 区 分 的 对 象 构 成 的 体系 , 由 于 这 些 对 象 相互 间 不 可 区 分 , 因而 对 这 个 
对 象 进行 任意 置换 , 体系 保持 不 变 . 它们 构成 保持 体系 不 变 的 一 个 群 , 称 为 置换 群 (per- 
matation groups), 一 般 记 为 S, l 

微观 粒子 ， 如 电子 、 质 子 、 中 子 等 具有 不 可 区 分 性 , 因而 n AH EANTA 
物理 体系 具有 n 个 对 象 的 置换 群 S, 的 对 称 性 . 

用 数字 1,2,3,…, n 代表 nn 个 对 象 , 如 果 把 1 变 为 六 ,2 ER i, e, n Ei, (h, 
i, ,是 1,2,3,…, nn 中 的 一 个 数字 , MEA, 它们 中 没有 相同 的 ), 称 为 一 个 置换 ， 


记 为 
l 2 3 … n 
P=[, Don a J (7.1.1) 
其 中 i, iz, b, tg ¿i 31, 2, 3, ..., n 的 某 一 种 排列 ， 而 1， 2, 3, ey n 的 所 有 可 能 排 
列 的 数目 为 nl, 因而 S, 群 的 阶 为 nt. 
一 个 具体 的 置换 , 它 所 表示 的 是 Li, 2—i,, e, ni, 而 (7.1.1) 式 中 上 一 行 1， 
2, 3,…, n 的 排列 顺序 是 任意 的 , 因而 


然后 再 进行 置换 


—— U - - 
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1 2 3 … n 
P, -| ) 

J Jo B Jr 
也 就 是 说 先 把 i, 2i, 0, ni RA h, L. e. ú HRJ >j, 2j, t, n— 
六， 它 等 同 于 进行 一 次 置换 ，]1 一 pa , 2 一 p; ，…, nn 一 p;,， 由 此 可 定义 置换 的 乘法 ， 即 

1 2 3 . nl 2 3 + n 
h b J `°*° 让 | 
1 2 3 .nn 

Pi P; Pa ` >) 


P,P, ={ . 。 . 。 
i , j ° la 


== | 


乘法 运算 规则 为 把 P, 改写 为 


1 2 3 … n h L Š ° £ 
P, = | . . 。 . ) = 
JA h hB ° Ja Pi Pa Pi v Pi, 


于 是 
PP a EEN 
Py Pa Pa Pin b h t I, 
1 2 3 ... ， 
-| ”| ' (7.1.2) 
Pa D, Pa … Pa 
例如 对 4 个 对 象 的 置换 
P =- 1 2 3 4 _ 1 2 3 4 
=( 4 4 5) .= [y 1 2 4j 
由 (7. 1.2) 式 得 到 
P.P, = 2 3 MB 2 3 N 
3 1 2 4/2 4 1 3 
- [° 4 1 Hli 2 3 N 
1 4 3 2/2 4 1 3 
+ 
=( 2 3 f) = P, 
1 4 3 2 


它 表示 先 1—2, 然后 再 2_1, REIS; 824, REAA, ARYA; 3537, 
1, 再 1—3, 结果 为 3 一 3; 先 4 一 3 ,再 3 一 2， 结 果 为 4 一 2. 


置换 
1 2 3 + mn ahb š 
P=[, Eon p] 5 P -| 2 ") (7.1.3) 
互 为 逆 置 换 , 因为 , 按 乘法 规则 


pap = [" L h} ° 人， 2 3 … ”) 
1 2 3 … nih L k * i 
_ (1 2 3 + n 
-( 2 3 a n 
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a 


m|; Ly ... la 
I t a 


; naman, 即 单位 元 . 


1 


È b 


2 3 
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置换 乘法 显然 符合 结合 律 , 对 这 种 乘法 , n! 个 置换 是 封闭 的 , EDER FFER 


位 元 


| 


1 2 3 


对 每 一 个 置换 都 存在 一 个 逆 置 换 , 因而 它们 构成 一 个 群 , 称 为 置换 群 . 


置换 群 是 非 阿 贝尔 群 ， 比 如 


II 
—m. 
Ww 
= Ñ = + U N 


i 
—"s. 
+ N 
D t D) O + NS 


即 一 般 情 况 下 


7.1.2 循环 与 对 换 及 置换 的 分 解 


如 果 在 nn 个 数字 中 有 mman) RF is i, i, 


KE, FWA, iz, iz, ty in_1, im). 按 定 义 循 环 (i， i, iz, *.. 


表示 则 为 
(i, i, o, t, in) 
l 2 … hoe hoe 
=( 2 2 
如 


Q Ó UNAQ 


= Q =- A N U 


+ NAN 


Q NUUN 


P,P, #P,P, 


NUDNOU 


+ G + Q 
+ 
— 


…, in 相互 变换 , H i—i, Li, 
eey inozin- nins 则 称 为 严 个 数字 的 循环 (eyelie) 或 轮换 , m 称 为 循环 的 


ina 加 ) 用 置换 符号 
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123456 
(2,5,6) =, 5 3 4 6 3) 
长 度 为 2 的 循环 称 为 对 换 或 交换 (transposition) ` 
o. 1 2 … Ë oe ü e n-i n 
Go) = 2 … ü e.h * n-l ü 
长 度 为 1 的 循环 (i) 表 示 在 置换 中 数字 i 不 变 . RDR, i，…, in) BEA 
《1 (7.1.4) 


任何 一 个 置换 都 可 唯一 地 分 解 为 若干 个 循环 的 乘积 , 这 些 循 环 中 没有 相同 的 数字 ， 
称 为 相互 独立 的 循环 ， 如 


[. 2345678 0) =(1, 3, 8, 7, 4, 6, 2, 5)(9) 

3 58 612479 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 ' 
=(1,4)(2,3,5)(6,7 8,9 

G 3 5 1 2 7 6 9 a) ( )( )( )( ) 


对 于 给 定 的 置换 , 分 解 为 循环 的 乘积 是 容易 的 . 首先 检查 1 在 置换 中 的 变换 , 如 果 1 一 
i, BPB h 变 为 什么 , 如 果 记 一 i, 再 看 记 , 直至 检查 到 某 个 i 一 1, 就 得 到 了 包括 1 的 一 
个 长 度 为 m 的 循环 .然后 对 这 个 循环 中 不 包括 的 最 小 的 数 进行 检查 , 便 可 得 到 一 个 包括 
这 个 数 的 循环 .而 后 对 这 两 个 循环 中 都 不 包括 的 最 小 的 数 进行 同样 检查 又 可 得 到 一 个 特 
环 , 直至 检查 了 所 有 的 数 就 得 到 了 循环 分 解 ， 在 这 种 分 解 中 对 于 置换 中 不 变 的 数字 ， 比 
Wici 写 为 长 度 为 1 的 循环 , B). 按照 惯例 一 般 都 把 长 度 为 1 的 循环 ( 共 省 略 不 写 . 
循环 (i . L, b, …， in) ERBERK i iii, 因而 它 具 有 如 下 性 质 ; 
(ü si, i, 0", in) = (ips iyi, t, im) 


= (ipis ims i, iz, tg in-2) 


=(L, D, t, ins bn b) 
用 者 干 独立 循环 相 乘 描述 的 置换 ， 其 中 每 个 循环 是 可 以 交换 的 ， 如 
1 2 3 4 5 6 7 
( 4 156 27 
由 于 每 一 个 置换 都 可 唯一 地 写 为 一 些 独立 循环 的 乘积 , 因而 每 一 个 置换 都 具有 一 定 
的 循环 结构 ， 即 长 度 为 1 的 循环 有 vi 个 , 长 度 为 2 的 循环 为 b, 个 , …, 长 度 为 n 的 循环 
Arn D AA”, 22,3, o, n”) 标 记 循环 结构 .. BA n, n n, =, 必须 满足 方程 
vı +2, +3za +, °, +np, =n (7.1.5) 
这 是 因为 S, 群 的 置换 是 n 个 数字 间 的 相互 变换 , vb, 个 长 度 为 i 的 循环 包括 w, 个 数字 ， 
全 部 循环 所 包括 的 数字 必须 是 n, 因而 存在 (7. 1.5) 式 . 
任何 一 个 长 度 为 m 的 循环 都 可 分 解 为 (m -1) 个 对 换 的 乘积 , 分 解 规则 为 
(i, i, D, eesin) l 
= (i sin) (i , im-1) (i 9 ¿2 ) (让 , i) (i 9 i) (7.1.6) 
如 果 把 对 换 写 为 置换 ， 再 利用 置换 乘法 规则 不 难 证 明 (7. 1. 6) 式 的 正确 性 .比如 


=a, 3)(2, 4,5, 6) =(2,4,5,6)(1, 3) 
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(i, a) (i, b) 
1 2 3 ++ ü * b * Š ° mn 
-[, 2 3 -—- j ° L °“ Ë * "J 
1 2 3 -— i ° Ë ° Š * n 
l ( 2 3 e k e h oe h oe 了 
1 2 3 e ü * Ë ** j * mn 
= p 2 3 oe L * k oe hoe "J 
1 2 3 … i "° Š ° Ü * n 
` F 2 3 oe L * š ° Š °“ r) 
1 2 3 + j oe L * b * mn 
-( 2 3 … L * Ë ° Š °“ ") 
= ( D, i) 
CTENICTESDICTE b) 
12 3 :站 
Ë 2 3 oe L * L ° É ° Š o r) 


( 2 3 "] 


1 2 3 ... l; ... Ls `.. t `.. l4 ... n 


1 2 3 + ¿ * Š * ü ° Š ° mn 
| 2 3 +— L * 1 ° É ° Ñ E ") 
(， 2 3 oe 1 *° L * É ° Š o 9 


1 2 3 o + e hoe š %— Š ° n 


l 2 3 +— í * Ü * L * L ° mn 

Ë 2 3 + L * 1 ° K * Š ") 
= (i, i, h, 4) 
利用 数学 归纳 法 就 可 证 明 (7.1.6) 式 对 任意 长 度 的 循环 都 是 正确 的 . 
注意 在 (7. 1.6) 式 中 出 现 的 (m -1) 个 对 换 , 或 称 为 长 为 2 的 循环 , 并 不 是 独立 的 ， 
它们 中 包括 相同 的 数字 去， 因而 顺序 是 不 可 交换 的 ， 而 且 循环 分 解 为 对 换 的 乘积 的 方式 
并 不 是 唯一 的 , 因为 任何 一 个 对 换 (i , L) 都 可 表示 为 三 个 对 换 之 积 , BD | 
(i, L) =(m, à )(m, L)(m, i) (7.1.7) 

因为 按 置换 乘法 

(m, i)(m, L)(m, i) 
l 2 hoem e L * n 
- Í, 2 — m e i ° Ë ") 
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1 2 + ji ° m + ü * n 
i f 2 … i * ihom ) 
1 2 i ° m goen 
[, 2 œ m ü Db ü 
1 2 + ü `° m = h * m l 
-=( 2 ooe m œ i * L * ”) 
1 2 + j ** m += j * n 
` Ë 2 + g * š * m = ") 
1 2 … š * m=. ij ° n 
-|1 2 … ü ** m + ü n) 


=(i, i) ' 
这 表明 一 个 对 换 (i, 旋 可 用 各 种 不 同 m 的 三 个 对 换 之 积 表示 . 
通过 前 面 讨论 , 可 得 到 任何 一 个 具有 循环 结构 (1 ,2”, 3”，…，nm) 的 置换 ， 可 分 
解 为 至 少 包括 p 个 对 换 的 乘积 , p 为 
p= YG - 1) (7.1.8) 
因为 在 分 解 成 对 换 之 积 时 , 分 解 中 所 包括 的 对 换 可 按 (7. 1.7) 式 写成 男 三 个 对 换 之 积 ， 
因而 这 种 分 解 是 有 一 定 任意 性 的 ， 然 而 容易 看 到 如 果 一 定 置换 的 已 是 偶数 (或 奇数 ) , HU 
它 分 解 为 对 换 之 积 的 所 有 可 能 的 表达 式 中 一 定 包 括 偶数 (或 奇数 ) 个 对 换 . 因而 一 个 置换 
ERRAR AARE EREE, KRA RER AR 
为 偶 置换 (或 奇 置换 ). 
显然 偶 置换 与 偶 置 换 之 积 还 是 偶 置 换 ， mumssmaz puqi, 奇 置 换 与 奇 
置换 之 积 为 偶 置换 .在 S, 群 的 S! 个 置换 中 ， 奇 置换 和 介 置 换 各 有 -ml 个 . 
由 (7. 1.7) 式 可 看 出 任何 对 换 都 可 表示 为 指定 m 的 三 个 对 换 之 积 , 为 了 确定 取 m= 
1, 则 得 到 包括 1 的 (n -1) 个 对 换 (1， 2) , (1, 3) Paaa (1, n-1), (1, n), 由 它们 中 的 
三 个 可 表示 任何 对 换 . 于 是 , 一 切 置换 都 可 表示 为 (n -1) 个 对 换 (1, i) (i=2, 3,…, n) 
中 特定 个 对 换 之 积 , & 宇 p,& 与 p 有 相同 的 奇偶 性 , 因而 可 写 为 
k=p+2q ` 
q 为 正 整数 . ' 


7.2 置换 群 的 共 辑 元 素 类 ， 分 割 与 Young 图 


7.2.1 置换 群 的 共 罗 类 


一 个 群 存在 哪些 共 斩 元 素 类 ,每 一 类 中 有 哪些 元 素 , 相互 共 示 的 元 素 有 哪些 特征 ， 
是 群 论 的 重要 课题 . 


_ ——— °”... 
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在 置换 群 5, 中 , 共 轿 元 素 类 存在 如 下 定理 
定理 7.2.1 在 置换 群 5, 中 , 具有 相同 循环 结构 的 元 素 相互 为 共 示 元 素 , 而 且 相 互 
共 罗 的 元 素 一 定 具 有 相同 的 循环 结构 . 或 者 说 具有 相同 循环 结构 是 构成 共 皂 元 素 的 充 要 


条 件 . 
证 明 ” 按 共 斩 元 素 的 定义 ,如 果 置 换 已 和 @ 相互 共 轿 , 则 一 定 存在 一 个 置换 R, 使 
P=RQR”' (7.2.1) 
把 置换 Q 分 解 为 独立 循环 之 积 : 
Q =Q: Q, 


其 中 @1, Q,, …， Q, 为 8 中 包括 的 各 种 独立 的 循环 , 它们 的 循环 长 度 分 别 为 (0 , L. s 
la), MUD(7.2. 1) 式 变 为 
ROR-: =ROR-RO，， R l...RQ R” (7.2.2) 
下 面 来 证 明 ROR 仍然 为 一 长 度 为 4 的 循环 , 为 此 把 循环 Q, 写 为 置换 的 形式 : 
. ; ， q h qi, G G ° G,_i 
Qisas dia d le i i | 
q hoo Qh G G v Qa- 
RE n-A a, 是 不 包括 在 9 中 的 — 1, 4538. HK RISA 
ne 
1 D ”有 P, P, œ 三 
r 
| | 


i oi i 
q q %— Qí G G v Qay 


于 是 按 乘法 规则 得 到 
ni PP ° Th P, P, ~ Pa 


b e qi, CI G ° wt r, ° Th P, P, `+ J 


i i í i i 
q ` Qh G G * GJ h Q lU 0 U Qag 


nn D, e'e Ti P, P, ` Pai; 
(; ry s r P, P, + P ) 


= (ri, rx, s Ti) ' (7.2.3) 
这 就 证 明了 与 Q 3680002638 P = RQR! 5 Q 相同 的 循环 结构 ,也 就 是 定理 中 的 必要 
性 . | 
如 果 置 换 P # Q 有 相同 的 循环 结构 , 也 就 是 说 把 P 和 0 分解 为 独立 的 循环 之 积 时 ， 
P=P,P,*…P,, Q =Q Q Qn 
而 且 P, 与 Q, 有 相同 的 循环 长 度 : 
Pi=(pip2, s P), Qi=(qiq, s Q) 
则 如 下 的 置换 R, 使 得 
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已 =ROR-: 
这 个 及 为 
q q ... qI, È ... q, ... qr ... qr, 
P p s Pa Pr ° ph o pr + pr 


由 乘法 规则 可 计算 出 已 = 及 QR, 因而 具有 相同 循环 结构 的 置换 P 与 Q HERH, 
这 就 证 明了 定理 中 的 充分 性 . 
由 这 个 定理 可 得 到 循环 结构 可 作为 共 轩 类 的 标记 下 面 计算 以 一 定 循环 结构 
(1”, 2, e, n”) 标 记 的 共 亏 类 中 相互 共 示 的 置换 的 数目 . 
对 于 循环 结构 为 (1”", 22, e, kn) 的 置换 可 如 下 表示 : 
(O)(O).…(O) 


(OO)(OO):…(OO) 


— . ; 
(00--0)(000) = (000) 


在 每 个 阐 中 任意 填充 1, 2, …, n 中 的 数 (不 重复 ) , 可 能 的 填充 数目 为 由 ,但 是 有 两 种 
原因 使 不 同 的 填充 代表 同一 个 置换 . 
(1) 在 包括 六 个 长 为 大 的 循环 中 ， 由 于 不 同 循环 可 以 交换 顺序， 而 
(有 Co hz esi) = Gah, i)e (is is s h) . 
因而 在 由 个 置换 中 将 出 现 wv! 个 由 于 这 种 交换 而 产生 的 相同 的 置换 .于 是 这 种 由 于 相同 
长 度 的 循环 交换 而 产生 的 总 的 重复 数 为 ninen 
(2) 由 于 每 个 长 度 为 的 循环 有 种 不 同 写法 : 
(ü, i, i, °, h) = h, D, °, 2 ) 


= (zy， [P ü, etg is-2) 


=(i, is, nta i i) 

而 六 个 长 为 左 的 循环 由 这 种 原因 造成 的 重复 度 为 2* 种 ,总 的 重复 为 122.. 

因而 这 种 循环 结构 所 包括 的 独立 置换 数 为 mn1， 被 这 两 种 原 因 造 成 的 总 HEES B 相 
BR, BD 

n 2 .ny = l 
m(12,22,.., n”) = Tn pr (7.2.4) 

m(1”2%, o, n”) 为 循环 结构 为 (1"2”,…, n”) 的 共 思 类 中 包括 的 置换 数 , 若 把 循环 结 
HOZ, e, n”) 简 单 记 为 (v), 则 相应 类 中 的 共 二 元 素数 可 记 为 mo). 


7.2.2 分 割 与 Young 
对 于 一 定 的 循环 结构 (1 ， 2”,…, n”"), 令 
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et (7.2.5) 
Vai + V, = Àn l 
Va = À, 
容易 看 到 
Zà sn, nA 0 (1.2.6) 


因而 由 一 定 的 循环 结构 可 定义 一 组 满足 方程 (7. 2. 6) 的 个 数 A， EALA, Ma, …， 
Anl, 称 任何 一 组 满足 方程 (7. 2.6) 的 数 [A, ， Ans s An ] 为 数 二 的 一 个 分 割 (partition )， 
由 给 定 的 分 割 [A,A,。，.…，》,] 可 利用 (7. 2.5) 式 求解 出 一 组 ， 


vı = À; _ À; 
za = À; 一 As 
eeesessessos (7.2.7) 
p, = À, —- Àn 


p, = À, 

因而 任 一 给 定 的 分 割 [ 和 A] = [A A,,…, A,], 也 同样 标志 一 个 循环 结构 . 

引入 分 割 最 根本 的 原因 在 于 一 个 分 钊 可 用 一 个 包括 个 方块 的 图 形 进行 研究 , 称 这 
种 图 形 为 Young 图 . 它 由 行 的 方块 构成 , 这 行 左边 对 齐 第 一 行 包括 A, 个 方块 , 第 二 
行 包括 和, 个 方块 , 第 i 行 包括 和 ;个 方块 , 第 n 行 包括 入 ,个 方块 , 总 方块 数 为 A + A +, 
e, Àn =n. 

对 于 5, 群 , 用 rn 个 方块 按 满足 方程 (7. 2.6) 的 ,A,,…, An 画 出 所 有 可 能 的 图 
J, 就 得 到 了 5, 群 的 全 部 可 能 的 循环 结构 , 也 就 找到 了 s. ROAR. 


比如 下 面 对 S2, S,, S, 画 出 了 它们 的 所 有 可 能 的 图 形 ( 即 Young 图 ), 也 就 得 到 了 它 
们 的 全 部 共 斩 类 . 


S: 
[àa] =[2, 0] (v) =(1°2°) [A21 =[1, 1] (>) = (1°2') 
"0 m qa H 
S;: 
[ii] =[3,0,0] (>x) =(1°2°3°) [A.]=[2,1,0] (>x) =(1!213°) 
U = 十 
ps =0 


一 
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[As3] =[1,1,1] (z) = (1°2°3') 


v, = =0 
p, = 1 


S,: 


[A] =[4,0,0,0] (x) =(12°3°4°) [A2] =[3, 1,0,0] (>) =(172'3°4°) 
vl =4 ` vi =2 


COT] _ 
p, =z = v, = 0 p, = 1 


V3 =V, =0 


[A3] =[2, 2, 0, 0] (z) =(1°2°3°4°) [As] =[2, 1, 1, 0] (>) = (1'234?) 
p, =2 ` p, =0 
v, =v4 = 0 E l vs =1 H 


| [As] =[1, 1, 1, 1] (x) = (12934!) 


' vi =n, =n =n, =Í : 


PAREEN RRETA n] #jakas 3k H SF Fix HE 00 3E3p25 BB E , 因 
而 置换 群 所 有 可 能 的 Young 图 的 数目 等 于 它 的 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 , 可 用 Young 图 
(也 就 是 分 割 ) 来 标记 不 可 约 表 示 ，Young 图 对 研究 置换 群 的 不 可 约 表 示 有 着 重要 的 意 
X, 这 将 在 后 面 置换 群 的 不 可 约 表示 部 分 进行 讨论 . 


7.3 置换 群 的 子 群 与 Caylay 定理 


置换 群 5, 有 很 多 子 群 ， 比 如 对 S, 群 中 被 置换 的 个 数字 1, 2, …, 中 的 任意 个 
数 固定 不 变 , 则 剩余 的 置换 仅 有 (nk)! 个 , 显然 它们 构成 置换 格 Sar EE S, 的 子 群 
(3 n >k>0 时 为 非 平 良子 群 ). 


显然 上 节 中 讨论 的 S, 群 中 的 广 n! 个 侦 置 换 构成 S, 群 的 一 个 子 群 ( 偶 置换 之 积 仍然 


为 偶 置 换 ) , 称 为 S, 群 的 偶 置换 子 群 ,一般 记 为 A... 容易 证 明 A, 是 S, 群 的 不 变 子 群 、 因 
| 为 具有 一 定 循环 结构 (1"22” ，…，, n”) 的 全 部 m(v) (R ml a] ) 个 置换 属于 同一 个 共 恩 
类 , 它们 有 共同 的 由 循环 结构 决定 的 奇偶 性 ,因而 偶 置 换 子 群 包括 了 具有 偶 置 换 性 质 的 
全 部 共 轿 元 素 类 . 可 以 证 明 当 nz2 和 nz4 时 , S, 群 的 指数 为 2 的 不 变 子 群 只 有 偶 置换 
子 群 4,， 指 数 为 2 的 子 群 , 即 子 群 的 阶 为 大 群 阶 的 一 半 . 
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例 S, 群 的 子 群 . 
S, 群 共有 4! =24 个 元 素 , 包括 5 个 类 , 下 表 列 出 了 它们 的 全 部 元 素 : 


循环 结构 元 素 的 奇偶 性 | ”类 中 元 素数 元 £ 


= (1234) , (1324), (1432) 


(2134), (2314), (2431) 


(123), (132), (124), (142) 
(134), (143), (234), (243) 


(19293041) 


(11293149) 


0522040 
(12), (13), (14) 
1221390940 
12 3 4 
(12293949) e=(; 2 3 4) 
=(1)(2)(3)(4) 


在 上 表 中 把 置换 用 分 解 为 循环 的 乘积 表示 , 省 略 了 长 度 为 1 的 循环 ,可 以 看 到 偶 置 
KTI A 共 12 个 元 素 : 

(12?3:4") 类 8 个 元 素 ; 

(1°23°4) %3 个 元 素 ; 

(14243%45 ) 类 1 个 元 素 . 
另 一 个 子 群 记 为 了, 也 是 不 变 子 群 : 

(1°2”3%49) 类 3 个 元 素 ; 

(142°%3%4° ) 类 1 个 元 素 . 
通过 分 析 可 看 到 商 群 5,XV 与 S, 群 同 构 . 

置换 群 5, 的 某 一 子 群 与 阶 有 限 群 之 间 存 在 同 构 关 系 , 也 就 是 说 任 一 个 阶 有 限 
群 一 定 同 构 于 S, 群 的 某 一 子 群 , 这 一 结论 即 下 面 将 证 明 的 Caylay 定理 . 因而 研究 置换 群 
对 研究 有 限 群 有 重要 意义 . ' 
定理 7. 3.1( Caylay 定理 ) 任何 n 阶 有 限 群 G 都 与 置换 群 S. 的 某 一 子 群 同 构 . 
证 明 $g, g e, &, 为 n 阶 群 G 的 n 个 元 素 , 由 第 一 章 讨论 的 群 的 重 排 定理 知 


(12) + (34), (13) + (24), 


道 
Bi Ea =E 或 gll 82s ts Bal = lE Epo ts Ep) 

这 就 是 说 , 群 元 素 8; ERARI i, L. sl, i 编 顺 的 群 元 素 序列 |s,， Ers ts g | 上 时 ， 

使 之 变 为 元 素 序列 {8 gr o Bg;,| ,其 效果 等 同 于 对 元 素 序 列 进 行 一 个 置换 ,把 元 素 

序列 (gi; , Eno o 8;,) 变 为 序列 (gj ° Ens 8; Eno UU Ej En) = (gi, Ep, U 8;), 于 是 

这 个 置换 可 写 为 
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P( , ) Ei Bi ` Ein 8i 8, UO Enr 
É; = = 
i Bj Ena G'E U 8 En En En O En 


置换 的 变化 规则 完全 决定 于 群 6 的 乘法 规则 ,， 即 ge, =g 因此 对 群 G BJ n AR gr 
(i =1, 2,…, nm) 由 群 的 乘法 唯一 地 决定 了 与 群 S, BJ n 个 特定 元 素 相 对 应 . 

对 于 P(g) 与 PC8&) 相 乘 ， 可 得 到 
Ea Ba `" J g, U J) 


P(a) ` PCen) = | | 
Eh Bh lU jl Ag Ba U En 


-| En En g | 
. Ej * 8, BB U Bj ` S, 


| 8i En e Éin ) 
Ei 8, & £, ° 8i’ Ë 


-| & ° Bi 8 ° Bi ii 81" En ) 
Ej "SI Ea Bj g 8, OU £ £O ° Si, 


| Ei En £ | 
g ° 8a EZ E, Z Ei, 


_ ga gi . gi 
aA “Bn 8 glg O G g | 
这 就 证 明了 : WR g=P(g;), gr=>P(g,), MJ ge g,=P(zg; ` g,). 根据 同 构 的 定义 , n Et 
群 G nA S, 的 元 素 是 同 构 的 . Toz; 8,…, 8&;, 构 成 一 个 群 , 因而 个 置换 {P(g; ) ， 
P(g), 0, PCen) | 必然 也 构成 一 个 群 ， 当 然 是 5, 的 子 群 , 这 就 证 明了 Caylay 定理 . 
下 面 举 一 些 点 群 与 某 一 置换 群 或 它 的 子 群 同 构 的 例子 . 
(1) 2 阶 点 群 CG, o, CatS ER S, RR. 
(2) S, 群 与 D,, Catti, 它们 的 元 素 间 的 对 应 关系 为 : 


S, FEJ Se 群 的 子 群 . 
(3) S, 群 的 偶 置 换 子 群 4 与 了 群 同 构 , 元 素 对 应 关系 为 : 


,一 — 
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A; e (123) (124) (134) (234) (132) 
T e c œ — Cc pP g” 
44 (142) (143) (243) (12)(34) (13) (24) (14)(23) 

r [| co e cm ch c c 


(4) 0 群 与 74 群 同 构 , 它们 与 S, 群 的 一 个 子 群 同 构 . 


7.4 Frobenius 公式 与 置换 群 的 特征 标 


置换 群 的 表示 理论 可 用 不 同方 法 进行 研究 ， 比 如 通过 定义 投影 算 子 研究 表示 空间 与 
投影 算 子 的 对 应 关系 , 寻求 它 的 全 部 本 原 短 等 元 ( Primitive idempotent element) , 然后 从 
正则 表示 分 解 出 全 部 不 可 约 表示 . 为 了 避免 过 多 的 数学 概念 , 本章 从 Frobenius 公式 出 
发 , 寻求 置换 群 的 不 可 约 表 示 的 特征 标 , 然后 建立 不 可 约 表示 与 Young 图 的 关系 ,再 来 
讨论 不 可 约 表 示 及 其 基 矢 . 


7.4.1 由 子 群 特征 标 推导 群 的 特征 标 


群 6 的 阶 为 mw， CRTE H RRNA n, (1 <n, <n 为 真子 群 ), E CUT k TR c(i 
=1,2, …, 上) , 每 个 类 中 有 m 个 元 素 . ci 类 中 的 m, 个 元 素 对 于 子 群 一 般 并 不 属于 同 
一 个 类 , 可 能 分 属于 不 同 的 若干 个 类 . DO (e) HE C 的 不 可 约 表示 的 表示 矩阵 ， 当 
取 元 素 g, = h, 为 子 群 五 的 元 素 时 , D” (h) (he 有 H) 变 为 子 群 的 表示 (分 导 表 示 ). 但 是 
此 时 对 于 子 群 且 , DO 一 般 不 再 是 不 可 约 表示 ,因而 可 按 阳 的 不 可 约 表示 A” (hi) E, 
于 是 得 到 
DP (h) = $, Da A” (h), h e H (7.4.1) 
如 果 gi,8。…8i 为 C 群 类 的 元 素 , 其 中 包括 子 群 五 的 元 素 hyo h., o h 它们 属于 
刀 的 不 同类 ， 比 如 h. RF p 28, 各 属于 可 类 等 等 ， 于 是, 由 (7. 4. 1) 式 可 得 到 特征 标的 
关系 
x, = E að) (7.4.2) 
Seo A H RRI 2328 v 的 特征 标 , 因为 特征 标 是 类 的 函数 , 群 6 的 特征 标 
Xia SX = =X 的 ) 
但 是 对 于 子 群 元 素 hyo has ts h 分 属于 几 个 不 同 的 类 , h. ATTE H BJ p. 28, h JAF 
p 28, 等 等 。 因 而 特征 标 
ay ARTE al, =a BF] 
Se 和 61 ANA TRE H H p, M p, RRE. 于 是 由 (7. 4. 1) 式 得 到 特征 标 公式 (7. 4. 
2) 式 变 为 
xP = Ea = Bao = + (7.4.3) 
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用 C 群 5 类 (czci) 的 特征 标的 复数 共 轰 Xi 乘 (7.4.3) 式 ,并 对 不 可 约 表 示 几 求 和 ， 
利用 特征 标的 正 交 定 理 可 得 到 
yx ”= 0 = Zo DPAP (c; #6) (7.4.4) 


式 中 也 群 的 特征 标 60 为 C 群 。 , 类 到 子 群 万 所 得 到 的 各 种 类 p,, ,ps。，…, 的 代表 
(7.4.4) 式 又 可 写 为 
LLE on ja? =0 (7.4.47) 

在 (7.4.3) 式 中 , 因为 左 端 为 C 群 的 e 类 ， 右 端 五 群 一 定 是 。 KAARTE H IEB pa 
类 , 而 (7. 4.4) 式 已 通过 对 C 群 不 可 约 表示 几 求 和 , 使 类 的 不 可 约 表示 不 出 现 了 , 因 
而 式 中 子 群 五 的 类 a 是 任意 的 . 

以 me ERTE H P “类 中 元 素数 , 则 (7. 4.4') 式 乘 以 m/n, 并 对 类 a 求 和 ， 
利用 特征 标 正 交 定理 得 到 


EEIE la m = y Yasta, 
由 此 得 到 
过 oo ` =0 或 Daa (7.4.5) 
此 式 对 子 群 吾 的 所 有 不 可 约 表示 v 和 所 有 的 类 a HRY 


另 一 方面 , H moO” 乘 (7.4.3) 式 , HATE HHK w 求 和 , 则 得 到 
Nyay = > mtS e (7.4.6) 


(7.4.6) RF G RR i 类 包括 子 群 a 类 . HERRA my” (为 了 不 与 子 群 五 中 类 内 元 
素数 相 混淆 mf 为 群 G 中 ?1 类 的 元 素数 ), Hu RM, 利用 群 G 特征 标 正 交 定理 得 到 
n,m$ 之 ap XP =n “之 mtg (7.4.7) 
此 式 中 由 于 特征 标 正 交 定理 中 包括 ôa, HTX H 群 中 类 a 的 求 和 仅 对 G 群 c, 类 中 分 解 
到 五 群 所 得 到 的 类 进行 ,上 式 也 可 写 为 
之 oa D (7.4.8) 
aec, “h I 
XI FIERE H 都 存在 一 个 恒 等 表 示 ， 记 这 个 表示 为 A, 它 的 特征 标 对 所 有 元 素 都 为 
1, B® =1. 于 是 (7.4.8) 式 变 为 
n m - (a) 
n mi 之 a, XS (7.4.9) 
其 中 m 为 群 6 的 cs 类 中 的 元 素 ， 包括 在 于 群 有 中 的 数目 
(7.4.8) 式 和 (7. 4. 9) 式 对 讨论 群 6 的 特征 标 十 分 重要 , 它们 给 出 了 群 6 的 特征 标 
的 混合 . 通常 定义 
有 ”= 六 = y - Benign (7.4.10) 


称 为 群 Ç 的 混合 特征 标 . 2 tS =sx-WShhhpi ， 可 看 到 以 用 ”为 特征 
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标的 表示 就 是 由 子 群 及 的 不 可 约 表 示 (o ) 诱 导出 的 诱导 表示 , 其 用 诱导 表示 的 符号 为 
CAO 1). 根据 第 三 章 的 Frabenius 互 易 定理 ， 
s, = 对 = — yma (7.4.11) 
按 定义 ,au 为 分 导 表 示 ACY 上) 不 可 约 分 解 中 吾 群 不 可 约 表示 o 出 现 的 重复 度 , 按 
Frobenius 互 易 定 理 , 它 等 于 诱导 表示 AO 1 ) 按 G 群 不 可 约 表示 分 解 时 不 可 约 表示 
出 现 的 重复 度 , 即 (7. 4. 11) 式 给 出 的 ap 
诱导 表示 的 特征 标 VO MERA 
Em = Dad = Y a, (7.4. 12) 
如 果 知 道 了 子 群 互 的 全 部 不 可 约 表示 的 特征 标 8? ,就 可 按 (7.4. 10) 式 给 出 全 部 诱 
导 表示 的 特征 标 2, 并 由 (7. 4. 11) 式 计算 出 ww ， 因 而 得 到 了 G 群 不 可 约 表示 的 一 线 
性 方程 组 ， 由 于 不 可 约 表示 特征 标 是 类 空间 的 独立 函数 ,这 个 方程 组 的 解 就 给 出 了 G 群 
的 全 部 不 可 约 表示 的 特征 标 . 这 样 便 得 到 了 由 子 群 不 可 约 表示 特征 寻求 群 的 不 可 约 表示 
的 方法 . 


把 上 述 讨 论 用 于 置换 群 , 就 可 由 5,-, 群 的 特征 标 通过 (7.4. 12) 式 和 (7. 4. 11) 式 找 
到 S, 群 的 特征 标 . 


7.4.2 一 些 简 单 置 换 群 的 特征 标 


有 限 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 数目 等 于 类 的 数目 . 因而, 置换 群 不 等 价 不 可 约 表示 的 
数目 , 等 价 于 所 有 可 能 的 循环 结构 的 数目 , 也 等 于 分 割 [A, ,A,，,…, 和, ] 即 Young 图 的 
数目 . 特征 标 是 类 的 函数 , 用 循环 结构 标记 类 , 就 可 造 出 特征 标 表 . 循环 结构 记 为 n", 
(人 -1 e, 32%. 22, 1", 并 加 以 简化 , 记 为 (>) = (zi, r, t, Va) 对 v=0 的 循环 
略 而 不 记 , 只 写 出 v0 的 循环 . 不 等 价 不 可 约 表 示 的 数目 等 于 类 的 数目 , 即 Young 图 的 
数目 ,以 Young 图 标记 不 可 约 表 示 ( 其 意义 将 在 后 面 看 出 ) 就 可 构造 出 特征 标 表 . 

当 S$。, 群 的 特征 标 得 到 后 , 可 由 (7. 4. 8) 式 计算 出 S. 群 的 混合 特征 标 . 

下 面 就 利用 上 述 理论 寻求 9，S$: ，$, 和 5; 群 的 特征 标 . 

1. S, 群 


1 2 
S, 群 包括 两 个 类 , 类 (12) 只 有 一 个 元 素 e= (1) (2) -1 >): 类 (2) 只 有 一 个 元 素 
1 2 
(12) = l 小 它 只 有 两 个 一 维 不 可 约 表示 ， 
$, (2) 5。 BER] ang 
xP 1 xP? 1 1 
x? -1 x” 1 -1 


所 有 置换 都 存在 这 两 个 一 维 不 可 约 表示 ， 即 偶 置换 为 1, 奇 置换 为 ( -1), 如 上 所 示 . 
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2. S, 群 
2 3 
S, Bt38=4JE8D033E, RR) 只 有 一 个 元 素 = 人 1 》 了 BERO 


包括 三 个 元 素 (1 2) (13), (23). 3888281(3) 1 包括 两 个 元 素 (12 3)，(1 3 2). 5, 群 
与 子 群 8 3ES982S 003 388 


S3 (12) (2, 1) (3) 
S, (12) (2). 0 


S, 群 有 三 个 不 可 约 表示 , 其 中 两 个 一 维 表示 的 特征 标 是 知道 的 : 


只 须 由 S, 的 特征 标 利用 (7. 4. 10) 和 (7. 4. 11) 式 求 出 第 三 个 不 可 约 表示 的 特征 标 . 


在 (7. 4. 10) 式 中 取 不 可 约 表示 (c) = (1) , 可 得 到 由 S, 群 不 可 约 表示 得 到 的 混合 特 “ 


征 标 为 
6 1 
WB "> . 工 =3 
6 1 
rysia 
Ws =0 


ERF PORR S, 群 的 不 可 约 表示 Xx ,对 类 (3) 因 为 这 类 元 素 不 包括 在 子 群 S 中 , A 
而 (7.4. 10) 式 中 me 为 0, 这 里 6 为 S, 群 的 类 (3), 它 的 元 素 在 5, 群 a 类 中 的 数目 为 0. 

由 第 一 章 的 公式 (1. 10. 8) 可 计算 出 (7. 4. 1) 中 S, 群 不 可 约 表示 D (5,) 对 子 群 5, 
的 分 导 表 示 中 S, 的 不 可 约 表 示 D” (S,) , 容易 得 到 


ao = 车 [13 :1+3 -1.1+2.0.1]=1 


aw = 去 [1 "3.1+3.1.(-1)+2.0.1]=0 
因而 由 (7. 4. 10) 式 得 到 


a Xe = pi? -ama 
由 此 立即 可 计算 出 
I G.) XG) =3-1 =2, 
awae 5 = 1-1 = 0, 
aay X ta =0-1=-1 


当 取 ao, o = 工时 ,得 到 特征 标 X 分 别 为 2, 0，- 1. 这 些 特 征 标 满足 公式 


1 . ， 
nm =1 (7.4. 127) 


=< 
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因而 它们 构成 不 可 约 表示 (3) 的 特征 标 , 于 是 S, 群 的 特征 标 表 为 


3. S, 群 
S, RHOON 包括 1 个 元 素 e, 它 就 是 S, 群 的 (1 ) 类 的 元 素 e. 类 (2, 12) 4946 6 
个 元 素 , 其 中 3 个 元 素 (12)，(13) ，(2 3) 构 成 子 群 S, 的 (2 1) 类 . 类 (22?) 包 括 3 个 元 
RK, 这 三 个 元 素 全 不 包括 在 子 群 9 中, 类 (3 1) 包 括 8 个 元 素 , 其 中 (123), (13 2) 为 
FR S, 的 类 (3 ) 中 的 元 素 . 
利用 (7. 4. 10) 式 由 S, 群 不 可 约 表示 X2) 得 到 的 S, 群 的 混合 特征 标 要 ?2 ,它们 为 
Pia =4, VBE) =2, P =0， Ve =l, PR =0 
由 (7. 4.11) 式 可 计算 出 co =1， 即 在 混合 特征 标 用? 中 包括 S, 群 不 可 约 表示 
(1) 一 次 ， 因 而, 从 好 ?中 减 去 不 可 约 表示 (1) 的 特征 标 xf) 得 到 一 个 新 的 混合 特征 标 
为 
Paa -1=3， Wap -1=1, YB -1=-1, VY, -1=0, Y} -1=-1 
由 不 可 约 表 示 特 征 标的 判别 式 (7. 4. 12') 对 这 个 混合 特征 标 可 得 到 
[1 -32 4+6 -1° +3 < ( -1)? +8 + (0)? +6 - ( -1)°] =1 


这 表明 这 个 混合 特征 标 是 一 个 不 可 约 表示 的 特征 标 , 记 这 个 不 可 约 表 示 为 (4), 它 的 特 
征 标 为 
x®:3, 1, -1, 0, -i 
利用 (7. 4. 10) 式 可 求 出 由 S, 群 不 可 约 表示 (2) 得 到 的 混合 特征 标 pP?) , CH 
EA =4, PD i2 = -2， 1⁄2, =0, VO D =1, Pia, =0 
同样 由 (7. 4. 11) 式 可 计算 出 这 个 混合 特征 标 中 含 S, 群 不 可 约 表示 (2) 一 次 , 即 aaga = 
1. 从 混合 特征 标 PP) Hyl y 得 到 一 个 混合 特征 标 
Pin -1=3，YV2 +l=-1, Y2 -1=-1, WY -1=0, P +1=1 
由 不 可 约 表示 判别 式 (7. 4. 12') 式 可 判断 出 这 个 特征 标 是 不 可 约 表示 的 特征 标 , 记 为 
x ， gp 
, xP: 3, -1， -1, 0, 1 
H S, 群 不 可 约 表示 (3) 可 得 到 混合 特征 标 
Kh =8, VE -0 KB =O, WY, = -1, WQ =0 
由 (7.4.11) 式 可 计算 出 在 这 个 混合 特征 标 中 包括 不 可 约 表示 (4) 和 (5) 各 一 次 ， 即 
awa = ad9(G) = 1. 因而 , 从 这 个 混合 特征 标 中 减 去 x , x 得 到 一 个 混合 特征 标 2, 0, 
2，-1, 0, 经 判断 它 也 是 不 可 约 表示 特征 标 , WAO, 这 样 便 得 到 了 S, 群 的 全 部 特征 
Pn. 下 面 给 出 特征 标 表 : 
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(2, 1°) (22) 


4. S, ## 
S, 群 有 7 43328, 这 些 类 与 子 群 5 的 类 之 间 的 关系 为 


20 
(3,2) 


(2,1) 


(3, 12) 


Sa 


(2, 2) (22) (3,1) 


上 表 中 表示 类 的 符号 ( ) 上边 的 数字 是 类 中 包括 的 元 素数 . 
利用 (7. 4. 10) 式 计算 出 Wi? 的 混合 特征 标 如 下 : 


G$) 


(15) (2,13) (2,1) (3,12 G,2) 


2 (oc) = (1) 

i 2 (c) = (2) 
mo = ae = 42 (c) = (3) 
i , 3 (c) = (4) 

3 (o) = (5) 


因而 混合 特征 标 于 ”分 别 包括 2 个 或 3 个 不 可 约 表示 . 
容易 计算 出 ?中 包括 中 一 次 Cay =1) ,因而 由 WU wkr 
x?) =P -1={4,2,0,1, -1,0, -1} 
H (7.4. 12) 式 可 判断 它 为 不 可 约 表示 , WA x”. 


| 同样 可 计算 出 ?包括 不 可 约 表示 x 一 次 (aua, = 1). 于 是 由 这 个 混合 特征 标 减 


| 去 xy 得 到 
x =y” -x = t4, -4, 0, 1, 1, 0, -1} 
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由 (7.4. 12) 式 可 判断 它 是 不 可 约 表 示 特 征 标 , 记 为 xX“. 
由 (7.4.12) 式 可 计算 出 于” 包括 YX) 一 次 , 于 是 得 到 
W x =11,1,1, -1, -1,1, -1,1} 
同样 可 由 (7.4. 12) 式 计算 出 I haty k, 于 是 
g = 11.1, -1, -1, -1, -1,1, 11 
TARARE ET A i Q O a ME, 而 且 利用 Xx ,Xe ， 
XY9 和 YX 可 计算 出 它们 中 全 都 不 包括 yx ,yo ,Xx 因而, 只 能 是 S, 群 剩 下 的 三 
个 不 可 约 表示 特征 标 X2 ,0 , y?) 的 混合 . 
单位 元 素 所 对 应 的 特征 标 是 这 个 不 可 约 表 示 的 维 数 ， 因 而 5; 群 不 可 约 表 示 (1) 和 
(2) 是 1 维 表示 , 不 可 约 表示 (3) 和 (4) 为 4 维 表示 . 以 A(z) 代 表 不 可 约 表示 (z) 的 维 
数 , 根据 有 限 群 全 部 不 等 价 的 不 可 约 表示 维 数 平方 和 等 于 群 的 阶 数 的 定理 , 可 得 到 
Jao) = 120, XAG = 86 
由 此 可 解 出 和 (5) = 和 (6) = 25, A(T) =6. 通过 对 不 可 约 表示 维 数 的 分 析 ， 可 得 到 . 
x a = = pt) 
XP +P = P -xX 


Ki? ax? = x 
由 后 两 个 方程 可 得 到 


XD = X = A -PP x +X 
=10,2,0,0,2, -2,0| 
由 此 可 得 到 不 可 约 表示 特征 标 X“ ,Xx ,xX “. 下面 列 出 了 5; 群 的 特征 标 表 : 


利用 上 述 方 法 由 子 群 5,_1 特 征 标 寻求 群 S, 的 特征 标 , 当 n 很 大 时 , 是 十 分 麻烦 的 ， 
下 面 讨论 给 出 置换 群 特征 标的 一 般 方法 . 


7. 4.3 Frobenius 公式 与 置换 群 的 特征 标 


上 节 对 由 $。; 群 特征 标 寻 求 S, 群 特征 标的 特例 进行 了 一 些 讨论 ， Frobenius 公式 把 
这 一 方法 一 般 化 了 , 给 出 了 寻求 置换 群 不 可 约 表示 特征 标的 普遍 方法 ， 下 面 就 讨论 这 一 
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问题 . 

任 一 分 割 [A] = [Ais Azs ts A,] ,Ai(i=1, 2,…, n) 满 足 条 件 

Ài tÀ ++ +À, =n 
n=Àà ZÀ, >+: ZÀ, Z0 
对 于 一 个 循环 结构 (1 ,2”,，…, n”“) ,由 (7.2.5) 式 给 出 了 yi, p, ts Va 与 和 ,As，…， 
A, 间 的 关系 , 可 用 分 割 [A] = [Ai, A2，…, 和 A,] 把 1, 2, …, n( 即 置换 对 象 ) 分 为 n 组 : 
第 一 组 中 有 A, 个 数字 (置换 对 象 ) , 第 二 组 中 有 A, 个 数 , 如 此 等 等 , 第 和 A, 组 中 及 , 个 
数字 (各 组 中 没有 相同 的 数字 ). 它们 构成 小 的 置换 群 5,,, i =1, 2,…, n. 这 些小 的 置换 
群 的 直 积 构成 S, 群 的 一 个 子 群 , 记 为 $M, 它 为 
s) s, @S,,@:::@S,, (7.4. 13) 
由 子 群 SP 的 恒 等 表示 出 发 , 在 (7. 4. 10) 式 中 令 o = A, A 《为 全 等 表 二 由 不 了 的 表 
(1), 可 得 到 5, 群 的 一 个 混合 表示 的 特征 标 , 记 为 DH, 
I [a] 
DO = D ai = a (7.4.14) 
ERP nA S, 群 的 阶 ， a([A] ) 为 子 群 .So 的 阶 , mo 为 5, 群 (v) 类 中 的 元 素数 , m 维 为 
S, 群 (>) 类 中 的 元 素 出 现在 子 群 SIM 中 的 元 素数 . 

不 同 的 分 割 [和 ] 的 数目 与 5, 群 类 的 数目 相同 , 因而 (7. 4. 14) 式 给 出 的 混合 特征 标 
BM 的 数目 也 等 于 S, 群 类 的 数目 , 亦 即 S, 群 不 等 价 不 可 约 表 示 的 数目 ， 实际 上 这 些 混 
合 特征 标 是 线性 无 关 的 , 通过 它们 的 线性 组 合 可 得 出 S, 群 由 等 恒 表示 4 诱导 的 S, 群 诱 
导 表示 中 所 包括 的 全 部 不 可 约 表示 的 特征 标 . 下面 就 讨论 这 个 问题 . 

子 群 5 的 阶 为 A,!， 因 而 5, 群 的 子 群 SIP) 的 阶 


n([A]) =AA2!A,! (7.4. 15) 
E S, EC) =(1", 2”, e, n”) 所 标记 的 类 中 , 元 素数 目 由 (7. 2. 4) 式 表示 ,， 即 
m(v) =m(1”, 22 =, n”) = n! 


1222... "p 1! nien! 
FAE S, RRHH (y) = (17, 22, e, n”) 中 的 m(v) =m(1%, 22, ..., n™) 
个 元 素 出 现在 子 群 SI 中 的 数目 mm. 
(7.4. 13 ) 式 给 出 的 子 群 $i” 是 一 直 积 群 ， 直 积 因 了 群 RIKA, 2%, 
n) ,其 中 ju 满足 条 件 


Skp = À; (7.4.16) 
k 3E$u28rhB ju 38 828 | 
À;! 
Cl 
因而 SO3 群 的 元 素 具有 循环 结构 (19%, 29, e, no). 


长 度 为 1 的 循环 数 为 Yui = o; 


m( p s M2» `° 5 Ha) Z jig.. 
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长 度 为 2 的 循环 数 为 Yni = o; 


长 度 为 n 的 循环 数 为 Yu = a. 
如 果 


Yu =a = w; Yd = w =m, "5 Yi = a, = Va (7.4.17) 
则 满足 (7. 4. 16) 式 的 具有 循环 结构 (1”， 2%, ..., n™) RTR SI 的 元 素 为 S, 群 中 类 
(p) = (1", 2”, =, n) HOR. 因而 S, 群 类 (v) = (1”", 2”, ..., n”) 中 的 元 素 出 现在 
SUM 群 中 的 数目 mm 的 =h(v) =h(1", 22, o, n”) A 
m) =h(v) = h(1", 2”, =, n”) . 
z Ail 
T u a H 13264... "uA Yu! pa! (7.4 18) 
在 上 述 对 忆 求 和 中 保持 条 件 Y pol =A Y = vo RF 
n A 
T 10205... "ui AMARTA 
HTE S Æ (ui p02 ，…，, 1) 中 的 元 素数 , 然后 对 这 个 因子 中 所 有 满足 条 件 (7. 4. 16) 式 
的 由 RER, 就 得 到 了 群 5, RO”, 2”,…, n) PREPRE SI 中 出 现 的 总 数 . 
通过 上 面 计算 可 得 到 (7. 4. 14) 式 给 出 的 S, 群 的 混合 特征 标 
nihe, _ n! . 12 en”p ln en! 
n([A])m¿, AAA! n! 
n À, ' 
Aaa aah piz... mpi Yal ps! 
( Peis 三 


n p,! 
= ... — 7.4. 19 
ua 2 ir “Ha a! ( ) 
($ kuh i Bals va) 
其 中 分 割 [A] = [A A2, tts Anlo KO) = (1%, 22, e, n”). 
(7.4. 19) 式 所 定义 的 混合 特征 标 ON 实质 上 是 个 变量 x , x,，…，, z, 所 构成 的 多 
项 式 


[A] -一 
$ 一 


foam s a) = (Da) (ZA) (ZE) (7.4. 20) 
的 展开 系数 . 把 (Yr) ”展开 为 


i _ Vi! kub ka... ku 


(Eek=r) 
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Joy (Xi, %25 Xs, `" X.) | 

(EA EDA” 

-了 了 了 
al, =, pt phs n uB pl, E pMa turlei! Ha 2 21.: u! 

(Fkn) . 
... A a 
K, MK... 
其 中 D hu = À, TEESUSEI FN ah, ai, 0, a, 


[A Aa, s, À 4] 对 应 一 个 分 割 , 而 这 个 因子 前 边 的 系数 恰 是 (7. 4. 19) 式 表示 的 
PM, AMERA 


feo (X, wa, Xa, = 2 Po D Pahia (7.4.21) 


上 式 中 对 [A] 求 和 ， RR S. 群 的 全 部 分 割 , P H S; 群 的 置换 . MESAER p Ea, 
tey xan 相同 时 ， 即 


À1 22 ee, Xh =... 
Parila, +, a = P aiia, Mn” = 


只 取 一 项 Pixux22…x2， 因 而 (7.4. 21) 式 求 和 号 > 上 打 搬 表示 对 相同 的 结果 的 置换 只 


取 一 项 . 
Z3K(7.4.21) 48 BB BS3 fi, (xi, x。，…, x.) 的 多 项 式 展开 系数 给 出 了 混合 特征 标 
BP 愉 ,因而 使 混合 特征 标 有 了 统一 的 表达 式 , 实际 上 是 上 一 节 对 任意 S, 群 的 扩展 . 
TEU S, 群 为 例 具 体 讨论 由 (7. 4. 21) 式 得 到 的 混合 特征 标 pÚ). S, 群 有 5 个 类 ， 
(1), (2), (2, P), G, 1) 和 (4)， 由 它们 定义 5 种 fs) (xi, 22, x, 24): 


4 
fan (%1, Xa, X3, X4) = ( Y s). 
i=l 
4 2, á 
fo. (%1, Xz, Xs, X4) = ( > x) ( Yx) 
izi izi 
4 
Jaa (3, 22, %3, %4) = ( yy 
izi 


fe, n (%1, Xa, 23, Z.) = (2x) ( $x) 


fea (x1, x2, w, x4) = ( $ x) 
如 .Ho 可 写 为 | 
Jay(an, X2, %3, Xa) = pi > ' Px 97079 = 2s 
因而 Dh =1, Da” Ph = BB" =D =0. ' 
其 它 四 个 多 项 展开 为 
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fas = > “Pat 0 oxo +4 > Pealt +6 > 'P 2 279 8 
+ 12 > "Pl 179 + 24 > ' Pa! alata! 
faz = > ' Px 0 079 +2 > "Pl 09 
+25, 'P2 2 00 +2 > “Px2xlx1 
fo = > l Prénatal + 2 之 'P 22 070 
fa, = > ' Pat 0 7929 + > Paalala 
由 此 得 到 的 全 部 ORIF FE: 


S, LWE 
6 3 
(212) (22) 


对 于 任意 5, 群 , 可 通过 对 一 定 循环 结构 (>) = (1", 22, .., n”) 定义 的 函数 
fo (a, m, …， 知 ) 的 多 项 式 展开 , 由 (7. 4. 21) 式 得 到 混合 特征 标 B® 内， 由 它们 的 线性 
组 合 求 出 由 4 诱导 出 的 诱导 表示 中 所 包括 的 全 部 不 等 价 不 可 约 表 示 的 特征 标 Xi. 

由 (7. 4. 10) 式 定义 的 一 般 的 诱导 表示 特征 标 出 发 , 可 进一步 得 到 S, 群 不 可 约 表示 
特征 标 x 内 与 多 项 式 展 开 系数 的 一 般 关系 , 这 是 由 Frobenius 完成 的 . 可 由 定义 的 Frobe- 
nius 函数 完成 , 最 后 得 到 不 可 约 表示 特征 标 X 内 为 Frobenius 函数 多 项 式 展开 的 系数 ,下 
面 给 出 这 一 重要 结果 . 

定义 多 项 式 

D(x mi，，…，x) = Ha, -x;) = X (- 1) Per 2... a m (7.4.22) 


其 中 , 34 P ARER, CD 当 P 为 奇 置 换 时 , ( -1) = -1. 定义 函数 
Foo (a), Xa, `°, Xn) = foy x, Xa, `", 2) D(x, X, "5 £a) (7. 4. 23) 
PKA Frobenius 函数 . 它 的 多项式 展开 为 


Fo (x1, 2, t, En) = Xx D O 1 Pa a su s (T.4.24) 
FUERT RA th 为 以 [A] 标 记 的 不 可 约 表示 的 (2 美的 特征 标 
定理 7. 4. 1( Frobenius 定理 ) Frobenius 函数 Fey (xi, x,, `", xn。) 的 多 项 式 展开 (7. 


4 24) 趟 ， 趟 中 的 系数 ,为 置换 笠 9. 的 以 分 市 [A] 外 记 的 不 可 约 胡 未 特征 标的 (2) 奖 的 
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特征 标 分 量 , 它 满足 不 可 约 表示 特征 标的 条 件 
2, m(v) lx 1? =.n! (7. 4. 25) 


其 中 n! HRE S, 的 阶 ， mo) (v) 2826368 B. 
这 个 定理 证 明 比 较 麻烦 , 这 里 就 不 给 出 了 .读者 可 参阅 M. Hamermesh 3 “Croup 
Theory and Its Application To Physical Problems”. 


7.5 置换 群 不 可 约 表示 特征 标 与 标准 Young # 


7. 2 节 中 讨论 的 由 分 割 得 到 的 Young 图 , 对 置换 群 (以 至 西 群 ) 的 表示 理论 有 重要 作 
用 , 在 这 节 中 将 在 Frobenius 函数 的 基础 上 , 把 置换 群 不 可 约 表示 特征 标 与 Young # 
(Young tableau) 联系 起 来 , 从 而 给 出 讨论 置换 群 表示 理论 的 重要 的 图 形 方法 . 


7.5.1 标准 Young 盘 与 置换 群 不 可 约 表示 的 维 数 


1. 标准 Young Æ 

个 数 的 不 同 分 割 与 置换 群 S. 类 的 妆 目 相同 , 因而 可 用 分 割 , 也 就 是 用 代表 分 割 的 
Young 图 来 标记 置换 群 S, 的 不 可 约 表示 . 在 (7. 4. 24) 式 中 , 已 把 用 分 割 亦 即 Young 图 
[A 标记 的 置换 群 的 特征 标 Xi* 表示 为 Frobenius 函数 的 多 项 式 展开 系数 , 下 面 讨论 在 
Young 图 基础 上 定义 的 Young 盘 和 标准 Young Æ, 以 及 它们 与 不 可 约 表示 维 数 的 关系 . 

对 于 包括 ”个 方块 的 任 一 Young 图 , 都 可 在 它 的 个 方块 上 任意 填充 1, 2，.…, n 4 


数字 , 称 这 种 填充 上 任意 1, 2, …, n 个 数字 的 Young 图 为 Young 盘 . 任 一 Young 图 都 可 


由 个 数字 的 不 同 填充 而 得 到 nA Young 盘 . 

如 果 Young 盘 上 填充 的 数字 满足 条 件 : a) Young 盘 上 每 一 行 所 填 的 数字 是 从 左 到 右 
逐渐 增加 的 ;8) 每 一 列 上 的 数字 是 从 上 到 下 逐渐 增加 的 . 则 称 为 标准 Young 盘 , 并 以 TD 
标记 这 个 标准 Young 盘 , [和 A] 为 Young 盘 所 属 的 Young 图 , i 为 这 个 标准 Young 盘 在 一 定 
Young 图 [入 ] 所 产生 的 若干 个 标准 Young 盘 中 的 编 序 ,， 编 序 的 原则 是 逐 行 从 左 起 比较 两 
个 标准 Young 盘 上 所 填充 的 数字 ， 当 它们 的 数字 第 一 次 出 现 不 同时 , 较 小 数字 的 Young 
盘 编 号 小 (在 前 边 ) , 较 大 数字 的 Young 盘 编号 大 (在 后 边 ) , 称 这 种 编 序 为 字典 顺序 , 简 
记 为 D. O 顺序 . 

下 面 作为 例子 给 出 了 S, 的 标准 Young Æ: 


1 


reu TPH L Tp! Ti] 

12] 
w. 
T; ria] T4219 qiz] p 
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2. 置换 群 5, 不 可 约 表 示 [ 和 A] 的 维 数 d( [A ]) f 
一 切 有 限 群 , 不 可 约 表 示 的 维 数 都 等 于 单位 元 素 对 于 这 个 表示 的 特征 标 . 置换 群 单 
位 元 素 属 于 类 (z) = (1")( 这 个 类 只 有 单位 元 一 个 元 素 ) ， 因 而 由 定理 7. 4. 1 得 到 
Foas(miza, o, a) = DAADE (D Paya We (7.5.1) 
其 中 不 可 约 表示 [A] 的 维 数 d( [A] ) 等 于 属于 类 (>) = (1") KARERE. H 
(7. 4. 22) 式 和 (7. 4. 20) 式 得 到 相应 的 Frobenius 函数 Fan N 
Fon (%ix2, °, z.) = (X: D È (- 1) Prix E AEETI x0 (7.5.2) 
因而 不 可 约 表 示 维 数 d([A]) 满 足 方 程 
(X. E CC D Pia alaa 


= > d([AJ Y (-1) Px xz +h (7.5.3) 
À P 


下 面 不 做 严格 的 证 明 , 由 (7. 5. 3) 式 计算 不 可 约 表示 维 数 d( [ À] ) 的 图 形 方法 . 
(7. 5.3) 式 左 端 实际 是 


(Z= DE C D PaT aa 
"(>= )( Ds i)" (> ) D (- 1) a ag ag 


而 
x: DA - 1)” PK a n 
= > (~ 1) P aia 2 + xl s ln ld + a + an nl ] 
=Y. (- 1) Pxix2 eat 
WS Aa 项 都 包括 … 汉 ”2 …， 这 些 项 用 置换 已 求 和 后 为 零 ， 即 置换 求 和 后 出 现 
[1 项 ,它们 相互 抵消 ， 因 而 在 (7.5.3) 式 右 端的 计算 中 第 上 个 
(Èx) 之 相当 时 ， 只 须 保留 由 第 (k - 1) 次 相 乘 后 得 到 的 不 为 零 的 项 .因而 在 多 项 式 展 
开 
n n! AL 22 Àn 
(Ea) P. nia 9 w 
Xa =a 
中 ， 必须 把 对 一 定 A， Àz, °t, Àn 而 得 到 的 一 -下 个 ， 由 入; 个 N x1, À; 个 X), 3 


Aille An! 
入 个 和 写 为 x WHI Cen tp 95 l rB 838 A, 个 z 与 用 ( X) 35 


> (-1)'P(::) R£ x, 之 (- DPCO) 不 为 零 的 分 析 相 似 , 可 得 到 在 展开 式 


n n! A Àn 
( >=) >Y> NRA 


À1À2 :An 


XA; =a 
nB 
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中 只 有 满足 相似 条 件 ' 
A 2A >e >A, (7.5.4) 


的 项 乘 之 (- 1) PC(…) 才 不 为 零 , 否则 为 零 . 这 一 点 很 容易 看 到 ， 比 如 Ai-; > Xi, 在 相 
RA >, (D P( ) RER ea O RR, AP n-k +A, =n-i-l 
+À;, 因而 置换 求 和 后 为 零 于 是 (7. 5. 3) 式 可 表示 为 

(Ea) Y O DP a sa 


P n-l n-2 1 0 
= > > (-1) Po x, «niXn 
ÀA12A22 Àn P 


Yus 
= 证 TAE TA 了 项 的 各 种 顺序 排列 的 m'aa] 
ROD Px; ‘x -. EE : 

ZAUDE upa" "lu a ati an (7.5.5) 
满足 条 件 A SA SA0, DA = n 即 为 一 个 分 割 [A] =[A1, As,…, A,]， 因 而 
(7.5.5) 式 左 端 求 和 也 可 表示 为 对 [A] 求 和 ,于 是 (7. 5,5) 式 中 利用 了 对 [A] 的 求 和 、 因 
而 由 (7. 5. 5) 式 求 不 可 约 表示 [A] 的 维 数 问题 就 归结 为 对 一 定 分 割 [A,, A， …, Al, 
一 一 个 i'wY.…x 的 各 种 有 序 排列 中 哪些 乘 X. (- 1)"P(…) 不 为 零 的 问题 


TREE 
为 了 说 明 这 个 问题 以 n=3 为 例 : 
6 Àl A2 A3 
(=). = 5 WIWES WA X> X3 


AIA2A3 
A1+A2+A3 =3 


3 
= x + x) 十 x 十 《%3MaW%1 + %3X1MX。 + X2X3X) + %oMi%3 + X|X,X, + XXa ) 
A1=3 A2=3 A3=3 


Al1=A2=A3=1 


十 《xz2M%1X1 + ntn + X12152) + (222) + X)222%2 + X2Z)X)) 


=2, A2= Ai=1, A2=2 


+ (xxx + x Kt + WIXIX3) + (LyX3Xl + X3%1X3 + XXa ) 
=2, A3= A1=1, A3=2 


H A, 之 >0 的 限制 ， 在 上 述 展开 式 中 只 有 =3， Ài FA =A; =1 和 A =2, A,=1 
的 展开 如 (7 : 5. 5) 式 有 贡献 ， 即 
( Ea) > (- 1) ° Px13 9 
= [x? + (xxx + P + X,%sX) + X25123 + %1X2M3 + %1X3%2 ) 


+ (x,X,X) + XXt + xxx) | > ( - 1)” Pirs 
P 


容易 看 到 


P 
[xtX] + x,Xs%) + X,%1%3 + X12423 + XXt, + Xat ka] > (- 1) Px1x;xs 
P 
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= 》(- 1)“Pxix2x3 + xx, 》 (一 1)” Prixa, 
[xxix] + xx + XxiX)X ] > ( - 1) Px1x;zx9 
= > (—1)°Pxixix? + zX, > ( - 1)” Prixa 
=2 X (- 1) Pxix2X3 
x > (~—1)’Pxixlx? = > ( - 1)” Px1x3x9 
即 
xxt, D,- 1) Prizas = xxxs Dy ( — 1) Prix2%3 
= X3X1X2 > (— 1)? Px1%253 = x% > ( - 1)” Praxas 
= x,X)Xs > (- 1)'Pxix2m3 = xi% > ( - 1)” Praias 
=0 
这 个 例子 说 明 一 个 规律 , 即 对 和 个 x ,As Tx, e, An T z, 排列 成 的 编号 为 1, 2， 
…, n， 把 这 nn 个 号 码 按 如 下 规则 填 入 不 可 约 表 示 [ 入] 对 应 的 Young 图 中 , 填 入 规则 为 : 
把 和 个 xi 的 编号 按 在 排列 中 出 现 的 由 右 到 左 的 顺序 填 人 Young 图 的 第 一 行 中 , 把 A, 个 
x 同样 按 顺序 填 人 第 二 行 中 , 把 和 ,个 x; 的 编号 按 顺 序 填 入 第 i 行 中 , 直至 把 A, 个 x, 的 


编号 按 顺 序 填 入 A. 行 中 . 这 样 就 得 到 一 个 Young 盘 ， 如 果 有 序 排列 的 Young 盘 是 标准 
Young £, 则 与 加 (~ DPPC 相 乘 结果 非 零 , Bl 


> (- 1) Pe a yo = > (- PPAT 22... 
如 果 排 列 的 Young 盘 不 是 标准 Young Æ, WI > ( -1)*P(…) 相 乘 为 零 . 
在 上 例 中 给 出 非 零 结果 的 排列 的 Young 盘 为 


1 
HA 1 


而 给 出 零 结果 的 排列 的 Young AX 
1] 


全 是 非 标准 Young Æ, 完全 符合 所 给 的 规则 . 
反之 , 对 任何 Young 图 的 一 个 Young 盘 都 可 由 它 定 出 一 个 由 nA a 组 成 的 有 序 排 
列 . 如 S, 群 不 可 约 表示 [31] 的 3 个 标准 Young 盘 , 它们 所 代表 的 4 个 %; 的 排列 为 


112 [3] 


X,X XiX XI1MX2YX1Y1 X XiX2X1 
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它们 都 给 出 非 零 结果 ,而 非 标准 Young 盘 [RH 代表 排列 a mm, TAPER. 
它们 对 应 于 ( X; a) RIEP À, =3, À, =1 的 3 的 四 种 有 序 排列 


At A2 


这 说 明 任何 由 Ai al, A. x, 9, À, 个 组 成 的 x1'x2…xa" 的 任何 一 种 有 序 排 
列 都 唯一 地 对 应 于 不 可 约 表示 [A] = [Ai，A2，…，, Aa 1A Young 盘 中 的 一 个 . 反之 , 任何 
— Young 盘 都 唯一 地 对 应 一 个 有 序 排 列 ， >, 和 A; = n Bj Young 图 虽然 有 ni! 个 Young Æ, 
但 是 对 于 Ai Ta, A x, o, A. T z, 的 排列 , 由 于 在 这 六 个 Young 盘 中 对 zx; BJ A, + 
编 序 互 交 换 ， 所 以 排列 是 不 变 的 ,因而 独立 的 Young ARA 


n! 
Aila A,! 


个 , 因而 多 项 式 (E xi) 的 展开 可 表示 为 


n ! Ài Àn 
(>) "2. " À INES WS A] iea EEZ 
Xà: =0 
= È, Ci» Xas °, Ne); + >. ETE eei 
3 ` 
上 式 中 ， 2, ARANEAE, SA>>, >0, 而 满足 条 件 X A, = n RRM, 
(aan); 代表 由 第 ;个 Young 盘 表示 的 有 序 排 列 . 因而 


0 


( Ea) D (1) Par 2 
-X E ey YC DP 
(mimi), 
= > CC[A]) > (-1) Px, ga +." (7.5.6) 
比如 第 i 号 Young 盐 所 代表 的 有 序 排列 为 


2 1 
[we , Z i 9 ttg Kini? x; di 


iH 1,2,3, 0, n, 上 角 标 为 排列 编号 , MUL ]; 乘 >- 1)"P( ) ,只 有 相 乘 的 每 
一 步 > CIPO ) ZW#bARB 3HH|IEJPERIK 8938, 对 PP 的 求 和 才 不 为 0, 否则 为 0. 因 


nn-l x P n-1 x? x" 0 
Yi | x; a% in-l “i, 2 (— 1) Px; x, 


n „a-l 3 忆 站 mvn-2 na-3。 0 x t 
pe Kinain ha 2u (- 1) Prix2 23 Xa» EEA = x, 时 
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xX) exs a (~ 1) Pxix? x .0 
galaa i Dr 人 m mx, = x, 时 
ma Ai 12 ea Maa = x Ri 
0, EEA Z xl ， X = x, 时 
如 此 讨 算 下 去 可 以 得 到 只 有 标准 Young 盘 所 描述 的 排列 可 得 到 非 零 的 结果 ， 即 
airg ean] Dy (S L) Par ws es, 
_ | DD Pa a oas D ]; 为 标准 Young 盘 标记 的 排列 


0， 当 [ l 不 是 标准 Young 盘 标 记 的 排列 
于 是 得 到 


x 


($a): X (DP a a 
SCAD X, (- 1) Pag l 22982... yaa 
C( [和]) 为 表示 [和 A] 的 标准 Young 盘 数 .这 便 得 到 了 一 种 记 算 不 可 约 表示 维 数 d([AX]) 的 
图 形 方法 , 不 可 约 表示 维 数 d( [ À] ) 等 于 不 可 约 表示 [A] 的 标准 Young 盘 数 . 
定理 7.5.1 置换 群 5, 不 可 约 表示 维 数 d([A]) 等 于 由 Young 图 [A] 所 得 到 的 标准 
Young 盘 的 数目 . 
这 个 定理 的 严格 证 明和 前 面 讨论 的 详细 情况 ,可 参阅 Rultherford 3“ Substionel Anal- 
ysis”. 
置换 群 5, 不 可 约 表示 [入 ] = [Ai A. ] 的 维 数 4d([A]) 也 可 由 下 面 的 解析 公式 表 
7N: 
d([A]) = n! alla _ L) (7.5.7) 
其 中 
L =À; +m-i 
mm 为 [A] = [Aha…Aw 00…0] 中 不 为 0 的 入 的 数目 , 其 中 JT G, - 1) 也 可 表示 为 行列 
式 
l L HÚ e Ë 
[IG,- 1) =D hp) =|} b b = Ë 
1 L Ë + P 
ERF S, 人 一 般 称 为 Robinson 公式 ) : 
d([À]) = 
lla 


sj 


(7.5.8) 
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其 中 65 称 为 “ 钩 长 "或 " 曲 矩 ”(hook length), Young Et [ À ] 8 i $r j 列 那个 方块 的 多 长 
《或 曲 矩 ) 等 于 从 这 个 方块 出 发 在 第 站 行 上 向 右 数 得 到 的 方 格 数 加 上 从 这 个 方块 下 面 的 方 
块 出 发 在 第 7 列 上 向 下 数 的 方块 数 之 和 例如 Young 图 [4321 ] 的 钩 长 为 


gn =7, 812=3, 8&13 =3, gu=l 
Za =5, g2 =3, 8g» =1 
gx =3, ga =l, ga=l 


Sio 群 不 可 约 表示 [4321 ] 的 维 数 由 Robinson 公式 得 到 
d([4321]) =10!/7531531311 = 16 
因而 Robinson 公式 在 计算 置换 群 维 数 时 是 方便 的 . 


7.5.2 置换 群 5, 的 不 可 约 表示 特征 标 
由 Frobenius 定理 
(>= D” (> x) "° (È D X G D Pas 2 Aa 
= $x Xi (- 1) Pa ” Ka k 


使 用 上 节 中 的 分 析 ， 原则 上 可 记 算出 各 种 不 可 约 表示 的 特征 标 ， 而 且 在 计算 中 可 借助 村 
准 Young REE ( Ja)" (Z A O 到 )” 展开 中 各 种 满足 非 零 条 件 的 因子 ,把 符 


征 标 x 乌 表 示 为 各 种 Young 图 之 代数 和 . 但 实际 计算 是 十 分 麻烦 的 , 这 里 就 不 进行 一 般 
讨论 了 . 
置换 群 的 两 个 一 维 不 可 约 表示 [nn] 和 [1"] 的 特征 标 由 Frobenius 公式 很 容易 得 到 . 不 
可 约 表 示 [n] 的 特征 标 为 
XQ =l 
也 就 是 恒 等 表示 . 而 不 可 约 表示 [1"] 的 特征 标 为 
[iz] -人 当 (z) 为 个 置换 类 
X “1 _1， 当 (z 为 奇 辕 换 类 
面 给 出 了 一 些 置 换 群 的 特征 标 表 : 


~ Ss 的 特征 标 表 
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10 
a) (13,2 aes 2) LD a 


w 
— 


[5] E a E Ea 
ws 
s 
s o| o| 
olo] i) 
一 一 一 


Lon (ara akea z, ial ao] o 
分 割 (156 14 13 12,22)| (12 ,4) aaa (1,5) ， 


一 
t 
小 

~ 


(23 (32 
wass 
| 
| st if o 
wssw 
efļeļ=af e? 
i] o of o| 
eļļa] e] 
ws 
afe] if o] 
ws 
wasa 


7.5.3 Jt3Gu On SOEERZ BJ BJ # 


如 果 把 分 割 [A] = [Ai Ao, z, A,] 所 对 应 的 Young 图 进行 行 和 列 的 置换 ,得 到 一 
个 新 的 Young 图 , 记 这 个 新 的 Young 图 的 分 割 为 [入 ], 则 称 [ 和 A] 的 Young 图 为 [A] 的 共 斩 
(或 对 偶 ) Young 图 ， 从 而 称 不 可 约 表 示 [ 入 ] 与 不 可 约 表 示 [ 和 A] 互 为 共 思 表 示 . 

An S, 群 [4] , DEARER, [3, 1] 与 [2, 1 ] 互 为 共 却 表示 ，f22 ] 与 它 自身 共 
m, ATEK? J B 3303828. 

T 2J239E BJ S n] 232844 ARER. 它们 的 特征 标 之 间 存在 关系 : 


XU) =x XU (7.5.9) 
由 Frobenius 定理 容易 证 明 这 一 结果 . 
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7.6 置换 群 的 标准 不 可 约 表 示 
7.6.1 置换 群 S. 的 不 可 约 表 示 对 子 群 $S,_, 的 分 解 规则 


置换 群 5, 的 一 个 不 可 约 表示 [和 A], 对 于 子 群 5,_, 一 般 是 可 约 的 , 也 就 是 说 它 的 特征 
Ex 可 分 解 为 子 群 $。: 的 不 可 约 表示 特征 标的 直 和 比如, S, 群 的 一 个 类 (>, 1) (其 中 
长 为 工 的 循环 标记 有 一 个 数字 不 发 生 置换 )， 对 应 于 子 群 的 类 (>) , 因而 群 5, 的 特征 标 
可 分 解 为 子 群 9 特征 标的 直 和 ， 即 


xel = = È ata, ao (7.6.1) 
[a] =[à', Ài’, ty àn ARE 5S,_, 群 不 可 约 表示 的 分 割 ， À +À?’ +, °, +À,-i 
=n-l,À/ 2À;, 2, te, JAn 20. an [1 为 子 群 不 可 约 表示 [A'] 在 大 群 不 可 约 表示 


[Aj 对 子 群 5,_; 的 分 导 表 示 中 出 现 的 重复 度 ， 由 Frobenius 定理 可 证 明 S, 群 到 S PEA 
可 约 表示 分 解 规则 ( 即 (7. 6.1) 式 ) 为 


S, — Sa-1 


[Ai， À>, U, À 一 一 > @ Aas? À>, tts Ai Àno s À,] (7. 6.2) 
(Ai 124; +) 
上 式 求 和 中 À, -1 宇和 Ai,1 的 限制 是 保证 [ A， À>, ts Ài Àno s A,j 符 合 分 割 的 条 
fk, 即 
Ài tA2 ++ + (A;—1) +A + +A, Enl 
AM 2A,.2-: >À, -12A;, 2: ZÀ, 20 

分 解 规则 (7. 6.2) 也 由 Young 图 表示 , 即 S, 8F2y2][ À 185 Young 图 分 解 为 $S。; 群 的 
若干 Young 图 之 和 , 这 些 Young 图 由 S, 群 Young 图 [入] 逐次 在 每 一 行 去 掉 最 后 一 个 方块 
后 仍然 为 Young 图 那些 子 Young 图 构成 . 

比如 Sis 群 的 不 可 约 表示 [5, 4°, 2] 分解 为 Su 群 的 不 可 约 表示 [A'] 为 

[5422] —[4°2]@[5432]@[ 5421] 


用 Young 图 表示 则 为 
[5,4 ,2] [4 ,2] [5,4,3,2] [5,4,1] 


Young 图 [4 , 2] 是 由 Young 图 [5, 4°, 2] 第 一 行 去 掉 一 个 方块 构成 ; Young 图 [5, 4, 3, 
2] 是 由 Young 图 [5, 4 ,2] 第 三 行 去 掉 一 个 方块 构成 ; Young 图 [5, 42, 1] 是 由 Young 图 
[5, P, 2] 第 四 行 去 掉 一 个 方块 构成 .但 是 在 Young 图 [5, 42, 1] 的 第 二 行 去 掉 一 个 方 
块 , 就 不 构成 Young Bd. 因而 在 [5, 4°, 2] 子 群 分 解 中 只 出 现 三 种 子 群 的 不 可 约 表示 . 
对 5,-: 群 的 不 可 约 表示 , 按 (7. 6.2) 式 同样 可 分 解 为 子 群 5,_, 的 不 可 约 表示 的 直 和 ， 
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这 样 可 最 后 完成 整个 群 链 
S DSa- DSa D, t DSDS, 
的 不 可 约 表示 分 解 . 如 
S,—S,—S,—S, | 
S, 一 Š, 一 S, 一 S, 
PE o- P -mo n 
` ~ H > D 
AO 一 LLI 一 L] 
Bp 
$S, — S — S— S, 
[2]—[1] 
SEE 
[31]— [11]—[1] 
® 


[3]—[2]—[ ]1 
7.6.2 置换 群 不 可 约 表 示 的 标准 基 矢 一 一 Yamanouchi 符号 


S, 群 的 不 可 约 表示 [入 ] 的 表示 空间 是 4([ 和 1) 维 的 , 在 其 中 任意 选择 一 组 基 矢 就 得 
到 了 ARRIER DNP), Pe 5S,|， 当 选择 Pe S$。, 时 , ARER DM (P), P e S... 
为 子 群 5,1 的 可 约 表示 (分 导 表示 ), 它 可 表示 为 5,_, 群 不 可 约 表示 的 直 和 . 但 是 一 般 
Dm1(P) 对 于 子 群 5,_, 并 不 是 准 对 角 化 的 , 需要 把 S. 群 不 可 约 表示 的 d([A]) 个 基 矢 通 
过 一 个 线性 变换 , 得 到 一 组 新 的 基 矢 , 才能 使 新 的 基 矢 下 的 表示 矩阵 D (P), X FR 
5,_1 是 准 对 角 化 的 ， 当 然 , 通过 对 基 矢 的 线性 变换 也 可 得 到 一 组 基 矢 , 这 组 基 矢 所 给 
的 S, 群 的 不 可 约 表 示 和 矩阵 不 仅 对 子 群 5,. ,的 元 素 是 准 对 角 化 的 , 而 且 对 5S,_, 群 也 是 准 
对 角 化 的 . 

如 果 对 S, 的 不 可 约 表示 [和 A] 的 基 矢 进行 适当 线性 组 合 , 得 到 一 组 基 矢 , 由 这 组 基 矢 
得 到 的 S, 群 的 表示 矩阵 DM 对 整个 群 链 

S$.3DS,.,3S,.,3, -:, DSDS, 
的 子 群 都 是 准 对 角 化 的 , 则 称 这 样 的 基 矢 为 标准 基 矢 . 


不 可 约 表示 [入 ] 的 维 数 等 于 由 [和 Aj 得 到 的 Young 图 给 出 的 标准 Young 盘 的 数目 . A 


而 可 用 标准 Young 盘 来 标记 不 可 约 表示 的 基 矢 , 而 标准 基 矢 通常 使 用 Yamanouchi 符号 
《简称 Y- 符 号 ) (rr …1) 来 标记 ,下面 讨 论 Y- 符 号 . f 
为 了 说 明 Y- 符 号 的 意义 ,以 S, 群 不 可 约 表示 [321] 按 子 群 链 分 解 为 例 , 说 明 所 涉及 
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的 Y- 符 号 . 

S, 群 不 可 约 表示 [321] 对 子 群 S, 的 分 解 为 

S, . S, 

PF o - H e F e BF 
Dr Ô, Ô, D, 
d([321]) =16 d([221]) =5 d([312]) =6 d([32]) =5 


这 表明 S; 的 不 可 约 表示 分 解 为 子 群 S, 的 三 个 不 可 约 表示 的 直 和 ， 当 采用 标准 基 矢 时 ， 
矩阵 D1 对 子 群 S, 的 元 素 为 
Ô, (P) 
(Ô (P)) = Ô, (P) ， Pes; 
Ô, (P) 
Ô,, Ô,, D, 分 别 为 S, 群 不 可 约 表示 [221] , [31 ] 和 [32] 的 表示 矩阵 D, 中 符号 i 表示 
对 S; 群 Young 图 [321] 的 第 ; 行 去 掉 最 后 一 个 方块 所 得 到 的 S, 群 相应 Young 图 的 不 可 


约 表示 , 因而 符号 i 是 有 明确 意义 的 . 
然后 再 把 S, 群 的 三 个 不 可 约 表示 向 子 群 5, 分解, 它们 为 


S, : Š, 

s= -~ E e HH 

Ô, Ó, D, 
d([221]) =5 d([212]) =3 d([22]) =2 
Ss Š, 

j B eB 

`Ô, D, D, 
d([312]) =6 d([212]) =3 4([31]) =3 
S, Š, 

HP -B ,.sH"” 
D, D,, . D., 
d([3,2]) =5 d([2])=2 ` d([31]) =3 


对 于 标准 基 矢 , 当 取 S, 群 的 元 素 已 时 , CHAREE 
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D, - 全 ): Ô, ú 全 ): D, - (> ) 
D's Dy} Dz 


而 访 ; 的 符号 表示 它 是 由 S; 群 的 Young 图 去 掉 第 i 行 右 端的 一 个 方块 , 然后 又 去 掉 S, 群 


Young 图 第 j 行 右 端的 一 个 方块. 
继续 把 S, 群 的 方向 S, REFI S, 群 以 及 5, 群 分 解 得 到 


S, S3 
5, D,, 
d([2°]) =2 d([21]) =2 
S, S, 
F > HH e CD 
Ô, Ds Don 
d([31]) =3 d([21]) =2 d([3])=1 
EREE F ERREEN 
A A a Dyn 
Da =D, D, = 
(™ p. 
然后 再 把 S, 群 向 子 群 S, 群 分 解 ， 即 
S, | : S, 
HH ~ H e [li 
Ds Ds Don 
d([21]) =2 d([Ë])=1 4([2])=1 
S; S, 
> [1] 
D, Ds» 
d([3])=1 d([2])=1 
最 后 把 S, 群 向 S, 群 分 解 ,得 到 
S, S, S, S, 
Œo- 0o H - o 
Dyn Ds Dy Dan 


通过 这 种 约 化 把 Se 群 不 可 约 表示 [L321 |] 的 表示 矩阵 约 化 为 整个 群 链 的 准 对 角 化 的 表 


i — 
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示 和 矩阵 ， 而 每 一 个 分 解 链 都 用 6 个 数字 表示 , 即 (r6，, Ts, T4, T3, T2, 1), 其 中 x 表示 对 Se 
的 Young 图 [321] 去 掉 第 rs 行 的 方块 而 得 到 S, 的 Young 图 ;rs 表示 把 S; 的 Young 图 去 掉 
第 六 行 的 方块 而 得 到 S, 的 Young 图 ;rs 表示 去 掉 S, 的 Young 图 的 第 r, 行 的 方块 而 得 到 
S, 的 Young 图 ;rm 表示 去 掉 S, BJ Young 图 上 第 r, 行 的 方块 而 得 到 S, 的 Young 图 ;r, 表示 
去 掉 S, 的 Young 图 上 第 7 行 的 方块 而 得 到 S, 的 Young 图 . 因为 S, 群 所 有 的 不 可 约 表示 
都 只 有 一 个 方块 , 所 以 最 后 都 标记 上 1. 

对 于 一 般 的 S, 群 ,由 群 链 

SDS., =, DSDS, 

进行 同样 约 化 , 也 可 用 n MRC, haio tto mm，1) 表 示 这 种 分 解 , 称 这 组 数 为 Y- 符 号 . 
TY- 符号 的 个 数 与 5, 群 不 可 约 表示 [A] 的 维 数 是 相同 的 ， 因而 可 用 这 种 Y- 符 号 标记 不 可 
约 表示 的 标准 基 . 

S, 群 4( [A]) 维 的 不 可 约 表示 [A] =[Ai, A2; …， Ams 0, …, 0] 的 标准 基 矢 可 用 了- 
符号 标记 为 

Den, mm-1 "72, 1) 

各 种 可 能 的 了 -符号 (7 , Taio t. T2 DAAA] 4, 它们 完全 标记 了 4d([A] ) 个 基 矢 . 如 
果 [ 和 A] 中 只 有 mw 个 非 零 的 A(i=1,2,…, m), YAS PR rsm, i=1, 2,3, +, m 

S, 群 不 可 约 表 示 [A] 的 d([A]) 个 基 矢 , 可 通过 对 它们 的 线性 组 合 得 到 的 d([ 和 A]) 
TREER Denr e o I AI Y-A C rns 7,_1,…，1) 与 标准 Young 盘存 在 一 一 对 应 关 
R, 也 就 是 用 YY- 符 号 表示 的 标准 不 可 约 基 矢 也 可 等 价 地 用 标准 Young 盘 表 示 . 下 面 把 前 
面 讨论 的 S, 群 不 可 约 表示 [321 |] 的 标准 基 矢 与 标准 Young 盘 间 的 对 应 关系 作为 例子 给 出 


如 下 : 
[1|2|6] [1]3[6] [11416| 111216| |11316] 


Paza) Danm) Panan) s $o 

这 五 个 基 矢 的 共同 特点 是 =1， 当 符号 6 个 参加 置换 时 ， 它们 构成 子 群 8 的 不 可 约 表 
示 [21] 的 基 矢 . . 

它们 又 可 分 为 两 组 ， BH {Bazan > Basm)» Bazm) IM {P inzn) 9 Basn) }， 当 符号 
6 和 5 都 不 参加 置换 时 它们 分 别 构成 子 群 S, 的 不 可 约 表 示 [21 ] 和 [2 ] 的 基 矢 . 而 当 4， 
5, 6 三 个 符号 都 不 参加 置换 时 , 这 些 基 矢 又 分 别 构成 S, 群 不 可 约 表示 的 基 , 即 [1 ] 的 基 
为 Paza) 9 [21]8) 381 ? ax. 另外 一 组 为 S; 群 另 一 个 不 可 约 表 示 [21 ] 的 
基 {B03wn)， Pana KAX S, 不 可 约 表示 [2 1] 分 解 为 S, 群 不 可 约 表示 [21] 时 [21] 出 

现 两 次 ). 


另 一 组 标 基 矢 为 
|1|2|5] H 415| 11 [214] 
1316] 2]6] {i6 BE6 316| [|ó 


Danan) Pinan) Dmm) Piza) Pian) D (232111) 
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这 六 个 基 矢 是 S, 群 不 可 约 表示 [31] 的 基 矢 ， 而 | Pam)» Pinan)» Bona) | 为 S, 群 不 
可 约 表示 {21 的 基 矢 ,| Bizum)» Bizni , , ana) | 为 S, 群 不 可 约 表示 [31] 的 基 矢 . 
这 些 基 和 天 还 可 分 解 为 S, S, 的 不 可 约 基 矢 , 这 里 就 不 做 讨论 了 . 


第 三 组 标准 基 矢 为 
H 23] H[214] 
6 | [6] 6| - [6] 6 
Bon) D321211) Piim) Bam) D (312121) 


它们 是 S, 群 不 可 约 表示 [32] 的 基 矢 , 也 可 继续 对 S, S, 和 S,, S, 进行 分 解 . 

上 述 例子 说 明 S, 群 的 Y- 符 号 {7, ,7,1, Tazo to 7 ,1 与 标准 Young 盘 之 间 存 在 一 
一 对 应 的 关系 ， 即 全 部 r, 相同 的 Y- 符 号 对 应 于 在 r, 行 最 后 一 个 方块 上 放置 数字 的 所 
有 标准 Young 盘 . < r, =k, 则 这 些 Y- 符 号 的 基 矢 同时 也 是 5,_| 群 不 可 约 表 示 [ 和 A,… 
ADA BER. 全 部 7 相同 m-: 相 同 的 Y- 符 号 , 对 应 于 全 部 7 行 最 后 一 个 方块 
放置 n, m-1 行 最 后 一 个 方块 放置 -1 的 全 部 标准 Young Æ. WME r. =k, ral, 它们 
同时 也 是 S,_, 群 不 可 约 表示 [AiA2… (A -1)… (A -1)…] 的 表示 基 矢 ， 总之, Y- 符 号 
(rarna nl 对 应 于 7 行 最 后 一 个 方块 上 放 nn, r,_ 行 最 后 一 个 方块 放 n -1, …r, 行 最 后 

PRR, 第 一 行 第 一 个 方块 上 放 1, 对 于 rir. r, 中 相同 的 数字 , Wr nsr 
， 当 在 7,_ 行 最 后 的 方块 上 放置 n -1 之 后 , 再 在 它 前 面 方块 上 放 ,然后 再 放置 L 
最 后 由 n 个 数 和 7,r,_-1…r21| 放 满 了 Young 图 中 的 方块 而 构成 一 个 标准 Young 盘 ， 因 而 Y- 
符号 也 可 按 标准 Young 盘 进行 字典 顺序 编号 . 
由 标准 基 矢 构成 的 不 可 约 表示 称 为 标准 表示 . 
一 般 S, 群 不 可 约 表示 [A] 的 标准 基 矢 用 YY- 符号 (7) 表示 为 
pHa, 2, e, n) =LA] (rr tts r, 1))» 
这 d([A]) 个 基 矢 不 仅 是 S, 群 不 可 约 表示 [A] 的 基 矢 , 而 且 还 是 子 群 5,_1 5S,_, 了 ，…， 
DSDS, 的 不 可 约 表示 的 基 矢 .比如 对 于 5,_, 群 , 基 矢 集合 
([A](r,., mi，…， rit may my1)7 
rm-i Tn-i-1， rm 取 所 有 可 能 的 值 } 
为 39.-; 群 的 不 可 约 表示 [A'] 的 基 矢 , [AJE YRS Er, rni mil 决定. XF n Er, 
行 , n -1 在 ri 行 ,，…, n-itil Er, in fT Young 盘 , 逐步 去 掉 这 些 方块 后 所 得 
到 的 5,.; 群 的 Young Æ, 即 为 [A']. 对 于 S, RÉ, n,n -1,…, n -i+1 分 别处 于 7, 行 ， 
ri 行 ，… ,Tin 行 标准 Young 盘 , 当 逐 次 去 掉 它们 后 , 余下 了 [A'] 所 标记 的 Young Æ, 
ECA n-i SHI, 这 种 标准 Young 盘 数 正 是 不 可 约 表示 [和 A'] 的 维 数 . 


.7.7 标准 不 可 约 表 示 的 表示 算 隆 


在 本 章 第 一 节 中 , 我 们 已 说 明 S, 群 的 任何 一 个 置换 都 可 表示 为 循环 的 乘积 , 而 任何 
一 个 循环 (i, j, k, e, /) 都 可 表示 为 对 换 的 乘积 , BD 
(i, j, k, eey P, b =(i, I) (i, p): (š, k) Ci, j) 
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而 任何 对 换 (i, 7 都 可 表示 为 
(¿j =(1,i)(1,j) (1, i) 
因而 由 (n -1) 个 对 换 (1, 2) ，(1, 3) ,…,(1, n) 可 构成 任何 一 个 置换 . 这 (n - 1) 个 对 
换 称 为 置换 群 S. 的 生成 元 . 对 于 S, 的 表示 和 矩阵 只 须 给 出 这 (n -1) 个 元 素 的 表示 矩阵 就 
可 以 了 , 由 它们 可 生成 全 部 表示 矩阵 . 
S, 和 群 不 可 约 表示 [A] 的 标准 基 矢 , 它 同时 也 是 S... Saase S,, S, 群 的 不 可 约 表 
示 基 矢 . 因而 如 果 知 道 了 S, -! 群 的 不 可 约 表示 ， 就 可 有 寻求 到 8 的 不 可 约 表示 ， 下 边 就 来 
讨论 这 个 问题 . 
7.7.1 H S, ! 群 表示 矩阵 寻求 S, 群 表示 矩阵 的 Young-Yamanouchi 定理 
如 果 S, 群 不 可 约 表示 [A] 的 标准 基 矢 用 Y- 符 号 (>) = (7,, na e n, 1) 382828 
ICAIC)’, M| S, 群 元 素 5 的 表示 矩阵 为 
DH (s s) er ’) =([A](r) | P (s ) | [A](r ')» 
Ê(s) 1 [A](r')5 DOTEA [A](r)y》 (7.7.1) 
# 5,.1 群 的 不 可 约 表 示 和 矩阵 是 已 知 的 ， Mm s, 群 只 须 计 算 生 成 元 (1, n) 的 表示 和 矩阵， 
(因为 S, 群 的 其 它 生 成 元 (1, 2), (1, 3) ,…,(1, n ~1) 已 包括 在 子 群 S, PT). 而 
(1, n)=(n-1, Da, l,a), n) 
因而 由 S。; 群 标准 不 可 约 表示 和 矩阵 寻求 S, PRIER TT ARRE RERA -1， 
n) 的 表示 和 矩阵， PERT H FiE2t sakiy: 
人 人 PG -1,n)1 [A](r, r, ras =s Tas 1)) 


=l [A] (F, r, Faas “ts Tas 1)) | (a) 
Pln -1,n)l [AJ(r,r-1,r,, T2, 1) 
= 一 | [A](r， r-l, Ta-25 ty Ta, 1)) 7 (b) 


Ê(n -1, n) [A] Cr, S, T,-2 5 "e, T2, 1)) . 
=G, | [A](r, $, T. 2 Ü **"5 r, 1)) +4/1 — on | [A](s， T, T,-2 , `", T>, 1)) (c) 


(7.7.2) 
当 了 -符号 (r-1， T, Tn-2, To r, 1) 不 存在 时 ， 使 用 (b) 式 ; 当 立 -符号 (r， 3S，Tn-2， s To, 
1) 和 (s, r, Faas s Ta, 1) 都 存在 时 ， 使 用 (c) 式 , 其 中 


1 
In = Yx TA, ts 7 = -G, (7.7.3) 


利用 (7.7.2) 式 , 即 可 由 5,_! 群 标准 不 可 约 表示 求 出 了 5， 群 的 标准 不 可 约 表示 . 这 里 对 

(7.7.2) 式 不 予 证 明 , 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Hamermesh 的 著作 . ` 
由 (7.7.2) 式 可 看 到 矩阵 元 

([A]O(r)IP(n-1, mA Cr))》 

是 实数 (o。 <1), 而 S, S, 群 的 不 可 约 表 示 都 是 实 的 , 因而 置换 群 S. 的 标准 表示 矩阵 都 


u 
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是 实 的 . 下 面 由 (7. 7.2) 式 证 明 置 换 群 的 标准 表示 和 拖 阵 是 实 的 本 矩阵， 即 标准 表示 都 是 
实 的 本 表示. 
以 Y- 符 号 表示 的 标准 不 可 约 表示 和 矩阵 DI (n -1, n) 与 它 的 厄 米 共 斩 矩 阵 之 积 的 矩 
阵 元 为 
ED (n -1, n) DO - 1, n) loo 
= X (AJC) I A(n -1, n) 1 [AJ093069 Pn = 1, n) 1 [a1G) ° 


代入 (7.7.2) 式 , 稍 加 整理 可 得 到 
ED (n -1, n) ° DM (n -1, n) leye 
= poo (7.7.4) 
(os t1- h) e = Or) 

这 表明 DH (n -1, nm) 是 本 矩阵 ,由 此 可 以 得 到 置换 群 全 部 标准 不 可 约 表示 都 是 实 西 表 
Z. . 

WE TEBS RR 2322R[ A1886F4E— 43656 3E28R[ A], (BEARER), 不 可 约 表 
示 [ 和 A] 的 标准 基 矢 用 Y- 符 号 (r) = (7, ,7,1,…, ra, 1) 表示 , WAMEKAA KRAE 
矢 用 了 -符号 [+] 表示. Y- 符 号 (7) 来 源 于 [入 ] 的 标准 Young 盘 ,而 [站 来 自 共 斩 Young ##. 
比如 S, 群 的 不 可 约 表示 [31] , 它 的 标准 Young AA 


p 
T, T, T, 
(r) = (2111) (r) = (1211) (r) = (1121) 
它 的 共 斩 Young 盘 为 
4 
T, T, T, 
(r) = (1321) =(r) = (3121) =(r) = (3211) 
(211) (1211) (1121) 


而 不 可 约 表 示 [ À ]85b8YE e S ESRR [和 A] 的 标准 表示 矩阵 之 间 存 在 如 下 简单 关 

系 : 

([A] (r)! Pln -1, n) 1 [À] (7)) 

{0 l Pln -1,n)1[A](r)), 34(r) # (r) 时 
-([A]() 1 P(n -1,n) I [A](r)), 当 (r) = (r') 时 

这 是 Young-Yamanouchi 定理 的 一 重要 推论 . 


(7.7.5) 
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对 5, 群 , 不 可 约 表示 [n] 和 [1"] 分 别 为 一 维 的 对 称 表示 和 反对 称 表示 , 它们 的 表示 
矩阵 是 1 或 -1, 是 完全 已 知 的 . 而 不 可 约 表 示 [A] 的 表示 和 矩阵 由 (7.7.2) 式 求 出 来 , 由 
(7.7.5) 式 就 可 求 出 共 生 表 示 的 表示 矩阵. 因而 ， (7. 7.5) 式 使 寻求 S, ERIAK E 
阵 的 工作 大 大 简化 了 . 


7.7.2 S,, S,, S, 群 的 标准 不 可 约 表示 和 矩阵 
作为 使 用 (7. 7.2) 式 寻求 S, 群 标准 不 可 约 表示 和 矩阵 的 实际 应 用 , 下 面 讨论 5,， S, 和 
S, 群 的 标准 不 可 约 表示 和 矩阵 . 


1. S, 群 的 不 可 约 表 示 和 矩阵 . 
S, 群 的 不 可 约 表 示 [2] 和 [1 ] 痢 是 1 维 表 示 , 它们 的 标准 Young 盘 和 YY- 符 号 分 别 为 


` 1 
| 
(= 0 (y) = (21) 


标准 基 矢 为 1[2] (11)〉, 1[1*](21)). 对 这 两 个 基 矢 由 (7.7.2) 式 的 (a) 和 (b) 得 到 
P(1,2)1 [2](11)) = 1 [2](11)) 
ÊG, 2) 1 [1 (21) = -1 [2J(21)5 (7.7.6) 
这 说 明 它 们 构成 S, 2 维 不 可 约 表示 的 基 , 表示 矩阵 为 


oo 下 ma 人 本 


0 1 
2. S, RTA TAERE 
S, 群 存在 3 个 不 可 约 表示 [3] , [21] 和 [二 ], 它们 的 标准 基 矢 为 
1[3](111)》， 1[21](211)》 ，1[21](121)》， 1[13](321)) 
也 可 用 简单 符号 DM 标记 标准 基 , i 为 Y- 符 号 的 字典 编 序 (D. 0). 其 中 1[3](111)) 和 | 
[1 ] (321) ) 分 别 为 S, 群 不 可 约 表示 [2] 和 [1 的 标准 基 拓 因而 对 于 S, 群 的 生成 元 
(1, 2) 为 
Ê(1,2)1 [3](111)) = 1 [3](111)) 
Ê(1, 2) 1 [13](321)) = -1 [1°](321)) 
由 (7.7.2) 式 的 (a) 和 (b) 得 到 
BP(2,3)1 [3](111)》 = 1 [3](111)) 
Ê(2, 3) 1 [1°](321)} = -1 [12]J(321)) 
由 于 | 
(1, 3) =(2, 3) (1, 2) (2, 3) 
因而 寻求 对 换 (2, 3) 的 表示 和 矩阵 就 可 得 到 生成 元 (1, 3) 的 表示 和 矩阵 了 ， 由 上 面 的 讨论 可 
看 到 生成 元 (1, 3) 为 
BP(1,3)1 [3]J(111)5 = 1 [3](111))» 
Ê(1, 3) 1 [13](321)) = -1 [13](321)》 
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这 就 证 明了 不 可 约 表示 [3] 是 全 对 称 表 示 ， [1 1 是 反对 称 表示 . 

对 于 n 为 任意 数 的 S, 群 , 不 可 约 表 示 [n] 和 [1"1 的 标准 基 矢 为 I[nj(1, 1, 1, 2, 
1)) 和 i[nj(n, n~1,…, 1)》(Y- 符 号 (n -1, n, …, 1) 不 存在 ). 因而 由 (7.7.2) 式 的 
(a) 和 (了 上) 可 得 到 

P(n-1,n)l [nJ(1, 1, 2, 1)5 =l [n], 1, =, 1)5 

P(n - 1, n)! [I'](n, n -1 1)》=-| [1] (n,n-1, =+, 1)5 
这 就 得 到 全 对 称 表示 [zj 和 反对 称 表示 [1 ] 表 示 的 1 维 的 矩阵 ， 以 后 对 这 两 个 不 可 约 表 
示 就 不 再 讨论 了 . . 

而 不 可 约 表示 [21] 的 两 个 标准 基 矢 1[21] (211)》 和 1[21](121)) 分 别 为 S, 群 不 可 
约 表示 [2] 和 [17] 的 标准 基 , 因而 它们 对 生成 元 (1, 2) 的 表示 矩阵 为 


DI21(12) -[, °) 


下 面 只 需 讨 论 (2, 3) 的 表示 矩阵 . 由 (7. 7. 2) RE (e) 可 得 到 (由 于 (121) 是 [21] 不 
可 约 表示 的 了 -符号 , 不 适用 (7.7.2) 式 的 (b) ): 


B(2,3) 1 [211(211)) =c, ! [21]J(211) + /I -of21(0121)》 


- >! [21](211) 》 | [211(121)》 


Ê(2,3)1 [21] (121))} =o, l! [21](121) +V1-o21[21](211)》 
=> [21](121)5 „Bi [21] (1211)) 
这 表示 对 换 (2, 3) 的 标准 表示 和 矩阵 为 


_1 8 
、 2 2 
DPH (23) = 
gs 
2 2 
于 是 
L 3 
2 2 
DPY! (13) = DP (23) + D! (12) + D21623) = 
B 1 
` 2 2 
至 此 全 部 得 到 了 S, 群生 成 元 . 


3. S, 群 的 标准 不 可 约 表示 撼 阵 

S, 群 有 5 个 不 可 约 表示 , 即 [4] , [二 ] ，[31] ，[21] 和 [2 ] ,其 中 全 对 称 和 全 反对 
称 表 示 [4] 和 [1 ] 不 须 讨论 , [21?] 是 [31] 的 共 轿 表示 , 实际 上 只 须 寻 求 [21*] 和 [2*] 的 
PERRIER. 
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1° S, 群 不 可 约 表示 [21] 的 标准 表示 矩阵 
[22] E 3 维 表示 , 它 的 标准 基 矢 为 
I[2](1321)>, 1[212](3121)》， 1[212](3211) 》 
I[212] (1321) ) Æ S, 群 不 可 约 表示 [1 ] 的 标准 基 ,，1[21?](3121) 和 1[212](3211) ) 是 
S, 群 不 可 约 表示 [21 ] 的 标准 基 , 因而 对 生成 元 (1, 2) 和 (1, 3) 的 表示 和 矩阵 为 


-1 0 0 
D22)(12)=]| 0 1 0 


0 0 -1 
1 o° 0 

0 -li 8 

D”! (13) = 2 2 
2 1 
0 2. 2 


由 (7.7.2) 式 的 (c) 和 (b) 得 到 
Ê(34) 1 [21°] (1321)) =ø! [21°] (1321)) + /1 - o% | [212] (3121) 5 


=+! [212](1321) 》 + 亲人 | [212](3121) 》 


P(34) | [212](3121)》 = -村 | [212](3121) 》 + 2 [212] (1321) 


Ê(34) 1 [212](3211)5 = -| [212] (3211) 5 
由 此 得 到 表示 和 矩阵 . 
£ 350 
pe” = 
eolia d o 
0 0 -i 
而 表示 矩阵 DO” (1, 4) 为 
DFI(14) = D21(34) + D21613) - DH! (34) 
1l 2 2 
3 3 V 3 
IZ 5 4 
| 3 6 25 
Zooi L 
3 265 '2 


HFI ]8938S8382R[31], (7.7. 5) 式 可 得 到 它 的 表示 矩阵 
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1 0 0 
10 0 1 3 
p31(12) =o 1 0 p as =|? -2 "2 
0 0 -1 0 B 1 
- 2 2 
-1 22 _ /2 
3 3 3 
Z 5 1 
Dugay |-2 5 _ 
(14) 3 6 z5 
-6 _ l l 
3 2.5 2 


不 可 约 表示 [31] 的 基 矢 为 
I [21] (1321) =! [31](2111) 》 
1 [21] (3121) =1 [31}(1211)) 
I [21] (3211) =1 [31](1121)) 
2° S, 群 不 可 约 表示 [2 ] 的 标准 表示 和 矩阵 
[22] E: 2 ERR, 它 的 标准 基 矢 为 
1[22](2211)》，1[22]1(2121) 》 
它们 也 是 S, 群 不 可 约 表示 [21 ] 的 标准 基 矢 . 因而 对 生成 元 (1, 2) 和 (1, 3) WERE 
为 


1 £ 
1 0 2 
D”! (12) -=| ): D22013) = 
0 -i B 1 
2 2 


由 (7.7.2) 式 的 (a) 和 (b) 可 得 到 . 
Ê(34) 1 [22](2211)》= 1 122J(2211))> 
Ê(34) 1 [22](2121)> = -| [22](2121) > 
于 是 表示 矩阵 D'21(34)38 


1 0 ` 
Daaa =| I) ` 


而 
_ 工 8 
D52U14) = D21034) + D1?! (13) - DI?1(34) = 2 2 
B 1 
2 2 


作为 寻求 标准 不 可 约 表示 和 撼 阵 的 例子 , 讨论 了 上 述 一 些 简单 置换 群 的 标准 不 可 约 表 
PER. 
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7.8 Young 算 子 与 置换 群 不 可 约 表示 的 基 天 


1 2 3 … n 
令 B(1,2，…, MADER, CERES. MER = ; p o ¿EBI 
下 变 为 另 一 个 函数 ， 即 
DP(s)@(1,2, n) = Bi, b, b, =, i) 
函数 B(1, 2, -—-, n) 的 具体 形式 由 所 讨论 体系 的 性 质 决定 ， 比 如 = 个 电子 系统 , 由 于 电 
子 的 不 可 区 分 性 , 它们 具有 S, 群 的 对 称 性 , 即 任意 交换 电子 物理 体系 性 质 不 变 ， 而 每 个 


电子 的 性 质 由 自 旋 和 空间 的 波 函 数 o(a)g(7) 决 定 . 个 电子 体系 的 总 波 函 数 可 表示 为 
@(1,2, =, = [[e(a)e(r) 


这 时 B(1, 2, =, n) 为 n 个 电子 自 旋 -空间 波 函 数 的 乘积 . 

函数 B(1, 2, …, n), 通过 交换 1, 2,…, n 可 得 到 nl! 个 函数 , 这 中 个 函数 集合 
(ØC, i, e, in) | 并 不 构成 置换 群 S. 不 可 约 表示 的 基 , 而 通过 Young 算 子 可 由 它们 产 
生 某 些 不 可 约 表 示 的 基 矢 . 


7.8.1 Young 算 子 


1 对称 算 子 Š 与 反对 称 算 子 人 


对 称 算 子 
= YP | ` (7.8.1) 
其 中 一 为 S, 群 的 任 一 置换 . 定义 反对 称 算 子 为 | 
À = Y (-1)”P (7. 8..2) 
显然 它们 作用 于 任意 函数 B(1, 2, =, n) 上 可 分 别 得 到 置换 群 5, 不 可 约 表 示 [n] 和 
[1"] 的 基 矢 . 
因为 


3G(1， 2, ta n) = { 更 (1 ， 2， 了 n) + @(2, 1, 3, ..., n) 

+ + OCh, b, te, L) + 1 
包括 了 1, 2,，…, n 所 有 可 能 排列 的 函数 ØC, L, u, L) 的 全 部 , 一 共 n! 项 ， 此 时 以 任 

2 3 ... 
意 置 换 P= ” “| 作用 它 得 到 
h h h `" : 
PŜÐ(1, 2, =, n) = > PP'G(1， 2,， , n) = 6G6(1,2，.…，m) 

从 而 说 明 SB(1, 2, …, n) E S, 群 全 对 称 不 可 约 表示 [ m] 的 基 矢 . 


而 以 4 作用 DC, 2,…, m) 得 到 反对 称 表 示 [1] 的 基 ， 即 
PÂÐ(1, 2, =, n) = > C 1)”PP'@Ə(1, 2, =, n) | 
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U P" PP’, 则 PWET -1)”*P =( -1)”, 于 是 
Ph4G6(1, 2, =, n) = > (- 1)”*P0(1, 2, =, n) 


=(-1)'A@(1,2, =, n) 
这 恰 是 4B(1, 2, --- , n) 18 59[2J3828[ 1" HEREN 55 EE 003658. 

实际 上 算 子 $ 和 4 是 两 个 投影 算 子 , 它 从 由 维 的 函数 空间 1@(1, 2，…， n), 
B21 投影 出 了 不 可 约 表示 [n] 和 [1"] 的 基 矢 
$B(1,2, =, ny ff A@(1, 2, =, n). 

2. Young 算 子 

把 对 称 和 反对 称 算 子 $ 和 4 推广 到 S. 群 维 数 大 于 2 的 不 可 约 表 示 [A], 定义 出 与 不 
可 约 表示 [A] 相应 的 投影 算 子 外， 使 IND, 2, =, nn) 成 为 不 可 约 表示 [A] 的 基 矢 . 
称 这 种 投影 算 子 为 Young 算 子 . 

S, 群 的 每 一 个 不 可 约 表 示 [A] 对 应 一 个 Young El, 而 这 个 Young 图 又 定义 了 dd 
([A] ) 个 标准 Young 盘 , 这 个 标准 Young 盘 利 用 字典 顺序 编 为 TH, TA, e, TA. 
如 果 [A] =LA, A2, s Anl (mEn, Ai =n), 则 每 个 标准 Young AA m 47, A, 列 . 对 于 
第 i 个 标准 Young 盘 相 应 的 定义 Young 算 子 为 

ÎN = Âm . Sm = JJ > C 1)5P, ` II >P, (7.8.3) 


其 中 局 是 对 标准 Young # Ti) 中 第 7 列 的 数字 的 全 部 置换 ;已 是 对 标准 Young # T 中 
第 上 行 的 所 有 数字 的 全 部 置换 . 

这 样 便 对 不 可 约 表示 [入] 定义 了 d([A]) 个 Young 算 子 . 

下 面 举 两 个 例子 对 Young 算 子 加 以 说 明 . 

1° S, 群 不 可 约 表示 [21] 的 Young 算 子 


[21] 的 两 个 标准 Young ÆW 
I 
TI ria) 
相应 的 Young 算 子 为 


PU = [e-(1,3)][e+(1,2)] 
f = [e-(1,2)]1[e+(1,3)] 
2° S, 群 不 可 约 表示 [21 ] 的 Young 算 子 
S, 不 可 约 表示 [212] 有 三 个 标准 Young Æ: 


全 
pt2? pi? pi) 
1 2 3 


它们 相应 的 Young 算 子 为 
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fO) =[e-(13) - (14) - (34) + (134) + (143)][e + (12)] 
$i] =[e - (12) — (24) - (14) + (124) + (142) ][e + (13) ] 
Ñi] =[e - (12) - (13) - (23) + (123) + (132) ][e + (14) ] 
定理 7. 8.1 在 由 局 个 函数 @, (1, 2, 3, =e, n), @, (2, 1, 3, +, n), +=, 
Plis b, t, 六) ，…， 为 基 矢 构成 的 函数 空间 , 用 Young 算 子 ÊN 可 投影 出 d([A]) 
个 混合 函数 , 它们 荷载 了 S, 群 不 可 约 表 示 [ 和 A], 表示 基 矢 为 
1, 2, 3，…, n) PD) (1,2, =, n), i=1,2, =, d([AJ) (7.8.4) 
其 中 l 
Ð, (1,2,3, =, n) = (1,2,3; =, n) 
B1, 2, =, n) = P,6,(1, 2, =, n), i=2,3, =, d([A]) (7.8.5) 
置换 P, 是 把 标准 Young Æ T! 变 为 标准 Young 盘 T 的 置换 ， 称 这 种 表示 为 非 标准 表 
示 或 Young 表示 , 这 种 基 称 为 Young RER. 
这 个 定理 本 书 不 予 证 明 , 读者 可 参阅 Hamermesh 或 Rutherford 的 著作 . 下面 只 用 两 
个 例子 予以 说 明 . 
例 1 S, 群 不 可 约 表示 [21] 的 基 矢 与 表示 和 矩阵 
前 边 已 给 出 了 S, 群 不 可 约 表示 [21] 的 Young AF PP) 和 f. 由 (7. 8.5) 式 可 得 
到 
G@(123) =@(123), @,(123) =@(132) 
H (7. 8.4) 式 得 到 ` 
Y, = P2116 (123) =[e- (13)][e+(12)]G6(123) 
=@(123) + @(213) ~ @(321) - @(231) 
P, = Hg,(123) =[e - (12)][e + (13) ]8(132) 
=@(132) + @(312)' — (231) - (321) 
为 了 看 到 它们 是 不 可 约 表示 [21] 的 基 矢 , 用 生成 元 (1, 2) 和 (1, 3) 作 用 它们 , 得 到 
PG12), =@(213) + @(123) - @6(312) - @(132) = P, - P, 
Ê(12) P, = 有 (231) + 6(321) - @(132) - @(312) =- P, 
因而 表示 矩阵 为 l 


1 O, 
D(12) -=| | a) 
P(13)W =@(321) + (231) - (213) - (123) =- P, 


Ê(13) Y, =@(312) + @(132) - @6(213).- (123) = Y, - P, 
由 此 得 表示 和 矩阵 为 
-1 -1 
pG, 3) =| ` i) 
为 了 检查 这 个 表示 是 不 可 约 表示 , 要 求 出 循环 长 度 为 3 的 类 的 表示 矩阵 . 由 于 


aa f CC ° ə . lsO— .  .— 


第 七 章 ”置换 群 及 其 表示 理论 


(132) = (12) (13) 


因而 | 
D(132) = D(12) x D(13) =| w" °] 
于 是 得 到 这 个 表示 的 特 标 为 
x (12) (12) (D) 
2 0 -1 
可 以 验证 
1 > 
PEOLE 
Rp 


i +21) =1 


因而 是 不 可 约 表示 , 由 特征 标 表 可 判别 它 是 不 可 约 表示 [211. 


例 2 S, 群 不 可 约 表示 [31 1 的 基 矢 与 表示 矩阵. 
由 (7. 8.5) 式 得 到 
Ó$,(1234) = (1234), @,(1234) = ®(1324), @$,(1234) = (1423) 
由 Young 算 子 得 到 3 CERA 
P, = HIG(1234), Y, = 站 16(1324) P, = Hg(1423) 
因 具 体 表 达 式 比较 长 就 不 号 了 ， 由 它们 可 得 到 生成 元 的 表示 甜 阵 为 


1 0 0 
D(12)=| -1 -1 0 


1 0 -1 


-1 -1 0 
D(13) =| 0 1 0 
0 -i -1 


-1 0 1 
D(14)=| 0 -1 -1 
0 0 1 


对 循环 长 度 为 3 的 置换 (132) = (12) (13) 得 到 


-1 -1 0 
D(132) -zapas -| 1 0 ] 
-1 0 1 

对 循环 结构 为 (2 ) 的 元 素 (14) (23) = (14) (132) (12) ,因而 


0 -1 -1 
xavo- 0 1 
0 0 -i 
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循环 长 度 为 4 的 循环 (1432) =(12)(13)(14)， 于 是 


1 1 O 
naomfa o J 


1 0 0 
这 样 便 得 到 了 这 个 表示 的 特征 标 : | 
x (1°) (1°,2) (1,3) (2) ， (4) 


3 -1 0 -1 1 
由 特征 标 表 可 判断 它 为 不 可 约 表示 [21?]. 


由 这 些 例子 可 看 出 这 种 表示 不 是 西 表示 , 它 是 这 种 非 标准 表示 的 不 好 之 处 . 但 是 ， 


这 种 表示 的 Young 算 子 很 容易 由 标准 Young 盘 得 到 ,因而 便于 构造 不 可 约 表示 基 矢 和 求 
HERE BE. 


7.8.2 标准 Young 算 子 与 标准 表示 


在 7.7 节 中 讨论 的 标准 表示 是 实 西 表示 , 这 种 表示 的 基 矢 可 由 标准 Young 算 子 得 
到 . 标准 "Young 算 子 就 是 由 标准 表示 和 矩阵 定义 的 投影 算 子 . 
在 第 四 章 (4. 2. 4) 式 定义 了 一 般 有 限 群 的 投影 算 子 


À T 。 
BP = PS yp; Ple) 
gE 1 


(4.2.4) 式 中 的 投影 算 子 求 和 号 前 边 为 外, 这 里 写 为 和， 是 归 一 化 的 投影 算 子 . 
相应 的 标准 Young 算 子 为 


He = Ay AD) PI alen 


利用 这 种 标准 Young 算 子 可 由 函数 B(1, 2, =, n) 中 投影 出 标准 表示 的 基 矢 . 
下 面 只 举 S, 群 不 可 约 表示 [21] 的 标准 表示 矩阵， 它 们 为 


人 


(7.8.6) 


1 _ - _1 好 
p23) =-| 2 “|，ppn(3) =| 2 2 
_ 3 1 3 1 
2 2 2 2 
1 83 1 8 
D? (123) = 2 2 D®™ (132) = 2 2 
_ 3 1 3 1 
2 2 2 2 
由 此 可 得 到 标准 Young 算 子 


jia -JH + (12) - (13) - +(23) - (123) -地 (132)] 
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fn =L - (13) + (23) - (123) + (13231 
把 它们 作用 于 函数 有 (123 ) 得 到 
W, (123) =f" (123) 
s[Hean) + (213) - e321) - 六 9(132) 
1 l 
- 38231) - > (312) J 
P, (123) = P1214(123) 
sH - (321) + (132) - (231) + @(312)1 
用 生成 元 (12) 和 (13) 作 用 它们 , 得 到 : 
Ê(12) (123) = W, 
Ê(12) W123) =- Y, 


Ê(13) P, (123) =- iy, - By, 


Ê(13) P, (123) = -By + T, 


显然 这 组 基 矢 是 不 可 约 表 示 [21] 的 标准 基 , 由 它们 立即 得 到 前 面 所 列 出 的 标准 表示 
ERF. 


7.9 置换 群 表示 理论 对 Fermi 子 体系 的 应 用 


同一 类 微观 粒子 是 不 可 区 分 的 (粒子 全 同性 原理 ) , 因而 由 个 同类 粒子 所 构成 的 
粒子 体系 具有 S, 群 的 置换 对 称 性 ，Fermi 子 遵循 Pauli 不 相 容 原理 , 因而 它们 的 状态 对 交 
换 粒 子 是 全 反对 称 的 , 属于 S, 群 不 可 约 表示 [1"]. 故此 构造 全 反对 称 性 波 函数 对 解决 
Femi 子 体系 是 十 分 重要 的 问题 .比如 对 于 电子 , 单 电子 波 函 数 由 轨道 函数 和 自 旋 函 数 


之 积 构成 , 即 (ap(r) ，c(a) 为 自 旋 波 函数 ， 自 旋 变 量 o 到 + 工 ， 它 标记 自 旋 分 量 为 
六 和 -二 因而 ”个 电子 的 波 函数 可 写 为 


@(1,2, =, n) = [I=Ce)e (r) 


为 了 得 到 反对 称 函 数 可 用 反对 称 算 子 4 作用 D 而 得 到 ， 即 
e@(1,2, =, n) =ÂÐ(1, 2, =, n) 
-1 


= > (-1)”|I=(e,)e(r;) 
N! PES, i 
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o,(o)eí(n) o,¿(oj)@í(rn) + Tala) Palri) 
-上 or(oz)ol(P) c,(e,)e,(r,) … c,(a,)e,(r,) 
VN! : : 
Oi) Pir) TAn) PAT) `“ @,(e,)e,(r,) 
通常 称 为 Slater 函数 . . 
下 面 讨论 置 换 群 对 n 个 费 米子 体系 , 或 明 ia n 个 电子 构成 的 物理 体系 中 进一步 
应 用 的 问题 . 


7.9.1 由 总 自 旋 函 数 和 总 轨道 函数 构成 的 全 反对 称 函 数 


MEn 个 电子 体系 相互 作用 哈密 顿 算 子 站 与 自 旋 无 关 , 即 
[$,, B] =0 
Š, 为 自 旋 算 子 的 a 分 量 , 则 总 自 旋 角 动量 $ iÉ) z Zt Š, 是 好 量子 数 , 而 且 哈 密 顿 . 
' 算 子 应 对 置换 = 个 电子 坐标 六 是 不 变 的 , 即 广 具有 空间 坐标 的 置换 对 称 性 ， 因 而 把 4 个 
电子 的 自 旋 函 数组 合成 S. 群 一 定 的 不 可 约 表 示 [ 和 A] 的 基 , 把 空间 波 函 数组 合成 S. 群 一 
定 的 不 可 约 表 示 [4] 的 基 ， 然后 , 由 它们 的 直 积 组 合成 S. 群 不 可 约 表示 [1"] 的 基 , 对 于 
求解 这 个 体系 的 Schrodinger 方程 将 是 十 分 方便 的 .. 
这 便 涉 及 到 S. 群 不 可 约 表示 [和 1 与 [] 的 直 积分 解 为 不 可 约 表示 [1"] 的 问题 , 即 
[Alla] [1] 
也 就 是 说 对 一 定 的 不 可 约 表 示 [A] , 哪些 不 可 约 表示 [4] 使 得 直 积 表示 [A]8[w] 包 括 不 
TARR], 而 且 只 包括 一 次 . 
在 第 一 章 12 节 中 已 讨论 了 直 积 表示 的 分 解 问题 ， 即 
[o] =[AJ@[p] = Za, (à, n) [rv] 
其 中 aO, 4) 为 不 可 约 表示 [wv] 在 直 积分 解 的 重复 度 ， 由 (1. 12. 16) 式 得 到 


a,(À, u) = Bw [>] 
因为 S, 群 不 可 约 表示 是 实 的 yo” "而 直 积 表示 [A]@[] 的 特征 标 为 


x” ] =y y" 


WRABER, 即 [x] = [A], MH 


[A]@[A 15 
只 包括 不 可 约 表示 [1"] 一 次 . 因为 


Zr (À, A) = FEO) eyll (g) ‘yr (g) 
由 (7. 5.7) 式 


x7 Ce) =x Ce) x (g) 
于 是 


_ 1 à 
at (A, À) = SX (e) “Xi(g) eY 
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= Xx (O) (e) =1 (7.9.1) 


如 果 以 B 欠 表示 空间 函数 构成 的 不 可 约 表示 [入] 的 标准 基 , (7) 为 Y- 符 号 , uO 


表示 自 旋 函数 构成 的 不 可 约 表示 [入 ] 的 标准 基 , 则 由 它们 的 线性 组 合 可 构成 不 可 约 表 示 
[1"] 的 基 : 
d([A])d4([A]) ~ 
P" = Y Y CaA) POR (7.9.2) 


系数 C8 1(A) 实 际 是 S, 群 的 C-G 系数 ， 比 照 S0(3) 群 或 点 群 , 这 种 S, 群 的 C-G 系数 
C0"(A) 也 可 写 为 (Ar. As116). 
我 们 不 加 证 明 地 给 出 (7. 9.2) 式 的 最 后 表达 式 
P" = (1)"" pleti (7.9.3) 
其 中 R(r) 是 Y- 符 号 (7) 变 为 数字 从 左 至 右 按 大 小 顺序 排列 所 经 历 的 置换 的 宇 称 . 
下 面 举 两 个 简 例 , 说 明 (7.9.3) 式 的 应 用 . 
例 1 S, 群 的 自 旋 -轨道 全 反对 称 基 矢 . 
S, 不 可 约 表示 [1 ] 与 [3] 互 为 共 配 表示 , [211 是 自 共 罗 表示 . 因而 3 个 电子 的 自 旋 - 
轨道 全 反对 称 波 函 数 有 两 种 , 第 一 种 是 平庸 的 , 即 
qyin] =ġ"!. g”! 或 g! . @!3) 
第 一 种 自 旋 为 反对 称 , 轨道 为 全 对 称 ; 第 二 种 自 旋 为 全 对 称 , 轨道 为 全 反对 称 . 
下 面 讨论 自 旋 与 轨道 都 为 不 可 约 表示 [21] 的 全 反对 称 波 函数 . 由 (7. 9. 3) 式 得 到 
g” = > (- D Ba BE), + (- 160 pu Oi? 
- e 008, - o, et (7.9.4) 
因为 (121) 一 (211) 需 进行 一 次 (12) 的 对 换 ; 于 是 ( - 1)s2) = -1, Y- 符 号 (211) = 
(121), (121) = (211). 
在 上 节 中 已 给 出 了 
ph =2060(123) = (123) + (213) - @(321) - (231) 
phl =?;'106(123) = (132) + (312) - (231) - (321) 
TOH 为 标准 Young # 


的 Young 算 子 得 到 的 基 矢 , 这 种 Young 算 子 为 
P =[e - (12)][e+(13)] 
Wl =[e-(13)][e+(12)] 


1 Do 


360 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


因而 
四 由，=7509(123) = @(123) + @(321) - @(213) - @(312) 
@!3) =f1@0(132) = @(132) + @(231) - D312) - @(213) 

把 它们 代入 (7. 9.4) 式 就 得 到 了 基 矢 P"! 

例 2 S, 群 的 自 旋 轨 道 全 反对 称 基 矢 . 

S, BEBR[4]5S[ 1] 3936883828, [212] 55[31] 9388983838, [22] 38 Ë 3638838 
=. 因 之 除了 平庸 的 全 反对 称 不 可 约 表示 P = pul . Olm o . @U 24, MA 
两 种 全 反对 称 表示 : 

(1) [A] =[21°], [AJ =[31] 

P C- Dt mun, 


+ (- 1) pu Da + (- 15099 piin Di 1 
1 
= s Pian Diao - Be) Dor + bas Dis] 
在 上 节 中 已 给 出 了 Young AF PBI , i=1 代表 (3211) ,i=2 代表 (3121), i=3 代 
表 (1321) 和 相应 的 iu, Pba» ,69)。 这 里 只 须 注意 


211] [1 [3[4 | F211] _ _ 
,1 一 2 = = 
- 
jan HH 
3 
因而 Young 算 子 为 


从 =[e-(12)] 
[e + (13) + (14) + (34) + (134) + (143)] 
PM -ce - (13)) 
Ce + (12) + (14) + (24) + (124) + (142)) 
友和 =[e- (14)] 
[e + (12) + (13) + (23) + (123) + (132)1 
这 里 1 代表 (1121) = (3211), 2 代表 (1211) = (1321), 3 代表 (2111) = (3121). 从 而 可 
具体 得 到 p, 四 加 1 ,于 是 就 可 具体 求 出 相应 的 Y. 
(2) [A] =[22] ' 


14] _ 1 [21] > [22 2 
y 一 [ç i ORA) - pi Dh ] 


Ë 
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r5 


eg ae. 
EERIE A y. 


后 面 将 看 到 ERO ， 只 存在 [A] =[A1, A, 0, …, 0], 即 允 许 的 不 可 约 表示 
[A] 只 能 为 两 行 的 表示 . 


7.9.2 置换 群 的 外 积 与 自 旋 函数 


1. 外 积 

观察 两 个 原子 构成 的 体系 .第 一 个 原子 有 n 个 电子 , 第 二 个 原子 n, 个 电子 , 当 两 
个 原子 之 间 没 有 相互 作用 时 , 第 一 个 原子 的 n 个 电子 波 函 数 可 由 S. 群 不 可 约 表示 [入 ] 
的 基 矢 Al 构成 . 第 二 个 原子 的 n, 个 电子 波 函 数 可 由 5,, 群 不 可 约 表示 [1] 的 基 矢 2 
构成 ， 当 它们 结合 成 分 子 时 , W m + m 个 电子 便 由 S。,。 群 的 不 可 约 表示 的 基 矢 来 描述 . 
这 时 , 可 从 nm +n, 个 电子 中 任意 取出 n 个 电子 , 用 它们 构成 5, 群 的 不 可 约 表示 的 鞋 ， 


MTO 个 电子 构成 5 群 的 基 , 这 种 取 法 有 |，”] = T a, ATRE wi 
PARA NP, NA 


[22 ] HERE Young 盘 为 


N= mim tm tn)! [I) darn]) (7.9.5) 


由 这 N 种 积 函数 的 线性 组 合 构造 s. RRKT ARRIN] ，[v,] ,…, HÆR. 称 
这 种 处 理 为 置换 群 S,, 的 不 可 约 表示 [A] 与 置换 群 5, 不 可 约 表 示 的 外 积 , 外 积 用 符号 〇 
表示 , 即 [A] ©[fy]. 它们 可 分 解 为 5, ,» 群 不 可 约 表示 [vw] 的 直 和 ， 即 

[A]Olu] = J al, u) [v] (7.9.6) 


[À], UIR >]2y2128 5, ,5;, 和 Snem AFR ARR. 

这 种 外 积分 解 也 可 由 Young 图 来 表示 . 下 面 不 加 证 明 地 给 出 外 积分 解 的 图 形 规则 . 

外 积分 解 规则 : 

外 积 [A]O@LA 分解 为 9., 群 的 不 可 约 表 示 时 ， 可 画 出 5, 群 不 可 约 表示 [A] 的 
Young 图 , 然后 把 5,, 的 不 可 约 表示 [4] 的 n, 个 方块 用 各 种 方法 尽 可 能 地 加 到 Young 
[A 之 上 , 构成 的 所 有 可 能 的 Young 图 [>] ， 即 为 外 积分 解 S。,。 群 各 种 不 可 约 表示 的 直 
和 , 在 这 种 相 加 过 程 中 有 3 点 限制 ， 即 

(1) 所 得 图 形 必须 是 允许 的 Young 图 , 而 且 在 填充 方块 的 全 部 过 程 中 也 必须 都 是 允 
许 的 Young 图 ; 

(2) Riu] = [m]( 即 一 行 的 Young Æ), 在 把 m 个 方块 加 入 Young 图 [A] 上 时 ， 
不 能 有 两 个 同一 行 的 方块 同时 出 现在 一 列 中 ; 
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(3) #[z] =[1] ( 即 一 列 的 Young Æ), 则 不 能 在 同一 行 中 加 入 两 个 方块 . 
下 面 举例 对 这 种 图 形 分 解 规则 加 以 说 明 . 
例 1 [21]O[2], Bp 


7 LHe) [I| 
Fomm- HBH “e 
阿 8l 
[21] ©[2] =[41]@[32]@[31 ]@[21] 
(2) da) (4) (5) (6) (5) 
由 (7.9.5) 式 得 到 外 积 [21] ©[2] 的 维 数 为 20,5; 群 不 可 约 表示 直 和 的 维 数 也 是 20( 上 


式 不 可 约 表示 符号 下 面 是 维 数 ). 
例 2 [21J@[1°], EB 
CD ooa 
Tl 
okok e 
Be j] !e 
6! 


o [21] O[1°] =[21*']J@[222]e[312 ]®[321] N= =40 


(2). (1) (5) (9) G0) (16) 
外 积 [21]@O[T ] 的 总 维 数 为 40. 
例 3 [21]O[21], EB 


TT [TD 
aly] O L T Bl 
Hok -HoH oHa” era” 


D [TI 
D Oa 
erho” ooh 
ala!” | a| lal 


[21] ©[21] = [3 ]@[42J@2[321]@[2° ]@[412J@[22121@@[ 1° ] 
(2) (2) (5) (9) (6) (5) (0 (9) (10) 


由 此 得 到 


313! ' 

按 方块 填充 原则 只 能 出 现 两 个 [321] ,其 它 改变 a, B, y 时 , 都 违背 原则 (1) ，(2) 或 
(3). 如 存在 6 种 [3 ] , 它们 为 

[l| [I Tl [lle [T je HB [T Ta] 

k 
其 中 第 一 、 二 个 同一 列 的 =, 8 填 在 了 同一 行 上 违背 了 原则 (3) ,第 三 个 填充 过 程 必须 是 
先 填 为 a, B, 再 取 y 填充 为 a, B, y， 因 为 在 填充 中 不 能 先 取 方块 a, 此 时 已 破坏 了 
Young 图 的 标准 , 违背 了 原则 (1). 第 六 个 原来 同一 B, a 填 在 了 同一 列 上 , 违背 了 原则 
(2). 
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2.， 自 旋 函 数 的 构造 
1 


用 和 有 表示 单 电子 的 自 旋 函 数 , a 表示 S, = 广 , B 表示 5, = -7 一 个 电子 的 自 旋 


函数 a 或 B 当然 是 S, 群 不 可 约 表 示 [1] 的 基 , 因而 当 考 虑 两 个 电子 的 自 旋 时 , 即 为 [1] 
与 [1] 的 外 积 , 也 就 是 


DoeD-cDeH 


EJ 
[1]e[1] =[2]@[!°] 
[12] 为 反对 称 表示 , 它 的 基 为 
a(1)B(2) -a(2)8(1) 
此 为 总 自 旋 为 0 的 自 旋 波 函数 , 而 [2] 对 全 部 对 称 基 , 它 可 写 为 a(1)a(2), B(1)B(2) 
或 a(1)B(2) +a(2)B(1)，, 它们 是 总 自 旋 为 1 的 波 函 数 . 因而 [2] 代 表 自 旋 为 1, [1°] 代 
表 自 旋 为 0. 
当 考 虑 3 个 电子 的 自 旋 函 数 时 ,可 分 两 种 情况 讨论 . 


I Ho -外 


由 于 自 旋 函 数 仅 有 a, p 对 三 电子 体系 a(i) , BG) (i=1, 2, 3 代表 电子 编号 ) , 此 时 任 取 
ali), BG), PR ali), aG), BCE) Ci, j, k=1,2,3). 利用 它们 的 任意 组 合 不 可 能 
构成 全 反对 称 函 数 ， 即 全 反对 称 表 示 [1 ] 不 可 能 存在 , 因而 对 自 旋 函 数 , 外 积 [ 1 ] 


[1 只 能 是 
goo- 印 


[21] 代 表 自 旋 为 去 ， 
其 二 是 
| me0 -Hean 


[3] 代 表 自 旋 为 了， 即 S, =1 55 S, =+, 相 加 得 到 $= 地 ,了 符合 角 动量 加 法 规则 
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在 第 二 章 和 第 三 章 中 讨论 了 描述 分 子 对 称 性 的 分 子 点 群 及 其 表示 问题 . 严格 来 讲 分 
子 点 群 只 能 描述 刚性 分 子 的 对 称 性 ， 作 为 一 种 近似 , 可 以 近似 地 描述 准 刚性 分 子 的 对 称 
EE. 所谓 准 刚性 分 子 是 指 构成 分 子 的 原子 核 (或 者 原子 实 ) 在 平衡 位 置 附近 微小 的 振动 . 
在 上 世纪 60 年 代 之 前 几乎 全 部 分 子 光谱 群 论 都 是 在 此 基础 建立 的 ， 随 着 分 子 光谱 学 的 ` 
RE, 需要 研究 非 刚性 分 子 的 原子 核 在 平衡 位 置 周围 大 幅度 运动 的 情况 . 这 就 需要 发 展 
分 子 对 称 性 的 描述 , 从 而 发 展 了 分 子 对称 群 (SM) 和 全 同 核 置换 反 演 群 (CNPI). 在 本 章 
将 对 CNPI RERI SM 和 群 做 一 些 基础 性 的 讨论 . 有 兴趣 读者 可 参阅 Bunker, P. R 3“ Molecu- 
lar Symmetry and Spectroscopy” Academic Press( 1979). 


8.1 分 子 Hamiltonian 群 与 全 同 核 置 换 反 演 群 


8.1.1 分 子 Hamiltonian 及 其 对 称 群 


1， 分 子 Hamiltonian 
一 个 由 个 电子 NW 个 核 组 成 的 具有 相互 作用 的 分 子 的 精确 Hamiltonian 可 表示 为 
H=T+V+H, + H's, (8.1.1) 

其 中 , 第 一 项 T 是 动能 部 分 , 第 二 项 V 是 核 与 电子 、 核 与 核 之 间 和 电子 与 电子 之 间 相 互 
作用 的 势能 ， 后 两 项 是 磁 抢 之 间 的 相互 作用 , 其 中 ,'H, 为 电子 自 旋 以 及 电子 自 旋 与 荷 电 
粒子 轨道 运动 间 的 相互 作用 ;六 。 为 核 自 旋 间 以 及 核 自 旋 和 荷 电 粒 子 轨道 运动 间 的 相互 作 . 
用 ， 磁 矩 之 间 相 互 作用 的 数量 级 比 电荷 相互 作用 小 , 一 般 不 予 考虑 . 但 在 讨论 分 子 光谱 
的 精细 结构 和 超 精细 结构 时 , 必须 予以 考虑 . 

(8.1.1) 式 中 的 诸 项 可 以 具体 表示 成 


r=- E xY: E yma: Yi (8.1.2) 
Z Z, 2 Ze 
T= 和 + 8.1.3 
> Ra i<j R; > Ra ( ) 
TLC oR; | (R; - - R.) < [x= - 2): S, 


s: (Z )R2|(R, - R.) x 区 -=)]: S, 


+ gue >, | (S, - SRF - 3RP[S, > (R, - R,)] 
i<j 
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[LS * (R, — R.) ] ~ 5(R - R.) (S, 5) (8.1.4) 
其 中 
-~-_e _ 
. He = 2m,C (8. 1. 5) 
W Mm oe J_m 
ha =F m (6) = hy (8.1.6) 


HH, 中 第 一 项 表示 的 是 第 i 个 电子 自 旋 5; 产生 的 磁 矩 阵 与 第 7 个 电子 相对 第 ;个 电子 运动 
产生 的 磁 矩 之 间 的 相互 作用 ,并 对 ;zj 的 所 有 电子 求 和 , 这 第 一 项 的 物理 意义 是 代表 电 
子 的 自 旋 与 电子 轨道 运动 的 相互 作用 , 相当 于 旋 - 轨 耦合 ;第 二 项 代表 第 字 个 电子 与 第 a 
个 核 运动 轨道 间 的 旋 - 轨 耦合 ;第 三 项 代表 电子 磁 矩 之 间 的 相互 作用 , 即 旋 - 旋 耦合 ;第 四 
项 是 代表 i=j 时 , 电子 本 身 由 于 接触 而 产生 的 势能 . 


Hs 包括 两 部 分 
Ha =H, + Ho (8.1.7) 
HH, 可 类 似 于 HH 用 下 述 表 达 式 叙述 ; 
Eaha -3 R, Ra\). 
m=} Z,e)R2| (R, - Rs) x (过 -2 I, 


+ E RR R) x (Že -jan 


m, 


+ > Z. a| (L, © L,)R3 - 3R2L (R, © R,) - L.] 
a<ß 


` [(R. - Rp) ] ` 1, - He(R, - Rp) (I, ` 1,) | (8.1.8) 


H, RARP 4 项 的 物理 意义 与 H., 的 4 项 相似 , 第 一 项 代表 的 是 a 核 产生 的 磁 矩 与 B 核 
相对 运动 产生 的 磁 矩 之 间 的 相互 作用 ;第 二 项 代表 的 是 核 与 电子 运动 的 作用 能 ;第 三 项 是 
核 的 自 旋 - 自 旋 相 互 作用 ;第 四 项 是 核 接触 能 .但 由 于 核 自 旋 比较 复杂 , 不 像 电子 自 旋 只 
有 1/2, HARK OR, 虽然 H.. =0, 但 此 时 仍 有 四 极 矩 的 贡献 , H... 0, 一 般 地 有 


Ho -- 5, QW Ta (8.1.9) 
代表 的 是 四 极 矩 的 贡献 ,其 中 0 为 四 极 矩 ， 是 二 级 张 量 


(8.1.10) 


V 也 有 9 个 分 量 . 
= gz. (8.1.11) 


(8. 1.9) 式 表示 对 0 5 V 9 个 分 量 两 两 相 乘 的 积 求 和 , 这 是 包括 了 分 子 中 全 部 作用 的 严 
格 的 分 子 Hamiltonian. 
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2. 分 子 Hamiltonian 的 对 称 群 
(8.1.1) 式 给 出 的 分 子 Hamiltonian 对 如 下 的 6 种 变换 (或 称 操作 ) 具有 对 称 性 . 
平移 “整个 分 子 在 空间 向 某 个 方向 移动 , 即 分 子 质心 移动 一 个 矢量 4, 设 已 为 平移 
算 子 , R 为 这 一 矢量 , 则 有 
PR=R+A 
P(R, - R,) = (R, + A) - (R, + A) = R, - R, 


pdR _d(R +A) _ dR 
dż dt dż 
这 表明 平移 算 子 不 改变 两 个 矢量 之 差 , 也 不 改变 动量 , 因而 Hamiltonian 在 平移 操作 下 不 
变 . 这 说 明 外 部 空间 是 均匀 的 ,质心 处 在 什么 位 置 , 对 Hamiltonian 没有 影响 , 所 有 平移 
构成 一 个 群 一 一 平移 群 G+, 它 是 三 维 空间 连续 的 Abel 群 , 与 Hamiltonian 对 易 . 
转动 ” 绕 通 过 质心 任何 方向 的 一 个 轴 的 转动 , 是 整个 分 子 的 转动 , 这 种 操作 使 整个 
分 子 的 Hamiltonian 不 变 . 转动 可 表示 成 一 个 3 x3 的 正 交 和 矩阵, 设 户 为 转动 算 子 , 有 


x 
y |=4 
Ga G> 033 JX 


在 转动 下 ,两 个 矢量 的 标量 积 不 变 . 距离 可 表示 成 两 个 矢量 的 标量 积 , 故 在 转动 下 两 点 
间 的 距离 保持 不 变 . 
户 (R : R,) = RAAR, = R, °: R, 


Gn ao 3 x 


y 
z 


ÊR = 


C21 An 023 


X, X, Xs Z, X, Xs 
PIR, (R, xR,)] = A y yx ys = i X s 
2 Z Z Z 2 Z 


= R, : (R, x R,) 
vV’=s V N 
Ri = (R, - R,) : (R, - R,) 
以 上 说 明 自 旋 - 轨 道 耦合 在 转动 下 保持 不 变 , 四 极 矩 也 不 变 . 这 反映 出 空间 是 均匀 的 , 没 
有 一 个 方向 有 特殊 性 , 转动 操作 与 整个 分 子 Hamiltonian 是 交换 的 . 所 有 三 维 空间 的 这 种 
转动 构成 一 个 群 一 一 三 维 空间 的 旋转 群 Cr, 这 个 群 使 分 子 的 Hamiltonian 保持 不 变 , 并 
与 Hamiltonian 对 易 . I 
置换 电子 坐标 ”两 个 电子 的 交换 , 使 分 子 的 Hamiltonian 保持 不 变 . 
例如 : I 


a 1 2 ... 

Ê, -| r) 
a, G, ... Cn 

入 a a. 

Ê, =| = | ' % a 
b, b, bJ Nba- ba b 


一 一 ， -~ — 
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则 


a a a, G, ... An 1 2 ... n 
Ê, ` Š, = [ ) 
ba b, o bala a, eo G, 


BD SO = E, P,, P,, o B TER, 有 n! 个 元 素 . 
置换 相同 核 ( 坐标 和 自 旋 ) ”等同 核 的 置换 包括 坐标 和 自 旋 的 置换 例如， A,B,C 分 
TRA a 个 等 同 的 A 核 , b 个 等 同 的 B 核 , 个 等 同 的 C Z, 它 的 全 同 核 置换 群 
CNP =S OSP OSO 
CNP 群 保持 Hamiltonian 不 变 , 与 Hamiltonian 对 易 . 
反 演 ” 反 演 操作 使 矢量 和 动量 改变 符号 , 但 保持 自 旋 和 和 角 动量 不 变 . I 为 反 演 算 
+, 有 


在 反 演 动作 下 , 整个 Hamiltonian 不 变 . 
时 间 倒 反 时 间 倒 反 操 作 ， 只 使 时 间 反 演 , 不 改变 空间 . 设 友 为 时 间 反 演算 子 , 有 


R(t) =-t 
ÊR = R 
s dR dR 
K d 
dR) _ _ dR 
R[R x)" Rx 


所 以 , 在 时 间 反 演 下 ,8 一 -S:, L -1, 使 Hamiltonian 保持 不 变 , 它 本 身 构成 一 个 群 
一 一 时 间 反 演 群 &,. 

上 述 的 6 类 算 子 , 本 身 组 成 一 个 群 . 这 6 类 算 子 与 严格 的 Hamiltonian 对 易 ， 整 个 
Hamiltonian 群 是 这 6 个 群 的 乘积 . 一般 地 , 时 间 反 演 群 在 本 征 值 、 本 征 函 数 的 分 类 时 不 
起 作用 ,只 在 讨论 John-Teller 效应 时 要 予以 考虑 , 故 下 面 称 之 为 Hamiltonian 群 的 Gantt 
是 上 述 5 个 群 的 直接 乘积 群 ,不 包括 时 间 反 演 群 . 

Gau = COCOG? QE @! 

下 面 讨论 Hamiltonian 群 中 5 个 子 群 的 表示 . 

1° 平移 群 的 表示 

分 子 的 定 态 Shcrodinger 方程 

HY = EV 
通过 坐标 变换 ， 可 以 分 为 质心 运动 和 分 子 内 部 运动 两 部 分 , 即 


x í í í í í í í í í í 
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l > 
H= MV cu + Hin 
其 中 五, 是 分 子 内 部 作用 Hamiltonian， 本 征 函 数 可 写 为 


P= Po x W, ' 
本 征 值 为 
E = Eou + E, ， 
质心 运动 方程 为 
1 
"M V tu Bem = Ecu cu 
解 得 
Pen = e 8 
和 
KE 
Em = 2M 


其 中 , KK 相当 于 动量 . 平移 算 子 作用 于 Yat 
户 = ex: (R+A) = e Aun 
通常 , 平移 群 作用 在 质心 上 的 影响 不 予 考虑 . 
2° 旋转 群 的 表示 
分 子 转动 本 征 方程 为 


PEU, M) =J(J + 1) 9p(J7, M) 
Î,Y(J, M) =MW(J, M) 
其 中 , J 为 总 动量 量子 数 ;7. HHE: ƏF 880 2yBt;p(J, MERER H JAJ 38 
与 Hamiltonian 对 易 , 其 相应 转动 本 征 函 数 可 以 用 不 可 约 表 示 J, H KER. 
3° 电子 置换 群 ST 的 表示 . 
任何 置换 可 表示 成 对 换 的 乘积 , 第 七 章 已 讨论 过 了 置换 表示 为 对 换 的 乘积 的 方法 不 
是 唯一 的 , 但 置换 的 奇偶 性 是 唯一 的 . 
按 泡 利 原理 , 由 于 电子 是 费 米 子 , 自 旋 为 1/2, 交换 两 个 电子 , 电子 态 波 函数 只 改变 
符号 , 因而 电子 态 波 函数 所 属 电 子 置换 群 的 不 可 约 表示 是 确定 的 , 为 全 反对 称 表示 . 
4° RARER COO HER 
形 如 A。B,C。 的 分 子 全 同 核 置换 群 为 
Cam ~ sO) WS SO 
如 为 费 米子 ， 自 旋 为 半 整 数 ， 则 ' 
P; = -1 
如 为 玻 色 子 ,， 自 旋 为 整数 , MUJ 
P; =1 
可 见 , 核 波 函数 所 属 全 同 核 置 换 群 COO 的 不 可 约 表 示 也 是 确定 的 ， 自 旋 为 半 整 数 和 整 
数 , 分 属 -1 和 1 的 不 可 约 表示 . | ' 
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5° 空间 反 演 群 7 
反 演 群 了 7 只 含有 2 个 元 素 
E, I 
其 不 可 约 表 示 见 下 表 . 
反 演 群 了 的 不 可 约 表示 特征 标 表 


I E I 
` r, 1 1 
r, 1 -1 


其 中 , EFT 的 状态 波 函 数 有 正字 称 , 属于 T, 的 有 负 字 称 . 
8.1.2 全 同 核 置换 反 演 群 CNPI 


在 上 节 所 讨论 的 分 子 Hamiltonian 对 称 群 
Gan = CrQ@CrGQCC QEP I! 
中 平移 群 G, 和 转动 群 Gx 与 分 子 内 部 运动 没有 关系 .因而 一 般 都 不 予 讨论 , 而 电子 置换 
群 6‘” 与 核 运动 无 关 , 在 讨论 分 子 的 振动 和 转动 运动 时 ,只 须 讨论 群 Gs” QI, 称 这 个 
群 为 全 同 核 置 换 反 演 群 , WH CNP, 这 个 群 对 研究 分 子 光谱 理论 是 十 分 重要 的 . 

对 于 一 定 的 分 子 CNPI 群 仅 决定 于 分 子 构成 ， MATR. 下 面 举 例 对 分 子 的 CNPI 群 
进行 说 明 . 

1. H,O 的 CNPI 群 

H20 分 子 中 含有 2 个 全 同 的 质子 和 1 个 氧 原子 , 从 分 子 式 可 以 立即 得 到 其 CNPI 群 . 

CNPI =S, @1 

={E, (12)] @ IE, T| 

=|E, (12), I, 1(12))} 
此 CNPI 群 共有 2! x2 =4 个 群 元 素 . H,0 分 子 的 分 子 点 群 是 从 H,0 分 子 的 构 型 得 到 的 . 
HO 分 子 中 含有 一 个 C: 轴 , 2 个 通过 C, 轴 的 对 称 面 , 连同 单位 元 素 , 构成 总 共 4 个 元 素 
的 点 群 . 

Ca = {E, C,, Oys Ol 

HO 分 子 的 CNPI 群 和 分 子 点 群 虽然 都 是 4 个 元 素 , 但 二 者 是 不 同 的 ，C;, 群 不 能 反映 
Euler 角 的 变化 , 所 以 不 能 用 来 讨论 H,0 分 子 的 转动 光谱 , 而 只 能 讨论 其 振动 光谱 ;而 
CNPI 群 可 以 反映 Euler 角 的 变化 , 既 可 用 来 讨论 振动 光谱 , 也 可 讨论 转动 光谱 . 但 这 两 
个 群 是 同 构 的 , 特征 标 表 是 一 样 的 . 

图 8.1.1 给 出 的 是 H,0 分 子 的 CNPI 群 4 个 元 素 和 C, 群 4 个 元 素 之 间 的 关系 , 其 中 
坐标 原点 在 质心 , 1.2 为 两 个 质子 H 的 标号 , 箭头 代表 H 核 在 平面 内 的 移动 方向 , OO 
代表 电子 的 坐标 . 从 图 8. 1. 1 中 可 以 看 出 , 分 子 点 群 的 元 素 Coy M cx 可 以 通过 CNPI 
群 的 (12) , 和 7(12)3 个 元 素 分 别 绕 y 轴 、z RHN x 轴 转 180° 角 得 到 .由 此 可 见 , 用 CNPI 
群 得 到 的 图 像 和 用 分 子 点 群 得 到 的 图 像 是 不 同 的 , 但 它们 之 间 可 以 通过 绕 二 重 轴 的 转动 
而 互 变 , 使 两 个 群 的 元 素 一 一 对 应 , 因此 , 这 两 个 群 是 同 构 的 . 
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02 A12) 

图 8.1.1 H,O 分子 的 CNPI 群 和 C,, 群 元 索 之 间 的 关系 
2. CH,F 的 CNPI 群 
CH,F 的 CNPI 群 为 

CNPI =S, QI 
={E, (12), (23), (31), (123), (132)! @ IE, I| 
=|E, (123), (132), (12) ", (23), (31), 1, 
(123) *, (132) *, (12), (23), (13)] 


其 中 ( )'=I ), 前 6 个 元 素 组 成 CNPI F F 
群 的 一 个 子 群 , 这 个 子 群 作用 到 CH,F 分 子 | | 

上 , 保持 其 左旋 或 右 旋 不 变 , 如 图 8. 1.2 所 C 

示 . 其 中 1, 2,3, 38934 HRR, 从 r | Sa I| S 
图 中 可 以 看 出 , 左边 按 1, 2, 3 方向 是 右 Hh W 
旋 , 右边 为 左旋 ,两 个 结构 互 为 镜像 , 这 两 图 8.1.2 CHF 的 左旋 和 右 旋 构 型 


种 结构 不 能 通过 空间 转动 得 到 , 只 能 通过 伞 形 振动 或 2, 3 两 个 H 核 交 换 才 能 得 到 . 然而 
CHF 分 子 不 能 通过 这 两 种 方式 实现 镜像 互 变 ， 所 以 不 需要 CNPI 群 的 全 部 元 素来 讨论 它 
的 光谱 . 这 相应 于 在 CHsF 分 子 的 势能 面 上 有 两 个 极 小 值 , 一 个 左旋 结构 ,一 个 右 旋 结 
FJ, 两 个 极 小 值 之 间 势 驴 很 大 , 不 能 互 变 , 并 且 两 个 结构 没有 相互 作用 , 能 级 简 并 , 在 光 
谱 上 测 不 出 其 光谱 的 分 裂 , 因此 只 需 用 CNPI 群 中 子 群 一 一 MS 群 就 可 以 来 讨论 CHF 分 
子 的 光谱 . 
CHsF 分 子 的 这 种 不 改变 其 左旋 或 右 旋 方 式 的 MS 群 与 分 子 点 群 C。 = IE, G, G, 
Oi, O2, os | 是 同 构 的 . 
若 有 伞 形 振动 ( 即 两 个 镜像 构 型 能 够 互 变 , 如 NH, PE CH, 等 ) , 就 须 用 CNPI 群 的 
全 部 来 讨论 光谱 . 
CNPI = MS @ {E, l 
2C, O IE, T} 
= D;, 
此 时 CNPI 群 也 称 为 MS 群 , 它 同 构 于 Daf, 所 以 在 讨论 NH, 或 CH, 的 光谱 时 要 用 Da 
而 不 能 用 Cs,. 
这 个 例子 说 明 CNPI 群 不 一 定 等 于 MS 群 ， CH, F 因为 有 两 个 等 价 构 型 , 不 能 互 变 ， 
其 MS 群 是 CNPI 群 的 一 个 子 群 ,其 元 素数 目 只 是 CNPI 群 的 一 半 ; 而 对 NH, 分 子 , 其 两 
个 等 价 构 型 能 互 变 , 就 要 用 CNPI 群 的 全 部 也 称 MS 群 来 讨论 其 光谱 .所 以 选择 MS 群 要 
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对 具体 的 分 子 作 具体 的 分 析 . 
3. H,C =CH, 的 CNPI 群 
H,C 一 CH: 分 子 中 有 4 个 等 同 H X, 2 个 等 同 C 核 
CNPI =S,@S,@] 
CNPI 群 含 有 4! x2! x2 =96 个 元 素 , 有 12 个 等 价 结 构 ， 如 图 8. 1.3 所 示 . 


1 3 1 4 1 3 1 4 
~ /7/ ` N Z ~ Z 
5 一 一 6 5 6— 6 一 一 5 
Z ` Z `N ⁄ ` ⁄ ` 

3 2 4 3 
(a) (b) (e) (d) 
1 2 1 4 1 2 1 4 
N 
5—6 5—6 6—5 6—5 
了 了 
3 4 3 2 3 4 3 2 
(e) (£) (g) (h) 
1 2 1 3 1 2 1 3 
5 一 一 5—6 6—5 6—5 
4 3 4 2 4 3 4 2 
Gi) G) (k) Q) 


8.1.3 H,C==CH, 的 12 个 等 价 构 型 


图 8.1.3 中 ,1,2,3, 4 为 4 个 日 核 的 标号 ;5, 6 为 2 个 C 核 的 标号 . 从 图 中 可 以 看 
出 , 第 2 列 是 第 工 列 通过 内 旋转 得 到 的 ;第 3, 4 两 列 是 1, 2 两 列 中 各 元 素 对 调 5, 6 标号 
得 到 的 . 这 12 个 等 价 构 型 不 能 用 空间 转动 得 到 ,也 不 能 通过 对 称 中 心 的 反 演 得 到 , 因而 
在 势能 面 上 有 12 个 极 小 值 , 很 难 互 变 , 在 光谱 线 上 12 条 谱 线 不 分 裂 , 只 有 在 高 能 量 状 
ST, 1, 2 两 列 可 以 通过 内 旋转 互 变 , 3, 4 两 列 也 可 以 通过 内 旋转 互 变 , 这 样 1, 2 两 列 
和 3, 4 两 列 有 相互 作用 . 

分 子 H.C =CH, 还 存在 有 内 旋转 和 无 内 旋转 的 两 种 情况 , 这 两 种 情况 的 分 子 对 称 群 
MS 是 不 同 的 , 下 面 说 明 它 们 . 

1° 无 内 旋转 

每 个 等 价 结构 含有 96/12 = 8 个 群 元 素 . 

MS = E, (12)(34), (13)(24), (14) (23)} Q IE, I 
20, © {E, o} = Da 


这 样 MS 群 是 一 个 含有 8 个 元 素 的 群 ， — 

同 构 于 D,,， 从 图 8. 1.4 可 以 看 出 ， (12) 5—6 
(34) 相 当 于 绕 5, 6 轴 转 180。 (13) (24) X N 
(56) 相 当 于 绕 平面 内 垂直 于 5，6 的 轴 转 图 8.1.4 HLC 一 CH 分子 


180°, (14) (23) (56) 相当 于 绕 垂 直 于 平面 
和 5, 6 轴 转 180°. 
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2° 内 旋 轴 
此 时 要 考虑 (12) ，(34) 这 两 个 群 元 素 
MS =|[E, (12), (34), (12) (34), (13) (24) (56) , 
(14) (23) (56) , (1324) (56) , (1423) (56) | @ [E, 1) 

共有 16 个 群 元 素 , 这 样 H,C 一 CH 分 子 有 内 旋转 或 相互 作用 强 时 ,就 要 用 这 16 个 元 素 
的 群 来 讨论 其 光谱 了 . 

上 面 我 们 讲 了 3 个 例子 , H,0 分 子 只 有 一 个 平衡 构 型 ，MS 群 等 于 CNPI RE; CHF 有 
2 个 平衡 构 型 ，MS 群 只 用 CNPI 群 中 的 一 半 元 素 ，CzH4 有 12 个 等 价 构 型 ，MS 群 只 有 8 
个 元 素 , 考虑 内 旋转 时 , 须 用 16 个 元 素 的 MS 群 来 讨论 . 


8.2 CNPI 群 与 分 子 对 称 群 


上 一 节 讨论 了 CNPI 群 的 理论 基础 ,实际 上 ,. CNPI 群 是 Hamiltonian 群 的 子 群 ， 
Hamiltonian 群 由 6 个 子 群 的 直接 乘积 构成 ，CNPI 群 包 含 了 Hamiltonian 群 中 CNP 群 和 反 演 
群 这 两 个 子 群 ， 在 这 一 节 将 要 具体 讨论 CNP 群 和 分 子 对 称 群 , 即 MS 群 . 其 中 MS 群 是 
CNPI 群 的 一 个 子 群 . 对 于 一 些 分子 , 由 于 其 特有 的 分 子 结构 , 可 不 用 CNPI 群 , 而 用 它 
的 一 个 子 群 MS 群 就 可 进行 讨论 分 子 振动 转动 光谱 ,从 而 大 大 简化 了 处 理 过 程 ， 本 节 将 
讨论 如 何 利用 具体 分 子 的 性 质 来 选择 MS 群 . 


8.2.1 CNPI 群 与 分 子 点 群 


CNPI 群 和 分 子 点 群 本 质 上 是 不 同 的 , 其 不 同 点 主要 有 : 
(1) CNPI R COO KER, ATARA G 来 表示 ,GC 与 Hamiltonian 交换 , BB 


[G es. H] =0 
Ti G 1; H pR 
[G, H] =[G, H° + H'] 
=[G, H°] +[G, H'] 
=[G, H'] # 0 
其 中 


P = H. + Hon + Hace + Hospin + Hnspin 
H' 是 五 中 的 其 它 作 用 , 可 视 为 微 扰 . 分 子 点 群 可 用 来 讨论 振动 光谱 , 它 可 以 由 分 子 的 平 


衡 结构 确 定 , 但 是 因为 6 与 五 不 对 易 , 有 必要 用 CNPI 群 来 讨论 分 子 光谱 . 


(2) CNPI 群 可 用 来 讨论 振 转 光谱 ， 而 分 子 点 群 只 能 用 来 讨论 振动 光谱 , 不 能 讨论 转 
动 光谱 , 其 原因 是 G 中 的 操作 不 反映 Euler 角 的 变化 . 
(3) CNPI 群 由 分 子 式 确定 , 而 分 子 点 群 由 平衡 结构 确定 . 这 看 起 来 CNPI 群 很 简单 ， 
但 其 群 元 素 太 多 , 在 具体 应 用 时 仍 要 考虑 平衡 结构 . 例如 
H, 21x2 =4 
H,0 2! x2 =4 
BF, 3! x2 =12 
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CH,F 31x2=12 
CH, 4! x2 =48 

C,H, 41x21 x2 =96 

SF, 6! x2 =1440 

C,H, 6! x2! x2 =2880 
C,H,OH 6!x2!x2=2880 
CH, 6! x6! x2 = 1036800 


从 上 面 几 个 例子 可 以 看 出 ，CNPI 群 对 于 复杂 分 子 , 其 群 元 素 太 多 , 实际 上 应 用 CNPI 群 
来 讨论 分 子 光 谱 , 不 仅 要 考虑 分 子 式 , 也 要 考虑 平衡 结构 , 结合 具体 的 分 子 , 利用 其 子 
群 MS 群 来 讨论 . 
8.2.2 等 价 平衡 构 型 与 MS 群 

1. 等 价 平衡 构 型 

讨论 分 子 光谱 可 用 MS 群 的 原因 是 因为 分 子 有 等 价 的 平衡 构 型 , 通常, 在 势能 面 上 
有 多 个 极 小 值 , 每 个 极 小 值 代表 一 个 平衡 构 型 , 讨论 分 子 光谱 实际 上 只 须 用 CNPI 群 的 
子 群 MS 群 , 因此 等 价 平衡 构 型 的 概念 很 重要 ， 因 为 它 能 帮助 我 们 如 何 选 取 MS 群 . 

1° CH, 的 MS 解 

CH, 的 势能 面 上 有 如 图 8. 2. 1 所 示 的 几 种 特殊 构 型 . 


图 8.2.1 CH, 在 势能 面 上 几 个 特殊 构 型 


不 难看 出 , 若 处 于 能 量 极 小 值 的 构 型 (a) 中 , 当 上 面 的 两 个 五 往 下 挪动 , 下面 的 两 
A HEER, 至 同一 个 平面 时 , 能 量 最 高 ;继续 挪动 , 至 另 一 个 能 量 极 小 值 构 型 (c). 
(a) 为 一 个 极 小 值 ，(c) 为 另 一 个 极 小 值 , 一 个 极 小 值 至 另 一 个 极 小 值 必须 经 过 一 个 势 
Z. (a) 和 (c) 为 等 价 平衡 构 型 , 互 为 镜像 结构 , 对 CH, 而 言 , 两 个 平衡 结构 之 间 不 能 互 
变 , 讨论 CH, 的 光谱 时 ,只 须 用 CNPI 群 一 半 群 元 素 构成 的 MS 群 即 可 , CH, 的 MS 群 同 
HF T, 群 . H, H 

光谱 实验 已 经 证 明 CH, 有 相 邻 两 条 
谱 线 离 得 很 近 的 特点 , 每 两 条 可 看 成 一 


Cu... n uC 
组 , 由 于 隧道 效应 使 谱 线 有 少许 分 列 ， p4 NE n” 
这 说 明 CH, 分 子 存在 两 种 等 价 平衡 构 H H, H H, 


型 ,如 图 8. 2. 2 所 示 . 图 8.2.2 CH, 分 子 的 两 个 等 价 平衡 构 型 
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这 两 个 等 价 的 平衡 构 型 互 为 镜像 , 用 空间 的 旋转 不 能 使 它们 互 变 . 
MS 群 只 用 CNPI 群 的 一 半 元 素 , 即 48/2 =24 个 元 素 , 与 T, 群 同 构 , MS 2T, MS 
群 的 元 素 为 : 


(123 ) (12) (1234) * 
(132) (12)(34) (13) ° (1324) ° 
r (124) (13) (24) (14) ` (1423) * 
(142) (14) (23) (23) `" (1243) " 
(134) (24) * (1342) ` 
(143) (34) ` (1432) * 
(234) 
(243) 


2° C,H, 的 MS 解 . 
C,H 的 CNPI 群 有 4! x2! x2 =96 个 元 素 , 在 势能 面 上 有 如 图 8. 1. 3 所 示 的 12 个 等 
价 平衡 构 型 , 图 中 1, 2, 3, 4 为 4 个 是 的 标号 ;5, 6 为 2 个 C 的 标号 ;第 2 列 为 第 1 列 的 
右 端 绕 5, 6 轴 转 180°; 第 3 列 为 第 1 列 交换 5, 6 两 个 核 的 位 置 ;第 4 列 为 第 2 列 交换 5， 
6 两 个 核 的 位 置 . 这 是 没有 内 旋转 时 的 等 价 平衡 构 型 , 实际 上 CH, 中 的 双 键 内 旋转 势 又 
较 大 , 这 12 个 等 价 平衡 结构 之 间 没 有 相互 作用 ,此 时 12 条 谱 线 简 并 ,只 须 用 96/12 =8 
个 元 素 的 MS 群 来 讨论 其 光谱 . f 
MS = E, (12)(34), (13) (24) (56), (14)(23) (56) ] @ IE, I) 
<D, @ {E, o, | 
= D,, 
若 其 有 内 旋转 , 则 如 图 8. 2. 3 所 示 , 上 述 两 个 等 价 平衡 结构 之 间 有 相互 作用 ， 12 个 
等 价 结构 组 成 6 对 ,MS 群 的 群 元 素 个 数 为 96/6 = 16. 此 时 须 考 虑 (12) ，(34) 这 两 个 对 
称 操 作 元 素 , 使 得 MS 群 的 元 素 个 数 由 8 增 至 16. 
MS ={E, (12), (34), (12) (34), (13) (24) (56), (1324) (56) 
(14)(23)(56), (1423)(56)] @ {E, I} 


= Ç, @ C, @ C, @ C, 
1 3 1 4 
Z ` Z 
5— 二 一 5—6 
/ ` / N 
2 4 2 3 


图 8.2.3 C,H, 内 旋 相 互 作用 
2. CH,F, NF,, NH, , BF, ，CH 和 HN, 的 MS 群 
下 面 所 举 的 几 个 例子 , 都 含有 3 个 等 同 核 , 其 CNPI 群 相同 . 
CNPI =S, @ 1 
={E, (12), (23), (31), (123), (132)} @ IE, I} 


1am -一 -一 一 一 
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但 MS 群 却 因 构 型 不 同 而 异 , 其 中 
. MSCCNPI 
1° CH,F 
CHF 分 子 有 两 个 镜像 结构 , 不 能 互 变 , 在 势能 面 上 有 了 两 个 极 小 值 ， 两 个 极 小 值 之 间 
的 势 又 较 大 ，MS 群 只 须 用 CNPI 群 一 半 的 元 素 , 它 同 构 于 Cs,, 图 8. 2.4 给 出 了 这 两 种 镜 
像 结 构 的 示意 图 . 
MS =|[E, (123), (132), (23)" , (31)*, (12) "| 


2E, C,, Č, Ous On, Ca} = Cy 
| | | 
人 A, 
H, Na PA H, F 
图 8. 2.4 CHF 的 两 种 镜像 结构 图 8.2.5 NF, 的 平衡 结构 


2° NF, 

NF, 的 MS 群 与 CHF 的 相同 , 因为 NF 键 能 很 强 ， 两 个 等 价 平衡 结构 不 能 互 变 ( 
8.2.5). 

3° NH, 

NH, 有 伞 形 振动 , 左旋 \ 右 旋 可 以 互 变 , 在 势能 面 上 两 个 极 小 值 之 间 的 势 人 又 只 有 
2000 cm -1 ,其 MS 群 和 CNPI 群 相同 , 同 构 于 Da (图 8. 2.6). 


3 3 


、 图 8.2.6 NH, 的 两 种 结构 


4° BF, | 

BF, 为 平面 结构 , 3 个 下 和 8B 在 同一 个 平面 上 (图 8.2.7) ,MS 群 和 CNPI 群 相 同 . 
F H 
F H 

图 8.2.7 BF, 分 子 结构 图 8.2.8 CH, 分 子 结构 

5° CH, 

CH, 为 平面 结构 (图 8.2.8), E BF,, 亦 有 MS = CNPI 

6° HN, 


HN, 含有 3!x2 =12 个 元 素 , 有 6 个 等 价 平衡 构 型 , 不 能 互 变 ( 图 8. 2.9), 故 MS 群 
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的 元 素 个 数 为 12/6 =2， 


MS = IE, I| 
N,— N,—N, N, —N,—N, 
H H 
(a) (b) 
N,——N,—N, N,——N,—N, 
Z Z . 
H H 
(c) (d) 
N,——N,—N, N,——N,—N, 
H H 


(e) l (£) 


Æ 8.2.9 HN, 分 子 结构 
8.2.3 CNPI 和 MS 群 的 关系 


设 CNPI 群 为 一 个 大 群 G6, G= {E, G,, G,, =, Clo 其 不 可 约 表示 为 T'”， 相应 的 
MS 群 为 一 个 小 数 群 0, Q= E, Q,,Q;,…, Q}, OCG, 若 用 群 G 的 不 可 约 表示 ”来 
组 成 群 @ 的 表示 “(0Q,) ,r=1, 9, =, q. “(0Q,) 一 般 是 可 约 的 . 下 面 讨论 T (0,) 
是 如 何 向 ”分解 的 . - 
1. CNPI 群 的 分 解 
CNPI =Ç = {E, G, G, *…, G,| , 名 个 元 素 - 
MS =Q = {E, Q, 0;,…, Qu} g CRR 
g/q =p, p 代表 有 多 少 个 等 价 平衡 构 型 ， 即 在 势能 面 上 有 p 个 极 小 值 , 极 小 值 之 间 有 势 
Ze. 亦 即 在 势能 面 上 有 p 个 区 域 , D., D,,…, Dy AD 区 域 的 等 价 平衡 结构 得 到 了 D. 
区 域 的 MS R Q, 则 , 
QD, =D, 
在 6 中 , 总 可 以 找到 不 属于 Q 的 群 元 素 K,, Ks, …, K, 作用 于 D, 上 , 有 
K,D, =D, = K,QD, = D, 
K,D, =D => K,QD, = D, 
KD =D, = K,QD, =D, 
PD C 中 的 元 素 可 分 成 p 类 , 第 一 类 为 Q, 第 二 类 为 K,Q, 第 三 类 为 K,Q, …, 第 p 类 为 
K,Q. 可 用 反 证 法 证 明 , 不 同类 之 间 的 元 素 是 不 同 的 . 
R KQ, =K,Q,, MEALA MRR O- , 得 
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K,Q,Q;' = K,Q0,Q;' 
K, =K,Q,Q;' 
因为 QO 仍 为 Q 的 元 素 , 有 
K, = K,Q, 
则 
K,D, = K,Q,D, = D, 
即 K, 作用 于 D, 上 等 于 D, 与 原先 的 定义 不 符 , 故 
K,Q,# K,Q, 
对 于 群 G, 含有 p 个 区 , 可 以 按 左 陪 集 向 它 的 子 群 0 分 解 . 
C=O+KO+…+KO 
其 中 , KiQGi=2, 3,，…，P) 为 @ 的 左 陪 集 . 
由 此 , AD 出 发 , 总 可 找到 G 中 的 元 素 , 作用 于 D, 上 得 到 另外 的 区 域 . 临近 的 等 
价 平 等 构 型 之 间 的 性 质 是 相似 的 , 各 区 域 间 是 可 以 通过 G 中 的 元 素 作用 而 变换 . 
2. 各 个 区 域 的 MS 群 
由 上 面 的 讨论 得 知 , 车 D, 的 MS 群 为 86, 可 以 证 明 , D, 区 域 上 的 MS 群 就 是 
K,QK;' ， 即 由 0 经 过 相似 变换 而 得 到 . 
1° 证 明 K,QK; ' 组 成 一 个 群 
(1) 存在 单位 元 素 : 若 Q 中 有 单位 元 素 E, 则 KOK 集合 中 亦 有 
K,QK;' = K,K;! = E 
(2) 封闭 性 : 因为 
(K,Q,K;' ) (K,Q,K;`) =K,Q,K;'K,Q,K;' =K,Q,K;' 
其 中 , 0, =Q,Q,, 满足 封闭 性 . 
(3) 结合 律 当然 满足 , 因为 上 和 Q 都 是 6 中 的 元 素 . 
(4) 存在 逆 元 素 
(K,Q,K;') `! =K,Q, `'K;' 
Q, H Q 中 的 元 素 . 
2° Q 5 K,Q,K;' 是 同 构 的 
Q ={E, Q,, Q3, =, Q) 
K,QK;' =E, K,Q,K;' , K,Q,K;' , 5 K,Q,K;' | 
BJ Q 与 K,QK;' 两 个 群 中 的 元 素 一 一 对 应 , 并 且 q 中 的 两 个 元 素 相 乘 对 应 于 KOK 中 
两 个 对 应 元 素 相 乘 ， 如 
Q,Q,—(K,Q,K;')(K,Q,K;') =K,(0,Q,)K;' 
因此 , Q -3 K,QK; 是 同 构 的 , 并 且 
K,QK; D, =K,QK;'K,D, =K,QD, = D, 
因此 , K,QK; 仍 是 G 中 的 一 个 子 群 , 作用 在 D, LDE D, K, K,QK;' 是 D, 上 的 MS 
JE. 
这 样 , MA D, 区 的 MS # Q 出 发 , 通过 相似 变换 就 可 得 到 其 它 区 域 的 MS 群 : 
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D, Q 

D, K,QK;' 
D, K,QK;'' 
D, K,QK,! 


例 1 CH, 分 子 
CNPI = S. @I, z = 48 
MS 2 T,, q = 24 
p =48/24 =2， 即 有 2 个 等 价 平衡 结构 , 分 D, , D, 两 个 区 域 . 
CNPI 群 可 向 其 子 群 MS 群 分 解 . 
CNPI = T, + (12)7, 
2 个 区 域 的 MS 群 分 别 为 
D: T, 
D,: (12)T,(12) 
例 2 CH, =CH, 分 子 
CNPI = Gs = S, @S, QI, z = 96 
MS =Q, q=8 
p =96/8 =12, 即 有 12 个 等 价 平衡 结构 , 分 D, D, =, Do, 12 个 区 域 ， 
G, =Q + (34)Q + (56)Q + (56) (34) Q + --- 


各 个 区 域 上 的 MS 群 为 
D, Q 
D, (34) Q(34) ~ 
D, (56)Q(56) ~ 
D, (56) (12) Q(12) (56) 
3. AAA 
D, 的 不 可 约 表示 为 
| 11, V,» 


其 中 1 代表 第 1 区 的 标号 入 为 不 可 约 表示 标号 ;V 为 不 可 约 表示 v 的 基 函 数 标号 . 
D, 的 不 可 约 表示 的 基 范 数 , 可 由 K, 作用 于 D, HERSES 
12, V,)> = 天 ;11 ， V,)> 
由 此 , p 区 上 的 不 可 约 表示 基 函 数 为 ， 
ip, V,» =K,11, V,) 
它 是 由 K, 作用 于 D, 的 基 函 数 上 得 到 的 . : 
因此 , 若 已 知 一 个 区 域 上 的 不 可 约 表示 的 基 函 数 , 另外 区 域 的 不 可 约 表 示 基 函数 可 
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立即 得 到 . ` 

每 个 等 价 平衡 构 型 都 有 不 可 约 表 示 的 基 函 数 , 这 些 基 函数 的 集合 组 成 了 CNPI 群 的 
表示 , 单个 区 域 的 表示 不 能 组 成 CNPI 群 的 表示 . 

各 个 区 域 上 不 可 约 表示 的 基 函 数 之 间 有 如 下 的 性 质 : 

(m, u, pll, v, v) = Š,,8,,Š,, 
这 表明 , 不 同 的 区 域 ` 不 同 的 不 可 约 表示 以 及 相同 不 可 约 表 示 不 同 的 基 函 数 之 间 积 分 为 
(m, u, WIGll, v, vo) =(l, u, pI K3'G,K,Il, v, vY 
上 式 不 等 于 零 的 必要 条 件 为 
Ka GKieQ 
Ep K! GK, 必 在 D, 区 . 
K;'G,K,=Q,, Q, e Q 
所 以 , G; =K,Q,.Kí' ， 属 于 这 种 形式 的 G, 才 使 得 
(m, u, 1G,11, v, v) 天 0 

4. 相关 性 原理 

如 果 CH, 有 Di , D, 两 个 区 域 , 若 两 个 区 域 无 相互 作用 , 则 只 会 有 一 条 谱 线 , 若 存 在 
相互 作用 , 谱 线 便 分 裂 成 2 条 (图 8.2. 10). 


图 8.2. 10 CH, 分 子 的 能 量 相关 图 
Xin C,H, 有 Di, D,, e, Do, 共 12 个 区 , 若 无 作 用 时 ， 只 有 一 条 谱 线 ,此 时 按 
MS 群 的 不 可 约 表 示 来 标志 . 若 能 量 高 时 , 相互 作用 很 强 , 谱 线 全 部 分 裂 , 这 12 条 谱 线 
要 用 CNPI 群 的 96 个 元 素来 分 类 , 它们 是 如 何 向 MS 群 分 解 的 ? 这 涉及 到 相关 原理 
1° 相关 原理 
设 有 两 个 群 ， 
大 群 : G=CNPI= 1!E， G, Gs, 00, Gts g 个 元 素 
小 群 : G=MS=[E, Q, Q3, =, Ql, gq 个 元 素 
Q 为 G 的 一 个 子 群 . 
设 (CG) 为 群 G 的 不 可 约 表示 ， 
T® (G) ={r® (E), T® (6), T(G), =, T®(G))} 
从 大 群 G 的 不 可 约 表示 TO, RT RAR JM Q 的 表示 TO ( Q). 
r® (Q) ={r°® (E), T® (Q), T® (Q3), =, T (01 
有 (0) 一 般 是 可 约 的 . 假定 (0) 是 可 约 的 , yD ,yo2 为 群 Q 的 不 可 约 表示 ,人 * 
(Q) 可 以 写成 小 群 Q 不 可 约 表示 的 组 合 . 


To(0O) = $ np) (Q) 
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其 中 , nu 为 少 ”(@) 出 现 的 次 数 . 
从 群 的 特征 标 表 , 立即 可 得 nu 的 表示 式 : 


n. = TEXO OY) 


其 中 , q 为 群 0 的 阶 数 ; Xe (0 ) 为 Q, 在 TO 中 的 特征 标 沙 5 (O) K O Ep PR 
可 约 表示 的 特征 标 ; 求 和 遍及 群 Q 中 所 有 的 元 素 . 


p 个 区 域 的 基 函 数 
D, H, V,» 
D, I2, V, 
D, 13, V.) 
D, lp, V,) 


# v 是 一 维 的 ,就 有 P 个 基 函 数 ;车 > 是 二 维 的 , 就 有 2p 个 基 函 数 . 当 v 固定 , REAR 
数 的 集合 组 成 CNPI( = C) 群 表示 的 基 函 数 ， 它 们 也 可 以 分 解 为 


ma =+ ZEU v, vl Gil, v, v) y (C7) 
i i r 


- > Y EU, v, vl KOK IL v, v) y (KO K) 
-EE E EL 1011 o) xO 

r i v 
"T Ey I) 


~ Ex (OYP (Q) = mu 
这 就 是 相关 原理 mw = n... 因此 
PH(G) = S nar (G) 


这 里 是 说 , 小 群 Q 的 不 可 约 表示 扩充 到 大 群 的 不 可 约 表 示 后 , 它 可 按 大 群 的 不 可 约 表示 
来 分 解 . 

5. JX + 

下 面 讨论 大 群 GC 和 小 群 Q 的 对 称 操作 的 相关 表 . 

例 用 XY, 分 子 来 说 明 DA C, 群 的 相关 表 . . 

CNPI = S QI2D， 

由 于 XY, 存在 John-Teller 效应 , 3 个 XY 成 为 二 长 一 短 ， D KEE Cn MA, 由 于 John- 
Teler 效应 , 键 长 发 生变 化 , HAT 3 个 区 域 , D, D, MD, 这 3 个 区 域 若 无 相 互 作 用 ， 
3 条 谱 线 简 并 ，MS 群 同 构 于 C,,, 车 相互 作用 很 强 , 3 条 谱 线 分 裂 ， 就 要 用 万, 来 分 类 ， 
D N C;, 对 称 操作 对 应 关系 如 下 : 
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由 此 可 得 到 相关 表 8. 2. 1. 


8.2.1 相关 表 
Da 类 型 Cn 2831 Ca RER 。 D3 子 能 级 


Ds 有 4 个 一 维 的 , 2 个 二 维 的 共 6 个 表示 , 而 C, # 4 个 一 维 的 表示 . 

KEE Ds 的 E' 向 小 群 0, 分 解 成 41 + B,. 

KFE D, B "向 小 群 C2, 分 解 成 42 +B, 

小 群 Cph A, 向 大 群 六 分解 成 4; + 到". 

小 群 C,,B5 A, 向 大 群 D3 分 解 成 47 + Er. 

小 群 C: 的 B, 向 大 群 Dy 分 解 成 42 +E". 

小 群 0, 的 B, 向 大 群 Da ARR A, + E'. 
从 表 8. 2. 1 可 以 看 出 , C, 中 每 个 一 维 的 表示 有 3 个 简 并 的 表示 , 分 解 到 大 群 中 是 1 个 一 
维 的 和 1 个 二 维 的 表示 ， 即 分 裂 成 3 条 谱 线 . 


8.3 CNPEI 群 和 MS 群 对 非 刚性 分 子 光谱 的 应 用 


非 刚性 分 子 精确 的 Hamiltonian 可 按 8. 1 节 中 所 述 表示 出 来 , 近似 的 Hamiltonian ， 则 
.要 视 具体 的 非 刚性 分 子 而 不 同 . 20 世纪 60 年 代 以 来 , 有 很 多 关于 非 刚性 分 子 光 谱 应 用 
的 例子 , 本 节 讨论 3 个 非 刚性 分 子 的 例子 . 


8.3.1 CH,BF, 分 子 及 其 光谱 


CH,BF, 分 子 中 含有 1 个 C 一 B 键 , 3 个 等 同 x 
的 H 和 2 个 等 同 的 F, 上面 的 3 个 HH 和 下 面 的 2 i -人 人 
个 下 可 以 内 旋转 , 属于 非 刚 性 分 子 , CH,BF, 的 结 , — 
构 如 图 8. 3. 1 所 示 , 其 中 1, 2, 3 是 3 个 H 的 标 
=, 4, 5 是 2 个 F 的 标号 . 8.3.1 CH,BF, 的 结构 
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1. MS 群 
首先 ， 从 分 子 式 立 即 可 以 得 到 CH,BF, 分 子 的 CNPI 群 
CNPI = S,@S,@! 
其 CNPI 群 含有 31 x2! x2 =24 个 群 元 素 . 而 CH, BF, 的 MS 群 只 有 12 个 群 元 素 , 这 是 因 
为 CH, 是 一 个 陀螺 , 要 么 是 左旋 , 要 么 是 右 旋 , 右 旋 不 能 变 成 左旋 , 所 以 有 两 个 区 域 D, 
和 D, ,只 能 有 12 个 元 素 . 
MS =E, (123), (132), (12)°*, (23) ", (31) *;(45), (123)(45), 
(132)(45), (12)(45)*, (23)(45)", (31)(45)°] 

其 实 , CH,BF, 的 MS 和 群 可 以 看 作 是 前 面 的 6 个 元 素 {E, (123), (132), (12) * ，(23) , 
(31) IRELE, (45) 这 2 个 元 素 得 到 的 , 这 12 个 MS 群 的 元 素 可 以 用 图 8. 3. 2 表示 . 

从 图 8.3.2 可 以 看 出 ,(123) 相 当 于 E( 不 动 ) 绕 C—B 轴 逆 时 针 转 240°, 仍 为 右 旋 ; 
(132) 实际 上 是 (123 ) 的 逆 元 素 , 相当 于 绕 C—B 轴 转 了 120°, 两 个 了 位 置 不 变 ; 第 2 列 
是 相对 于 第 1 列 4, 5 对 调 一 下 , 第 3 列 是 在 第 2 列 上 加 一 个 反 演 , 从 图 中 可 以 看 出 , C 一 
B 轴 虽 然 反 向 了 , 但 3 个 H 仍 为 右 旋 不 变 ; 第 4 列 是 相对 于 第 3 列 4, 5 对 调 一 下 . 

CHsBF。 这 个 分 子 , 用 分 子 点 群 研 究 , 好像 是 C, 但 没有 3 重 轴 , 也 没有 2 重 轴 , A 
此 不 能 用 分 子 点 群 ， 只 能 用 分 子 对 称 群 来 研究 其 光谱 . 


1 1 2 : 73 2 /3 
~ ⁄ ~ r 
`<. Fd ` ~、 Pig 
4 <Ñ 5 5- 一 < -4 sra 4 5 
3 ` ` 
2 2 3 À É 
E 


(45) (23)* (23)(45)* 
2 2 F. ë: F. 2 
4----- 因 <---~- 5 于 ---- 入 <---~- 4 s—— ——— 
1 1 . ü 
3 3, 
(123) (123)(45) GD* (31)(45)* 
3 3 1 
x=. Z x. Z! 
`. ⁄ `. 
T. 5 -A 4 5a 4 
` ` 
1 2 1 2 À À 
(132) (132)(45) (12)* (12)(45)* 


图 8.3.2 CH,BF, 分 子 MS 群 元 素 
2. 特征 标 表 
群 论 应 用 于 光谱 , 主要 是 利用 群 的 特征 标 表 , 若 要 构造 出 CH; BF。 分 子 MS 群 的 特征 
标 表 , 可 利用 CH,BF, 分 子 的 MS 群 同 构 于 Da, MS:eD,,, 而 D3 的 特征 标 表 可 以 在 通常 
群 论 的 书 中 查 到 ,直接 得 到 MS 群 的 特征 标 表 . 表 8. 3. 1 是 CH,BF, 分 子 MS 群 的 特征 标 


- I. —— -—- 
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8.3.1 CH,BF, 分 子 MS 群 的 特征 标 


az) | 2) (123) (45) 
E (132) (31)° (45) (132)(45) 
(12) ° 
1 1 1 1 
1 1 1 
- 2 -1 
-1 
-1 
-2 


(23) (45) * 
(31) (45) * 
(12) (45) * 


3. 核 自 旋 
对 于 振动 或 转动 , 都 要 涉及 到 核 自 旋 . 就 质子 而 言 , 核 自 旋 为 1⁄2, 两 个 质子 交换 其 
波 函数 要 改变 符号 , 对 于 ”F 而 言 ， 自 旋 也 是 1/2, 2 个 ?F 交换 也 要 改变 相应 波 函 数 符 
号 . 由 于 核 自 旋 的 要 求 , 只 能 利用 2 个 互 或 了 交换 改变 符 导 的 不 可 约 表示 ,所 以 对 整个 
波 函 数 只 能 用 A 和 A, 这 两 个 不 可 约 表示 . 


在 CH;BF, 分 子 中 , 3 个 质子 H 的 自 旋 有 8 个 波 函数 ,8 个 波 函 数 可 以 分 解 成 


, 


m = 3⁄2, A, 
m =1⁄2, A +E 
m =-1⁄2, A +E 


m =-3⁄2, A 
对 于 2 个 下 的 自 旋 , 有 3 个 波 函 数 ,它们 分 解 成 
m = 1, A; 
m = 0, A +A 
m=-1, Aí 


表 8.3.2 给 出 了 H 和 下 自 旋 波 函数 的 分 解 . 


Gy aa 
aP, e B>os , Bi ay a 
a B,Bs, Pros , BiB2a 
B B;Bs 
aas 
a4B85 , Paas 


Babs 


4. 转动 


表 8.3.2 CH,BF, 的 也 和 F 自 旋 波 函数 的 分 解 


1 1 
3 3 
3 3 
1 1 
1 1 
2 0 
1 1 


转动 要 涉及 到 Euler 角 的 问题 ,首先 讨论 一 些 有 关 的 Euler 角 的 内 容 
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1° Euler 角 

考虑 两 组 坐标 系 , 一 组 是 固定 在 空间 的 , 质心 在 原点 的 OXYZ 坐标 , 另 一 组 是 固定 
在 分 子 内 的 坐标 Oxyz. 这 两 组 坐标 的 关系 , 可 由 3 个 Euler 角 的 转动 来 表示 :首先 , 绕 0Z 
轴 转 动 p 角 ; 然 后 , 绕 0y' 轴 转动 6 角 ; 最 后 , 绕 Oz 轴 转 动 x 角 . 如 此 , 经 过 3 次 转动 , 从 
固定 在 空间 的 坐标 OXYZ 转化 为 固定 在 分 子 内 的 坐标 Oxyz, 如 图 8. 3. 3 所 示 . 


图 8.3.3 Euler f 


X x 
一 个 固定 的 矢量 , 在 两 个 坐标 系 中 有 2 组 分 向 量 | 了 A y |, 它们 之 间 的 关系 可 用 
Z z 
X cosp -sing OY cosð 0 sm00Yceosy -siny 0Yx 
Y |=| sing cosp 0 0 l O [siz coy O| y| (8.3.1) 
Z 0 0 1A -sinf 0 cos@ JV 0 0 工人 xz 


表示 , 亦 可 用 表 8. 3. 3 表示 . 
表 8.3.3 质心 和 分 子 坐 标 系 坐 标 向 量 间 的 变换 关系 


cosgcospcogsk ~ singsiny cosgsinpcosy + cospsiny 


— sin0cosy 


— cosĝcospcosy — singcosy — cosĝsingsiny + cosecosy sinĝsiny 


singsinp sinĝsing cos0 


Euler 角 0, ¢, x 的 函数 成 9, p,X) 随 转动 的 变化 可 用 下 式 表示 ， 
C,f(0, X) = f(m - 0, m+, — X) (2 Ox Ë = fA) 
[eno en =f(n-0, n+p, m-x)  ( 绕 0y 转 m 角 ) (8.3.2) 
Cf(90, px) =f(90, p,m+X)  ( 绕 0x 转 二 角 ) 
2° 转动 基 函 数 
对 称 陀螺 转动 的 严格 解 , PI AFR FIERREN. 
Dwl, @,x) ` 
其 中 
J =0,1,2，…， 
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M =- J, =, J 
K=-K,-K+1l,.…,K 
XE, 为 轨道 的 总 角 动 量 的 量子 数 ，M 为 在 固定 空间 坐标 Oz 方向 的 分 向 量 的 量子 
数 , KK 为 /在 固定 在 分 子 内 坐标 Oz 方向 的 分 向 量 的 量子 数 ， 对 称 陀 螺 轴 就 选 在 Oz 方向 ， 
并 且 Dix(0, p,X) 可 以 按 6, p, y 的 函数 乘积 来 表示 . 
Dhx(0, p, x) =e dre ( 0)e ™ (8.3.3) 
在 转动 操作 下 可 表示 为 
CDix (0, P, x) =e Mite) dh (T 一 pje (0 
=e We (1) Cudi ( 0)e 
=(-1)'Diz(0, @, x) 
C»,Dix(0, g, y) =(- 1)" DCO, @, y) 
C,Dy<( 0, p, X) =(- 1) “Dix(0, @, Xx) 
34 K =0 ff, 
Dio (0, @, x) 
A K=0 时 ， 
J 
[oe 简 并 度 为 2 
Dyz (0, p, x) 
CH,BF, 分 子 不 是 一 个 严格 的 对 称 陀螺 分 子 , 但 可 把 CH, 看 作 一 个 整体 , 近似 地 看 
作 是 对 称 陀螺 分 子 . 图 8. 3. 4 是 把 CH,BF, 近似 地 视 为 对 称 陀螺 分 子 的 结构 图 和 坐标 取 
向 , 表 8.3.4 给 出 了 对 称 元 素 和 等 价 转动 . 


了 
F, . 
N CH (2) 
moul z 
Z 


F, 
图 8.3.4 CH,BF, 近似 视 为 对 称 陀螺 分 子 的 结构 和 坐标 取向 
表 8.3.4 对 称 元 素 和 等 价 转动 


对 称 陀螺 的 波 函 数 为 |J，+ 上 天 ,，M? ， 以 它 为 基 的 可 约 表示 为 表 8. 3. 5. 
表 8.3.5 以 对 称 陀螺 波 函 数 为 基 的 可 约 表示 


从 上 表 可 以 看 出 , 按 不 可 约 表示 分 类 如 表 8. 3. 6. 
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表 8.3.6 以 对 称 陀螺 波 函 数 为 基 的 不 可 约 表示 


5， 统计 权重 . 

假定 振动 态 在 基态 , 质子 自 旋 、F 自 旋 和 转动 三 者 的 直 积 必须 包含 4; RA, 才能 满 
足 波 函数 整体 的 要 求 . ° | 

(‘41, *E')@C AL. 'A@(A,,. Ar. A, Az) D(A; R4) 

这 样 可 以 得 到 4; , A, 和 42 的 权重 分 别 为 4, 12, 4 和 12, EPA (4), A, (12), A (4) 和 
42(12)， 统计 权重 反映 出 转动 光谱 的 强度 , 也 代表 有 多 少 种 方式 得 到 此 种 不 可 约 表示 . 

6， 内 旋转 

CHsBF, 分 子 的 转动 包括 两 种 形式 , 一 种 是 空间 的 整个 分 子 的 转动 , 另 一 种 是 CH, 
内 部 的 旋转 , 称 为 内 旋转 定义 为 1 与 4 的 夹 角 .12 个 群 元 素 与 7 对 应 关系 见 表 
8.3.7. 


# 8.3.7 12 个 群 元 素 与 的 对 应 关系 
T+“ -T 
(123) (45) GD 
E H 


imr -imr 


e”, e 
分 别 作用 之 , 可 得 内 旋转 的 特征 标 , 如 表 8. 3. 8. 
表 8.3.8 CH,BF, 分 子 内 旋转 的 特征 标 


1 

0 
2 -1 0 
-2 -2 0 
2 -i 0 
-2 1 0 
2 2 0 


硕 了 日 施 中 出 现 的 不 可 约 表示 下 对 转动 权重 无 关 ， 而 内 旋 中 出 现 有 EE' 与 权重 有 关 . 

7. 选择 定 则 

HERRERA EN, 可 有 两 种 方式 , 一 种 是 选择 空间 坐标 系 ， 即 实验 室 坐 标 系 ， 
另 一 种 是 分 子 内 坐标 系 . 


(23)(45) ° 
-THT 


(31) (35) * 


-r42 

3 

(12) (45) * 
T 


-7 -— 


3 


FAFE AERE 
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1° 实验 室 坐标 系 下 的 选择 定 则 

户 为 置换 算 子 , p 为 分 子 偶 极 矩 , w 有 如 下 性 质 : 

(1) 有 =w， 即 置换 不 改变 偶 极 矩 ; 

(2) Êa = -pn, 即 置换 反 演 使 方向 发 生变 化 , 由 此 可 见 , 依照 特征 标 表 , Ap e A; 
[Bln (a,, Hys n.) e A,], 所 以 偶 极 矩 选择 定 则 为 , AA; , REZET E HEBRE 
选择 定 则 . 若 把 核 自 旋 包括 在 内 , 能 级 间 只 有 A 54, 两 种 态 之 间 的 跃迁 是 允许 的 .41 
与 A; 的 乘积 的 不 可 约 表示 一 定 包括 jx 的 不 可 约 表示 A, 积分 才 不 为 零 , 蝴 迁 才能 允许 . 

但 车 核 自 旋 无 影响 , 则 有 选择 定 则 

A A, , A4 OA, , EE'’, E" E” 
这 四 种 跃迁 都 是 允许 的 , 它们 之 间 两 两 相 乘 都 包括 了 A. 

2。 分 子 内 坐标 系 下 的 选择 定 则 

分 子 内 部 的 偶 极 矩 可 以 分 解 为 在 分 子 坐标 轴 的 3 个 方向 的 分 向 量 . 车 整个 分 子 在 转 
动 , 分 子 内 坐标 亦 跟着 在 转动 , 而 偶 极 矩 在 3 个 方向 上 的 分 量 是 保持 不 变 的 . 得 到 了 偶 
极 矩 在 3 个 方向 上 分 量 的 不 可 约 表示 ,就 可 得 到 选择 定 则 . 表 8. 3. 9 给 出 了 偶 极 矩 在 3 
个 方向 上 分 量 的 不 可 约 表示 . 


表 8.3.9 偶 极 矩 在 3 个 方向 上 分 量 的 不 可 约 表示 


pee e ene er 


E 
1 
1 -1 
1 -1 
从 而 得 到 选择 定 则 : 


M, 的 选择 定 则 : AOA; ，42 hi，E'eE', 等 ; 

M, 的 选择 定 则 : A >A; , 4; 47 ， 忆 全; 

M, 的 选择 定 则 : A oA! , A, >43, E" E". 

讨论 CH, BF, 的 分 子 光 谱 , 就 可 以 用 以 上 的 选择 定 则 进行 分 析 . 
8.3.2 CH; 一 CH; 分子 及 其 光谱 


1. CNPI 群 和 MS 群 


C2, 群 的 相应 元 素 
对 M, 分 量 的 作用 
对 M, 分 量 的 作用 
对 M, 分量 的 作用 


ma pa 


CNPI = SOS, QI 
共有 群 元 素 个 数 61 x2! x2 = 2880. 若 用 分 子 对 称 群 MS 群 , 只 须 36 个 元 素 , MSCCNPI, 
故 CH,—CH, 分 子 含有 2880/36 = 80 个 等 价 构 型 . 图 8. 3. 5 是 CH,—CH, 的 构 型 , a, b 
为 C—C 键 . 
在 1963 年 Longuet-Higgina 工作 出 现 之 前 , 对 CH, —CH, 的 讨论 都 没有 找到 适用 的 
EE, WU Longuet-Higgina 则 利用 了 MS 群 的 2 个 子 群 , 并 且 这 2 个 子 群 是 互相 对 易 的 . 
第 一 个 子 群 的 对 称 操作 如 下 : 
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gms i 
' 
,/ 4 ! 


6 
图 8.3.5 CH,—CH, 的 构 型 


E: (123)(456) ，(132) (456); | 
(14)(25)(36)(ab), (15)(26)(34)(ab), (16)(24)(35)(ab). 
这 个 子 群 的 特点 是 2 个 CH, RE C—C 三 重 轴 的 转动 是 同步 的 , 而 (14) (25)(36)(ab)， 
(15)(26)(34)(ab) 和 (16)(24)(35)(ab)3 个 元 素 实际 上 代表 的 是 转动 . 
第 二 个 子 群 的 对 称 操作 如 下 : 
E. (123)(456), (132) (456); 
(14) (26) (35) (ab) * , (15)(24)(36)(ab)*, (16)(25)(34)(ab)"; 
HH (123) (456) (132) (465 ) 代 表 的 是 2 个 CH, 陀螺 绕 着 相反 的 方向 转动 , 而 (14) 
(26) (35) (ab) * , (15) (24) (36) (ab) 和 (16)(25)(34)(og) "并 不 代表 转动 ,而 是 内 
旋转 . 
2. 特征 标 表 
CH,—CH, 的 MS 群 的 第 一 个 子 群 的 特征 标 表 见 表 8. 3. 10, 第 二 个 子 群 的 特征 标 表 
见 表 8. 3. 11. 


表 8.3. 10 CH,—CH, 的 MS 群 的 第 一 个 子 群 的 特征 标 表 


(123) (465) (14) (25) (36) (ab) 


整个 分 子 对 称 群 MS 的 特征 标 表 就 是 上 面 2 个 子 群 特征 标 表 的 乘积 ， 见 表 8. 3. 12. 
表 8.3. 12 CH,—CH, 分 子 的 MS 群 不 可 约 表示 


这 样 得 到 4 个 一 维 的 ,4 个 二 维 的 和 1 个 四 维 的 共 9 个 不 可 约 表示 , 列 于 表 8. 3. 13 中 . 
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表 8.3.13 CH 一 CH 分子 的 MS 群 特征 标 表 


1E 
2(123) (456) 
3(14)(26)(35)(ab) ° 
2(123) (465) 
4(123) 
6(142635) (ab) * 
3(14) (25) (36) (ab) 
6(142536) ( ab) 
9(12)(45) ` 


== — — — — — — = =— 


3. 内 旋转 
转动 与 内 旋转 的 基 沙 数 为 


Orul 0) e? eE Xa p Ko 


=Ə,a(0)e””? « exp |Ë -i(K, + K,) (x, +x) ] 


“oxp[ Fi(K, - K,) (x, =x] (8.3.4) 


其 中 (9, e, x,) 和 (9, e, x) AAA CH, 的 Euler fA, 子 群 (i) 中 的 群 元 素 保持 x。 -xm 不 
变 . 内 旋转 分 为 两 类 ( 表 8. 3. 14) , 一 类 与 J, 有 有 关 ; 另 一 类 与 也 有关, 由 此 可 以 得 到 按 
不 可 约 表示 的 分 类 . RF KALELA 

K=K,+K,, L = K, - K, 


表 8.3.14 CH,—CH, 分子 的 内 旋转 分 类 


0 1 | 2 3 f 4 |5 
A, (J 为 偶数 ) 
A (J 为 奇数 ) E |E | 4+4 |E | Ë, 


0 1 | 2 3 4 | 5 
A, E, | E, | A +A, | E, | E, 


8.3.3 NH, 分 子 及 其 光谱 


1. CNPI 群 和 MS #£ 
N,H, 的 CNPI 群 为 
CNPI = S,@S,@I 
共有 4! x2! x2 =96 个 元 素 ， 而 其 中 MSCCNPI, 只 含有 16 个 元 素 , 有 96/16 =6 个 等 价 
构 型 . 图 8. 3. 6 所 列 出 的 是 N,H 分 子 MS 群 的 16 个 元 素 . 
从 图 8.3.6 可 以 看 出 , 第 1 列 的 (12), (34) 和 (12)(34) 为 内 旋转 , 第 2 列 为 第 工 列 
元 素 绕 N 一 N 轴 转 动 180°, 第 3 .第 4 列 分 别 是 1, 2 两 列 的 反 演 . 
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1 ` Á 4 


— CaaiCd* (12)(34)* 


s 
_ ta Na /2 4 


(12) (ab)(1423) (a) 324)" 64 
2 2 4 FN NY 
4 ` Pá 7 
F. E i 3 1 I í 3 
E (ab)(1324) O00) (12)* 
` J Ni N B 
2 N 2 2 3 
(12)(34) UDAD (ab)(14)(23)* E* l 


Æ 8.3.6 N,H, 分 子 MS 群 的 16 个 元 素 


2. 特征 标 表 

由 于 MSD, 从 图 8. 3.6 可 以 看 出 ， 前 两 列 的 8 个 元 素 所 组 成 的 群 同 构 于 D, R 
上 反 演 了 后 的 全 部 16 个 元 素 所 组 成 的 群 同 构 于 Da, 表 8. 3. 15 给 出 了 N,H, 分 子 MS 群 
的 特征 标 表 . 


表 8.3.15 N,H, 分 子 MS 群 的 特征 标 表 


E 
(12)(34) 
[aan 
(ab) (14) (23) 
(ab) (1324) 
[yaa 
(12) (34) 
z 
(12) * , (34) * 
(ab) (13) (24) * 
Lasanen: 
(ab) (1324) * 
faas 


(12) (34) * 


3. 统计 权重 


考虑 核 自 旋 , 由 于 "N 是 玻 色 子 , 从 群 的 特征 标 表 中 可 以 知道 , 整体 波 函数 应 属于 
B? 和 B;. 
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(1) 转动 : 选择 图 8. 3.6 中 前 两 列 的 8 个 元 素 的 基 函 数 , E 作用 为 8, REETA 
180°, C, 作用 为 4, 其 余 为 0, 见 表 8. 3. 16. 


表 8.3.16 前 8 个 元 素 的 基 范 数 所属 不 可 约 表 示 的 特征 标 


由 此 得 到 

对 称 转 动 : Af +B +E* +A; +B; +E- 

反对 称 转动 : AZ +B} +E* +A; +B; +E- 

(2) 类 似 地 得 到 'H 自 旋 的 不 可 约 表示 

Ar, Bi, E+, 1At ， 1B} 
(3) “N 自 旋 的 不 可 约 表示 为 
5At, Br, 1At . 

由 上 可 得 统计 权重 : 转动 不 可 约 表 示 @“N 自 旋 的 不 可 约 表示 @IH 自 旋 的 不 可 约 表 
示 CB2 ,B; ， 以 上 是 假定 电子 态 、 振 动态 都 处 在 基态 ， 只 考虑 转动 和 核 自 旋 ,可 以 给 出 
它们 的 权重 度 , 见 表 8. 3. 17. 


表 8.3.17 统计 权重 


上 面 所 例 举 的 是 处 理 2 个 非 刚性 分 子 光谱 的 例子 ， 对 于 非 刚性 分 子 , 首先 要 找 出 其 
CNPI 群 , 这 可 以 从 分 子 式 直 接 得 到 , 更 重要 的 是 求 得 其 MS 群 , 这 主要 是 看 它 的 等 价 平 
衡 构 型 能 否 互 变 ， 如 左旋 能 和 否 变 到 右 旋 等 ， NH; 能 实现 左旋 、 右 旋 互 变 , 而 CH, 就 不 能 ， 
MS 群 的 关键 就 是 要 抓 住 能 实现 互 变 的 群 元 素 . 

得 到 MS 群 后 要 构造 其 特征 标 表 , 然后 充分 利用 特征 标 表 来 处 理 问题 , 如 讨论 振动 
光谱 的 能 级 分 类 、 转 动 光谱 的 能 级 分 类 以 及 内 旋转 光谱 的 能 级 分 类 . 讨论 转动 光谱 时 要 
考虑 自 旋 , 讨论 电子 光谱 除 考虑 电子 空间 坐标 之 外 , 也 要 考虑 电子 的 自 旋 .电子 是 费 米 
+, 电子 的 自 旋 都 是 1⁄2; 而 讨论 全 同 核 时 , 全 同 核 有 各 种 各 样 ， 既 有 玻 色 子 ， 又 有 费 米 
FT. 因此 , 要 具体 地 讨论 它们 核 自 旋 的 不 可 约 表 示 . 有 了 转动 振动 、 核 自 旋 、 电 子 的 不 可 
HER, 最 后 , 这 些 不 可 约 表示 合 起 来 , 它们 还 要 满足 总 的 关于 不 可 约 表 示 的 要 求 ， 即 
玻 色 子 交换 不 变 导 , 费 米 子 交换 变 号 , 按 此 , 才能 得 知 电子 态 和 振动 态 处 于 某 一 确定 态 


r Ll í í í í í í í í í 
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时 核 自 旋 与 哪 种 转动 合 起 来 ,才能 得 到 统计 权重 , 统计 权重 代表 丰 度 和 光谱 强度 . 
分 子 对 称 群 有 广阔 的 应 用 前 景 , 可 以 用 它 讨 论 分 子 间 的 弱 相 互 作用 , 如 和 毛 键 -当前 
分 子 对 称 群 最 重要 的 应 用 是 讨论 非 刚性 分 子 的 光谱 


8.4 准 刚性 分 子 振动 光谱 的 群 论 分 析 


8.4.1 准 刚性 分 子 的 振动 光谱 的 简 正 振动 分 析 


本 章 开始 定义 准 刚性 分 子 为 分 子 中 的 原子 核 (或 原子 实 ) , 在 平衡 位 置 附近 做 微小 的 
振动 . 一 个 分 子 的 内 部 振动 运动 是 很 复杂 的 , 但 我 们 可 把 它 看 成 是 许多 相当 简单 的 振动 
组 合 而 成 的 , 这 些 简单 的 振动 称 为 简 正 振动 . 它们 是 由 分 子 的 简 正方 式 振动 所 产生 的 ， 
分 子 的 每 个 这 种 简 正 振动 都 有 其 固定 的 振动 频率 , 这 种 频率 称 为 基 频 . 分子 的 这 种 简 正 
振动 是 由 分 子 本 身 的 对 称 性 所 决定 的 , 分 子 的 简 正 振动 方式 可 用 简 正 振动 坐标 表示 , 它 
们 具有 分 子 本 身 的 对 称 性 . 将 分 子 中 的 原子 人 为 地 看 成 是 静止 的 , 分 子 可 有 许多 对 称 元 
素 . 然而 , 分 子 中 的 原子 决 不 是 真 的 静止 不 动 的 , 因此 , 对 称 元 素 可 认为 是 存在 于 分 子 
的 平衡 构 型 中 . 

在 一 个 给 定 的 分 子 构 型 中 , 有 多 少 个 固有 的 简 正 振动 频率 , 其 中 哪些 简 正 振动 是 红 
外 活性 ,哪些 简 正 振动 是 拉 曼 活性 的 , 这 是 化 学 工作 者 最 关心 的 问题 . 

分 子 中 的 每 一 个 原子 都 有 三 个 运动 自由 度 , 在 一 个 由 六 个 原子 组 成 的 分 子 中 , 共有 
3N 个 运动 自由 度 , 其 中 有 三 个 运动 是 属于 分 子 的 平移 运动 , 即 分 子 质心 的 平移 . 如 N 个 
原子 都 在 * 方向 上 同时 移动 一 个 相同 的 距离 , y, z 方向 也 如 此 ,另外 分 子 中 所 有 原子 绕 
x, y, z 三 个 轴 的 转动 运动 , 形成 三 个 转动 自由 度 . 因此 , 分 子 的 振动 自由 度数 为 3N - 6. 
对 线 型 分 子 来 说 , 绕 原子 核 轴 的 转动 运动 对 分 子 转动 运动 自由 度 没 有 贡献 ， 所 以 线 型 分 
子 只 有 二 个 转动 自由 度 ， 因 此 , 线性 分 子 的 振动 自由 度 为 3N -5. 

一 个 分 子 所 具有 的 振动 自由 度 完全 取决 于 其 分 子 原子 核 的 位 置 的 坐标 数目 . 简 正 振 
动 方式 数目 等 于 该 分 子 所 具有 的 振动 自由 度数 目 . 


8.4.2 群 论 方法 解析 简 正 振动 的 理论 基础 


群 论 解 析 分 子 的 简 正 振动 是 统一 考虑 个 原子 对 分 子 所 属 点 群 每 类 特征 标的 贡献 ， 
然后 减 去 分 子平 动 和 转动 的 特征 标 , 得 到 该 分 子 简 正 振动 模式 的 可 约 表示 , 然后 再 将 它 
分 解 为 不 可 约 表示 . 

分 子平 动 运动 对 特征 标的 贡献 可 以 化 为 分 子 质心 运动 对 特征 标的 贡献 ， 以 质心 运动 
坐标 x, y, z 为 基 的 三 维 空间 运动 ， 和 平 动 运动 坐标 Q, a Q, za, Q. ya NER 
( Y mi) 2. 因此 绕 : 轴 的 逆 时 针 转动 由 角 对 特征 标的 贡献 为 


% cosy -siny OYzx 
R” = : . 
f) 区 J (841) 


X U (RCY) ) = 1 + 2cosp 
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同样 对 转动 反射 有 
XS(y)) = -1 +2cos@ 

分 子 转动 运动 总 是 绕 着 某 一 轴 的 运动 ， 以 质心 为 原点 绕 x 轴 转 动 角 速度 为 w, = (o, 
0,0), 第 j 个 原子 平衡 位 置 到 质心 距离 为 R= (x;, yy, g), 第 j 个 原子 绕 x 轴 转 动 速度 为 
o, X 有 RR， 直角 坐标 中 7 原子 B 分量 转 动 坐 标 为 

Qasa, a = F, Vm we x R.) 
其 中 : F, 为 常数 , mj 为 第 j 个 原子 质量 , B 表示 z, y, z. 利用 归 一 化 条 件 可 求 得 已. 


> > COn) - R$ mo? x (y; +2) = 1 


定义 绕 x 轴 转动 惯量 为 
L = (+) 
Qaae = Vm(w, x R.) sZ (o YL) 
286 x 轴 总 转动 坐标 为 
Qa = > x. > Q aae Vm; (iB) wa 
把 Qaez, RA EMER 


Qa = $ (R, X 万 ka) a/ Jla 


其 中 ,ss 表示 第 j 个 原子 的 矢量 ， ha x 轴 的 转动 矢量 (Rxrj a) 。 对 原子 求 和 相当 一 
个 总 的 绕 x 轴 转 动 R.. 对 y, zx 方向 同样 有 


N 
Qam = 2 mR, X Tja) VD 
. j= 
N 
Qa = ZS m (R, x ri aka) / Jl, 
£ 


所 以 分 子 三 个 转动 基 函 数 Q. a, Qasa, Qasa PI AA R, R, R, 三 个 基 函 数 来 代替 先 讨 
论 整 个 分 子 的 转动 和 转动 反射 少 角 中 的 表示 矩阵 . 


绕 z 轴 转动 少 角 的 表示 和 矩阵; 
Ë cosy -siny OVR, 
R*” (4) = || cosy ) R, 
R, 0 0 1 ÅR, (8.4.2) 
XR(Y)) =1 + 2cosp 
绕 z REDS y fB Jaku kE Ek : 
B — cosy siny OYR, 
S (p) =] R -| —siny ~ cosy o| R, 
R, 0 0 lÀ, (8.4.3) | 


XS(Y)) =1 - 2cosy 
分 子 中 所 有 的 对 称 操作 均 可 用 绕 z 轴 的 转动 和 转动 反射 来 表示 . 对 称 面 o 和 对 称 中 


- — 一 - =. 
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心 字 分 别 用 转动 反射 S(0") 和 S(180°) 表示, 绕 z 轴 转动 少 角 的 表示 矩阵 为 


x cosy -siny OYx 
R(4) = 的 区 cosy |: (8.4.4) 
z 0 0 工 八 z 
XCR(Y)) =l + 2cosy 
绕 z 轴 转 动 反射 少 角 表示 矩阵 为 
x cosy -siny 0Yy < 
S(y) = B cosy |; 
; 0 0 _ 1 (8.4.5) 


y(S(g)) =- 1 +2cosy 
在 对 称 操作 R(w) 和 S(w) 作 用 下 ,分子 中 有 Ur 个 原子 不 动 , 则 对 特征 标 总 的 贡献 为 
X" (R(0#)) =U,(1 +2cosp) (8.4. 6) 
XË (S(W)) =U,(-1 + 2cosp) (8.4.7) 
从 (8.4.6) , (8.4.7) 式 中 分 别 除 去 分 子平 动 和 转动 特征 标 得 到 了 分 子 简 正 振动 模式 的 
可 约 表示 特征 标 : | | 
XP (RCY) ) =x (RO) ) -y''(R(0)) -x> (RO) ) 


=(U, -2)(1 +2cosy) (8.4.8) 

XS(Y)) =x (S(#)) -XSCY)) -xy*2(S(6)) 
=U,( - 1 +2cosy) (8.4.9) 

简 正 振动 模式 的 可 约 表示 特征 标 用 下 式 分 解 为 不 可 约 表示 特征 标 之 和 ; 
a, = 大 又 X(R) “x (R) (8.4. 10) 


应 用 (8.4.8) ~ (8.4. 10) 三 式 , 用 FORTRAN 语言 编制 了 红外 简 正 振动 分 析 计 算 程 
Pr, 有 兴趣 同志 可 参阅 《化 学 通报 》1993 年 1 期 59 页 , 群 论 解析 化 合 物 振动 光谱 的 微机 
程序 "一文 . 


8.4.3 分 子 简 正 振动 分 析 举 例 


首先 我 们 以 BF, 为 例 , 分 析 简 正 振动 方式 , 该 分 子 属于 D;, 对 称 性, 它 有 6 个 简 正 振 
动 方式 . 


计算 Ta Bh, E, 2C,, 3C, BARCS. 4.8), M o, 25; ,30 用 转动 反射 的 公式 (8. 4.9), 
对 可 约 的 简 正 振动 特征 标 厂 ;,, 再 用 (8. 4. 10) 分 解 得 到 
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La =A (R) +A; (IR) +2E'(IR/R) cy 
其 中 括号 内 IR 表示 简 正 振动 是 红外 活性 的 ， 
而 R 是 拉 曼 活性 的 . 两 种 活性 是 由 不 可 约 特征 CSx 
表 中 的 基 矢 性 质 所 决定 的 . 再 举 一 个 CH 例 
F. CH, 属于 Da 点 群 , 简 正 振动 模式 3N -6 
为 30 个， 坐标 如 图 8. 4. 1 所 示 . 图 8.4.1 葵 分 子 的 坐标 


@ b Oo oO © © © © 
Ñ O N N N Aà A O 
a 


DEX F C He 振动 模式 不 可 约 表示 为 


Ta =2A@,(R) + A, +2B + E, (R) +4E, (R) + A,,(IR) 

+2B,, + 2B,, + 3E,, (IR) + 2E,, 
用 同样 的 方法 可 以 讨论 葵 分 子 骨 架 C, 的 简 正 振动 模式 12 个 .骨架 C, 简 正 振动 模式 的 
特性 标 列 于 上 表 . 

DIA ARR Ce 键 振动 模式 不 可 约 表示 为 
TER =A (R) + B +2E,, +B, +B,, +E,(IR) +E, 
若 把 葵 分 子 的 C 一 H 键 拉 伸 振动 模式 作为 基 矢 , 用 Du 的 每 类 中 一 个 群 元 素 作用 得 到 可 
约 表示 的 特征 标 列 于 上 表 , 分 解 可 约 表示 特征 标 X“, 得 C— H 键 拉 伸 振动 模式 不 可 约 
表示 为 
ra =A,,(R) +B, +E, (IR) + Ez 
上 表 中 的 C 一 H 正 键 的 面 外 振动 模式 的 特征 标 分 解 为 
T "^ =A (IR) +B,, +E, +E,,(R) 
同样 , 茶 分 子 的 正 键 伸缩 振动 模式 可 分 解 为 
Th =Ay,(R) +B,, +E,(IR) + E,, 

C, 骨架 中 变 角 振 动 模式 为 

oaa = Ta -Tw = Bu + B,, + E,, + Ez 
TRAER H ARRA EIR CH ERRAR ¿Z HCC 的 变 角 振 动 模 
式 构 成 的 , PTA LHCC 的 变 角 振 动 模式 不 可 约 表示 为 

rE =Tw -TT 
=A», + B,, + E,,(R) + E,, + A,,(IR) + B,, + E,,(IR) + En 


站 
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8.4.4 配合 物 振动 光谱 的 简 正 振动 解析 

用 (8.4.8) 和 (8.4.9) 两 式 可 以 解析 复杂 配合 物 简 正 振动 模式 ， 把 每 类 元 素 的 转动 
或 转动 反射 角 和 2cosy, 不 动 原子 数 U, 以 及 可 约 表示 特征 标 X 鳃 均 列 在 表 中 . 

Cu( NH, ) ”是 属于 C4 点 群 , 它 的 简 振动 模式 3N -6 H 45: 


然后 用 (8. 4. 10) 式 分 解 Ysa 得 : 
Ta =6A,(R) +7B,(R) +4E,(R) +5A,(IR) +5B, +7E, (IR) 
同样 可 得 到 骨架 CuN, 振动 模式 的 不 可 约 表示 ' 
TW =A,(R) +2B,(R) +A,(IR) +B, +2E,(IR) 
其 中 IR 表示 红外 活性 ，R 表示 拉 曼 活性 . 
Zn(NH;)4 RF T, 点 群 , 简 正 振动 模式 为 45 个 : 


T'a =3A,(R) +A, +4E(R) +47 +7T,(IR/R) 
TË =A,(R) +E(R) +2T,(IR/R) 


8.4.5 红外 简 正 振动 在 确定 配合 物 构 型 中 的 应 用 


八 面体 羟基 配合 物 MCO), L, 有 两 种 异 构 体 , 分 别 属于 Du ( 反 式 ) 和 Can ORR) X 
称 性 . 顺 式 异 构 体 C—O 的 拉 伸 振动 模式 为 
Tœ =24,(IR/R) + B, (IR/R) +B,(IR/R) 
而 反 式 异 构 体 有 . 
Ta =A@,(R) +B, (R) +E,(IR) 
理论 分 析 表 明 , 顺 式 构 型 应 用 4 条 红外 和 4 条 拉 曼 谱 ， 反 式 有 一 条 红外 和 二 条 拉 曼 谱 . 
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配合 物 Mo( CO0)4:[P(OPh); ], 顺 式 异 构 在 实验 上 测 得 红外 有 4 条 谱 带 2049, 1964, 1947, 


1941 em !, 反 式 异 构 体 红外 谱 有 一 条 1943 cm -和 二 条 拉 曼 谱 2054 1985 cm~. hF 
P( 0Ph); 基 团 引起 对 理想 的 Dy 对 称 性 的 偏离 ,在 红外 谱 中 也 观察 到 很 弱 的 1985cm” ， 
这 是 由 于 对 称 性 降低 E, 分 解 所 致 . 

红外 光谱 还 可 以 确定 配合 物 局 部 微 环境 对 称 性 . 在 Ln( AcAc), - Gly 配合 物 中 ,Ln 
J Pr Nd, Sm Er Y, AcAc, LMH, Cy 为 甘氨酸 . 在 50 ~300 em "范围 内 均 出 现 9 
个 远 红 外 吸收 峰 ，Lm! 的 配 位 数 可 能 为 7 或 8( 见 表 8.4.1)，Ln 的 周围 局 部 对 称 性 可 采 
取 表 8.4. 1 中 AB, 型 和 AB。 型 . 实验 观察 到 9 个 Ln 一 0 键 的 红外 振动 模式 , 与 十 二 面体 
(Dy) 的 9 个 红外 振动 模式 一 致 、 从 而 确定 该 配合 物 中 稀土 离子 周围 局 部 对 称 性 为 Das 
配 位 数 为 8. 


表 8.4.1 AB, #l AB, 构 型 的 红外 和 拉 曼 活性 


综 上 所 述 , 红外 光谱 的 振动 模式 分 析 是 确定 分 子 构 型 和 解释 溶液 中 金属 普 基 配合 物 
红外 和 拉 曼 谱 的 一 种 非常 有 效 的 手段 . 


8.4.6 碳 原子 焦 的 简 正 振动 模式 解析 


目前 , 已 合成 的 碳 原子 族 C,(n =20, 24, 50, 60, 70, 84), 它们 的 对 称 性 为 Co( 五 ) 、 
Ca (0,) ` Cso (Dsn) ` Caola) Col Dsn) , Cu 有 两 种 构 型 ， 对 称 性 分 别 为 Den 和 Ti 由 于 
原子 数目 的 增多 , 简 正 振 动 模式 的 不 可 约 分 解 越 来 越 困 难 . 仅 利 用 群 元 素 作用 下 不 动 原 
子 数目 U, 和 公式 (8.4.8) 和 (8.4.9)，(8.4. 10) 分 解 出 结果 列 于 表 8. 4. 2. 
表 8.4.2 碳 原子 篮 简 正 振动 模式 分 析 C,(n=20, 24, 50, 60, 70, 84) 
CÇ h E D — G 200 15C, i 125p 125, 205, lso 


Ur 20 0 0 0 0 0 0 0 0 4 
x 54 -3.2361 1.2361 0 2 0 0 0 0 4 


Cao 


Tos =1Aí,(R) + Tyg +26, +3BH,(R) +T, (IR) +27 +2G, +2, 


co Ue 6 0 0 0 0 0 0 0 0 4 
© x 14 -3.2361 1.2361 0 2 0 0 0 0 4 
Tw =2As(R) +37l +4T ,,(R) +8H, (R) +A, +47, (IR) +5T,, +6G, +7H, 
CÇ, O E sS, 66, 60 3C i 65 83s 3o, Go 
Ur 24 0 0 0 0 0 0 0 0 4 
Cy 


x 6 0 2 -2 2 0 0 0 0 4 
Ta =2A (R) +A; +3E,(R) +3Tig +5T,,(R) +Á +242 +3E, +4T,, (IR) +4T,, 
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C, Ds E 2Cs 2G 5C Ok 25; 263 So, 
C Ur 50 0 0 0 _ 10 0 0 4 
`” 144 -3.2361 1.2361 2 10 0 0 4 


Ta =9A' (R) +6A', +64 +7A",( IR) +15E” (IR) +16E', (R) +13E", (R) +14F”, 


c Ur è 0 0 0 10 0 0 4 
O” x 20 -3.2361 1.2361 2 10 0 0 4 


Tp =12A' (R) +94’ +21E', (IR) +22E' (R) +94" +104”, (IR) +19E” (R) +20E”, 


C, Da E 2C 2C C, 30, 3C i 2% 2S or 3o; 2c, 


ca Ü 8 o o o 0 0 0 0 0 Ü 8 o 
Oo y 26 -4 0 2 2 2 0 0 0 2 8 0 
Ta =1241s(R) +943 +11B,, +9B,, +19E,(R) +22E,, (R) +941, +1043, (IR) 

+10B,, +12B,, +21E,, (IR) +20E,, 


第 九 章 Lie 群 与 Lie 代数 基础 


本 章 首 先 给 出 Lie 群 的 定义 和 无 穷 小 生成 元 与 无 穷 小 算 子 , 然后 讨论 Lie 氏 三 个 定 
理 , 在 此 基础 上 引入 Lie 代数 的 概念 , 说 明了 Lie 群 与 Lie 代数 的 关系 . 之 后 将 详细 研究 
Lie 代数 的 一 般 性 质 , 讨论 了 Lie 代数 的 根系 ; 利用 Dynkin 图 的 方法 论证 单纯 Lie 代数 的 
全 部 系列 , 仔细 讨论 全 部 典型 Lie 代数 和 例外 Lie 代数 的 Cartan-Weyl 标准 形式 .最 后 讨 
论 Lie 代数 的 Fermi 子 实现 . 


91 Lie 和 群 与 Lie 代数 
9.1.1 Lie 群 的 定义 


在 本 书 前 八 章 中 讨论 的 群 都 是 有 限 群 或 可 数 的 元 限 群 ,如 空间 群 的 平移 子 群 . 这 些 
群 的 元 素 都 可 用 分 立 的 指标 i 编 序 , i=1, 2, 3, …, N. WARR, N 为 一 确定 的 整数 ; 
对 可 数 无 限 群 ，N 为 无 穷 大 . 可 数 无 限 群 在 理论 处 理 上 与 有 限 群 没有 原则 差别 , 都 是 只 
讨论 群集 合 的 代数 性 质 . 

而 对 于 另 一 类 无 限 群 , 群 元 素 之 间 是 连续 变化 的 , 是 不 可 数 的 , 称 之 为 连续 群 ， 对 
于 连续 群 除了 要 研究 群集 合 元 素 间 的 代数 性 质 ( 群 乘法 的 代数 运算 ) 外 , 还 须 研究 集合 的 
拓扑 性 质 , 如 无 限 不 可 数 集合 的 极限 、 连 续 性 质 等 等 对 于 具有 拓扑 性 的 连续 群 构 成 了 
拓扑 群 ,在 拓扑 群 中 具有 非常 良好 拓扑 性 质 的 一 大 类 群 构 成 了 Lie 群 ， 因 而 在 数学 上 并 
清 Lie 群 的 定义 , 需要 拓扑 学 的 基础 和 微分 流 形 的 概念 . 本 章 只 对 Lie 群 给 出 一 般 比 较 通 
俗 的 定义 ,而 避免 艰深 的 数学 概念 . 本 章 的 讨论 对 于 只 对 Lie 群 局 部 性 质 有 需要 的 读者 
提供 了 足够 的 知识 和 理论 . 

定义 9.1.1(Lie 群 ) 假定 连续 群 G 的 元 素 g 可 以 用 7 个 连续 实 参 数 a = (al a， 
os，…, a, KRR, BP | 

gla) =g(a, os, @,) (9.1.1) 
而 且 单 位 元 素 g 可 用 零 参数 0= (0, 0, …, 0) 描 述 , 即 
| go =g(0) =g(0, 0, =, 0) 

群 的 代数 运算 要 求 : 

(1) 封闭 性 : 以 参数 a 和 B 描述 的 群 元 素 g(a) 和 g(B) 之 积 是 以 参数 描述 的 元 素 
g(y). MH 

g(a)g(B) =g(y) (9.1.2) ` 
封闭 性 要 求 y 为 a, B 的 函数 ， 即 
y=f/(a, B) (9. 1.3) 
分 量 式 为 
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Yi =Á(e, B) =fi(e,, op or; Bi, Bo …, B.) (9.1.3') 
PAF RA AR AA ( multiplicative function) 
(2) 单位 元 的 性 质 : 对 于 以 0 描述 的 单位 元 , 由 于 g(0)g(y) =g(Y)g(0), 要 求 合 
成 函数 具有 性 质 | 


f(0, y) =f(y, 0) (9.1.4) 
(3) 逆 元 素 要 求 : 若 g(a) =gla') H gla) Bp, 则 要 求 
Ka, a") =f(a", a) =0 (9.1.5) 


(4) 结合 律 : 按 群 的 结合 律 
g(e)(g(0)g(y)) = (g(ae)g(08))e(y) 
则 要 求 
fla, A(B, 7)) =ff(a, B), 7) (9.1.6) 

描述 群 的 r 维 参数 是 在 r 维 Euclide 空间 的 一 定 区 域内 连续 变化 , 称 这 个 区 域 为 群 空 
E, 记 为 6,, 合成 函数 的 定义 域 为 C,@C,, 值 域 为 C, 

如 果 上 述 连 续 群 的 合成 函数 在 它 的 定义 域内 是 连续 可 微 函数 , 则 为 Lie g. Kir 
个 实 参数 连续 变化 描述 的 Lie 群 为 > 维 Lie 群 . 

由 于 Lie 群 的 合成 函数 是 连续 可 微 的 解析 函数 , 可 用 微 积 分 的 数学 工具 对 Lie 群 进 
行 研 究 , 因而 Lie 群 是 目前 研究 得 最 深入 , 理论 发 展 得 最 完善 的 连续 群 . 

具体 Lie 群 的 合成 函数 ， 即 使 对 最 简单 Lie 群 也 是 十 分 复杂 的 . 比如 3 维 旋转 群 
S0(3) 或 ( 尼 ), 它 是 由 3 个 参数 定义 的 Lie 群 通常 可 选择 三 个 Euler 角 (a, 8, y) 或 旋 
转轴 的 方位 角 (9，p) 和 绕 轴 转动 角 o 作为 连续 参数 来 描述 群 元 素 , 在 本 书 第 三 章 对 此 已 
进行 了 介绍 , 并 给 出 了 它们 的 表达 式 , 群 空间 为 半径 为 n 的 球体 .但 是 对 于 这 种 简单 的 
Lie 群 无 论 从 (a, B, VRO, g, 峭 ) 来 建立 合成 函数 , 其 形式 也 都 是 很 复杂 的 , 但 它们 确 
实 是 解析 函数 . 

虽然 在 建立 Lie 群 理 论 基 础 时 ,Lie 引入 了 连续 可 微 函数 作为 Lie 群 合成 函数 的 基本 
属性 , 但 是 在 1990 年 召开 的 巴黎 国际 数学 家 代表 大 会 上 ，Hilbert 指出 定义 Lie 群 的 函数 
可 以 只 要 求 是 连续 的 , 而 不 要 求 可 微 性 , 也 可 建立 起 Lie 理论 , 这 就 是 著名 的 Hilbert 第 
五 问题 , 这 个 问题 已 为 数学 家 所 证 明 . 


9.1.2 Lie 群 的 连通 性 和 紧 致 性 


在 Lie 群 的 整体 性 质 中 , 连通 性 (connectivity) 和 紧 致 性 (compact) 是 两 个 重要 的 性 
质 , 下 面 对 这 两 种 性 质 做 一 些 简 单 的 讨论 . 

1. Lie 群 的 连通 性 

r 维 Lie 群 由 r 个 在 一 定 区 域内 连续 变化 的 参数 描述 群 元 素 , 群 元 素 随 着 参数 的 连续 
变化 而 变化 , 它们 之 间 存 在 着 一 一 对 应 的 关系 . 如 果 定 义 域 内 任 一 个 参数 w = (a, œ, 
…，o) 都 可 连续 地 变化 到 0 = (0, 0, …, 0), 因而 任 一 群 元 素 g(@) 都 可 连续 地 变化 到 
单位 元 8(0), 则 称 这 种 Lie 群 为 连通 Lie 群 . 

如 30(3) 群 , 用 三 个 Euler f$ a, B, y 作为 群 参数 , 它们 的 定义 域 是 半径 为 n 的 球 . 
从 球 内 任意 一 点 (a, B, y) 出发, 都 可 连续 地 变化 到 (0, 0,0), 因而 $0(3) 群 是 连通 的 . 
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但 是 并 不 是 所 有 Lie 群 都 具有 这 种 连通 性 质 , 比如 0(3) 群 , 它 的 元 素 由 行列 式 为 
( 圭 1) 的 3 x3 正 交 和 矩阵 构成 . 行列 式 为 1 的 部 分 构成 了 子 群 50(3), 这 个 子 群 包括 了 单 
位 元 . 但 是 对 行列 式 为 -1 的 群 元 素 , 却 不 能 通过 参数 的 连续 变化 而 达到 行列 式 为 1 的 
单位 元 . 实质 上 0(3) 群 除了 3 个 连续 参数 之 外 , 尚 存在 一 个 分 立 参 数 , 使 群 元 素 的 行列 
式 为 

detM=( -1)s, B=0,1 | 
当 B=0 时 , 给 出 0(3) 群 中 行列 式 为 1 的 元 素 ; 当 B = 1 时 , 给 出 行列 式 为 ( - 1) 的 元 素 . 
因而 0(3) 群 是 非 连通 群 . 

一 般 地 讲 ， 如果 Lie 群 的 群 参数 中 存在 离散 形 的 变量 , 或 者 参数 虽然 是 连续 的 , 但 
是 它们 定义 在 一 个 以 上 的 分 离 区 间 内 , 则 称 这 种 Lie 群 是 非 连 通 的 . 

Lie 群 中 , 能 连续 地 相互 变化 的 元 素 集合 称 为 一 个 叶 , 连通 Lie 群 只 有 一 个 叶 , 不 连 
通 Lie 群 一 定 存在 一 个 以 上 的 叶 , 如 0(n) 群 就 有 两 个 叶 ， 如 果 7 个 参数 的 Lie 群 , 其 中 
第 i 个 参数 a 存在 六 个 分 离 的 区 间 , 则 这 个 群 的 叶 数 为 II; 

2. Lie 群 的 紧 致 性 

在 数学 上 严格 讨论 Lie 群 的 紧 致 性 质 , 需要 拓扑 学 上 的 覆盖 (covering) 概念 , 为 了 避 
免 一 些 复杂 的 数学 概念 ,下面 只 对 线性 Lie R$, EWE n xn 矩阵 所 构成 的 Lie 群 的 紧 致 
性 给 出 比较 通俗 而 不 失 严 格 性 的 说 明 . 

首先 定义 和 矩 阵 集合 的 有 界 性 :由 n x n 矩阵 所 构成 的 集合 U, 如 果 存 在 一 个 常数 4 > 
0, 使 也 中 的 所 有 和 矩阵 M 的 范 数 || M || <A, 则 称 矩 阵 集合 U 是 有 界 的 .| M | <4 等 价 
于 存在 一 个 常数 K>0, 使 所 有 M = U WERT my 满足 条 件 1mj1 < K. 也 就 是 说 若 和 矩阵 集 
合 忌 中 任意 矩阵 的 矩阵 元 均 满 足 lmy1 <KK, 则 这 个 矩阵 集合 是 有 界 的 . 

进一步 还 须 定 义 矩 阵 集 合 的 封闭 性 ,如 果 抢 阵 集合 忆 中 所 有 的 色 西 序列 都 收敛 于 集 
合 U 中 的 一 个 矩阵 , 则 称 集合 UV 是 封闭 的 . 

所 谓 集合 U 中 的 勾 西 序列 {M; ,k=1, 2,…|} 是 指 对 于 任意 s >0, 均 存 在 一 个 整数 
N,>0, i, j> N, it, A |M; -M; lI <e, M;, M, 为 矩阵 序列 1M ,k=1, 2, =} PRHE 
FE. 这 就 是 对 于 矩阵 范 数 而 定义 的 色 西 序列 . 矩阵 集合 U 是 封闭 的 , 就 是 说 集合 中 一 切 
符合 上 述 条 件 的 勾 西 序列 的 极限 都 在 集合 之 中 , 是 集合 中 的 一 个 矩阵 . 

在 这 两 个 概念 的 基础 上 就 可 讨论 Lie 群 的 紧 致 性 了 . 

定义 9.1.2( 紧 致 线性 Lie RE) H nxn EERE Lie 群 6, 如 果 是 有 界 和 封 
闭 的 矩阵 集合 , 则 为 紧 致 Lie 群 . 

一 般 的 矩阵 群 ,作为 一 个 矩阵 集合 色 西 序列 都 是 收敛 到 它 内 部 的 一 个 矩阵 ,于 是 在 
这 个 意义 下 是 封闭 的 .因而 对 群 的 紧 致 性 判断 都 归结 为 群集 合 是 否 有 界 , 因而 有 的 书 把 
有 限 个 有 界 参数 构成 的 Lie 群 定义 为 紧 致 Lie 群 , 在 下 面 对 典 型 群 紧 致 性 的 判断 , 就 是 看 
有 界 性 . 


9.1.3 典型 Lie 群 及 其 连通 性 与 紧 致 性 
复 ” 维 线性 空间 中 的 全 部 存在 逆 变 换 的 线性 变换 构成 一 个 群 , 称 为 一 般 线性 变换 
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群 , 记 为 GL(n, C)， 当 在 线性 空间 中 选 定 一 定 坐 标 系 时 , 线性 变换 的 表示 为 n xn WE 
阵 , 对 于 描述 存在 道 变换 的 矩阵 一 定 是 非 奇 异 和 矩阵 ， 即 mxz 和 矩阵 M 的 行列 式 是 非 零 的 ， 
deM#0. BW] GL(n, C) 群 为 
GL(n, C) = 1M ldetM,,, #0| 
或 
GL(n, C) = |M,,, - det "1 (0)] 
为 了 方便 以 MER n x n ERF, mH CREE. AiE CL(n, C) 群 的 矩阵 写 为 
M=(m;s) =(6;+x;), i,j=1,2,-, n 
TUFE n 个 复数 % 视 为 群 参数 ， 而 零点 附近 的 一 个 适当 小 的 邻 域内 , 对 所 有 xs 均 存在 
detM = det(my) = det(6; + xy) #0 (9. 1.7) 
因而 M 所 表示 的 和 矩阵 在 参数 空间 零点 的 一 个 邻 域内 属于 GL(n, C). 以 M(x;) = 
M(ms) 描 述 这 个 矩阵 , 由 矩阵 乘法 可 得 到 下 式 
M(x;)M(x;) = M(x;) (9.1.8) 
可 以 得 到 群 参 数 凡是 群 参数 zu, x; 的 解析 函数 .参数 空间 的 零点 为 GL(n, C) 群 的 单位 
元 (单位 矩阵 E...). 因而 CL(n, CORE r 维 复 空间 由 羽 个 复 参数 描述 , 从 而 也 是 2 
个 实 参 数 连续 变化 而 构成 的 , 在 零点 附近 的 领域 内 其 参数 x; =0. 它 的 维 数 为 2m2. 
2n” 维 的 Lie 群 GL(n, C) 是 最 大 的 线性 变换 群 , 它 有 丰富 的 子 群 ,分 别 描述 一 定 要 
求 下 的 线性 变换 群 .其 中 SV(m) 群 ,SO(2m +1) 群 ,， S0(2m) 群 和 Sp(2m) 群 一 般 称 为 典 
型 群 (classical group) ,后 面 将 讨论 它们 的 Lie 代数 分 别 为 典型 Lie 代数 A, Bas Dn 和 
Ca 下 面 对 这 几 个 Lie 群 进行 简要 介绍 . : 
1. nn 阶 单 模 西 群 (SU(n) 群 ) 
n 阶 单 模 西 群 (SU(n) 群 ) 是 由 n x n 的 行列 式 为 1( 即 单 模 ) 的 西 矩 阵 的 全 体 构成 的 
群 . 即 ; 
SU(n) =M 
由 于 西 和 矩阵 的 条 件 


IM,,,Mš:,, =M: M... = Ennn, detM, ， =1| (9.1.9) 


nxn 


M,,,M;, = Mi Maxn =E 


AXN nxn nxn nxn nxn 


x] n 个 复数 矩阵 元 施加 了 限制 ,使 得 . 
Dmm = Š, mim; = Š, (9.1.10) 
因而 ” 个 矩阵 元 中 的 2n 个 实数 变 成 只 有 n 个 是 自由 变量 , 而 单 模 条 件 detM = 1, 又 对 
n 个 自由 变量 施加 了 一 个 限制 , 因而 S7(z) 群 的 独立 参量 只 有 到 -1 个, SU(n) 群 的 维 
RO n -1. 
西 条 件 (9. 1. 10) 限定 了 SV(n) 群 的 任 一 矩阵 的 矩阵 元 是 有 界 的 ,， 即 SU(n) 群 是 有 
界 集合 , 因而 它 是 紧 致 群 . 
局 部 SU(m) 群 的 -1 个 参量 定义 在 元 点 的 一 个 邻 域内 , 其 中 任意 一 点 都 可 连续 地 
变化 到 零点 , 因而 是 单 连通 群 . 
在 这 里 简要 说 明 一 下 n 维 西 群 U(n) , CEER nxn 的 西 和 矩阵 构成 的 Lie RE, 后 面 
将 讨论 它 的 Lie 代数 群 . 由 于 本 矩阵 的 行列 式 为 
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1debM1 =1, MM* =M: M 
即 
detM = er (9.1.11) 

在 (9.1.10) 式 限制 下 ，V(n) 即 由 产 个 实 参数 描述 , CE n 维 Lie 群 , 也 是 紧 致 Lie 群 . 
除了 (9.1.11) 式 中 描述 行列 式 的 参数 a 外 , RE r -1 个 参数 与 SU(n) 群 相同 , 因而 
V(z) 也 是 连通 的 ， 对 一 个 固定 的 a, HE r -1 个 参数 所 描述 的 群 元 素 处 于 一 个 叶 上 ， 
因而 U(n) 群 的 连通 性 与 SU(n) 群 不 同 , SU(n) 群 只 有 一 个 叶 , 是 单 连通 群 . 而 UV(n) 群 
不 同 a 有 不 同 的 叶 , 因而 它 是 复 连 通 的 , ME a 是 连续 变化 的 , 它 的 连通 度 为 无 穷 大 . 

2. 单 模 实 正 交 群 SO(n) (n=2m 或 2m+1) 

由 实 的 ”xz 单 模 正 交 和 矩阵 构成 的 群 , 称 为 实 单 模 正 交 群 , WA SOn), ` 


SO(n) = |M,.,IM,., M... = ,Mua =E,,,, deM,,, 51} (9.1.12) 
EXER 
Mpx M nxn = PM, Ms = 已。 
导致 对 矩阵 元 的 限制 
È mim = ôa, J mima = òa (9. 1.13) 
单 模 条 件 | ; 
detM,,, =1 


又 对 矩阵 元 施加 了 一 个 限制 , 因而 个 实 矩 阵 元 中 , 只 有 n(n -1)Z2 个 独立 变量 , 所 以 
SO(n) 群 是 n(n -1)/2 维 的 Lie 群 . (9. 1. 13) 式 限定 了 和 矩阵 元 是 有 界 的 , 因而 它 是 紧 致 
Lie 群 . 与 SU(n) 群 相同 , n(n -1)/2 个 参数 是 连通 的 ,因而 50(n) 群 也 是 单 连通 Lie 
FE. 
但 是 n=2m +1 和 n=2m 的 SO(n) RER Lie 代数 是 不 同 的 , 这 一 点 将 在 后 面 进行 讨 
论 . 
如 果 不 加 单 模 限制 , 由 全 部 n x n 的 正 交 和 矩阵 构成 的 Lie 群 为 正 交 群 0(n) ,由 于 正 
交 和 矩阵 的 行列 式 为 


detMixs =+*1, Mpun asn = M,.M,,., = Enen (9. 1. 14) 
因而 描述 0(n) 群 的 独立 连续 参数 与 50(n) 群 一 样 为 n(n -1)/2 个 , 只 是 增加 一 个 描述 
行列 式 的 分 立 参 数 ( -1)8, 8 =0 或 1. 因而 0(n) 群 是 非 连 通 的 , 它 的 子 群 SO(n) 处 于 一 
个 叶 , 而 B86=1 的 群 元 素 处 于 另 一 个 叶 ,， 因 而 它 包 括 两 个 连通 部 分 . 

3. #2 Sp(2m, C), Sp(2m, R) 和 西 辛 群 Sp(2m) 

定义 一 个 2m x2m 的 反对 称 矩 阵 J, 


Z mam - me 
|z. ; ). J=-J, Z= -Z (9. 1. 15) 
Z 为 于 xz 的 矩阵 .显然 反对 称 和 矩阵 J 的 行列 式 为 1, 即 detJ =1, 满足 条 件 


AjA=J (9. 1. 16) 
的 矩阵 4 称 为 2m 阶 的 辛 矩阵 (symplectie matrix) , 显然 2m x2m 的 单位 矩阵 是 辛 矩阵 ， 
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而 且 容 易 证 明 辛 矩阵 与 辛 矩阵 之 积 也 是 辛 矩阵 .因为 若 矩 阵 4 AEE B 都 是 辛 矩 阵 ， 则 
(4B) J(AB) = BAJAB = BJB =J 
EJ AB = C 为 辛 矩阵 ， 而 且 辛 矩阵 4 EREEREER. N 
det(4J4) =det( J) =1 
而 
det(AJA) =det(AA)detJ = det( AA) = det(A)? 


因此 得 到 辛 矩阵 具有 性 质 ( detA)° = 1. 这 表明 辛 矩阵 4 和 4 都 是 非 奇异 和 矩阵, 它们 存在 
D, 令 辛 矩阵 4 AHA, MH 


AT JA = AI (AJA)A =J 
从 而 证 明 A ”也 是 辛 矩 阵 ， 因 而 复 2m x 2m 的 辛 和 矩阵 构成 一 个 群 称 为 复 辛 群 ( complex 
symplectic group) ， 记 为 Sp(2m, C). 
上 面 虽然 得 到 辛 和 矩阵 4 的 行列 式 为 (det4) = +1, 但 是 对 于 复 辛 群 进 一 步 可 证 明 它 
的 元 素 只 能 是 单 模 和 矩阵 , 即 若 4 e Sp(2m, C), 则 detA =1. 
2m x2m 的 复 辛 矩阵 有 (2m) 个 复 矩 阵 元 , 辛 条 件 (9. 1. 16) 由 于 J 是 给 定 的 反对 称 ` 


ERE, NFEE A 的 矩阵 元 提供 了 (22) -个 约束 条 件 ， 但 是 另 - 方 面 ， 由 (9.1. 16) 式 可 
得 到 

ÁJ A=ĀJA= - ÀJA (9. 1.17) 
对 于 任何 矩阵 的 对 角 元 都 与 它 的 转 轩 矩阵 的 对 角 元 相同 ， 因 而 (9. 1. 17 ) 式 说 明 矩 阵 ĀJA 
的 对 角 元 为 零 .这 说 明 广 条 件 (9. 1. 16) 提 供 的 全- 个 约束 方程 中 有 nn 个 为 0=0 的 方 


程 , 因而 (9.1. 16) 式 提供 的 约束 方程 为 (2m)7 = 2 个 复 约束 方程 ， 从 而 证 明了 辛 妊 的 独 


立 人 参数 数目 为 
2(2m)° — ( (2m)° -2m) = 2m(2m + 1) 

即 Sp(2m, C) 群 的 维 数 为 2m(2m +1). 

实 辛 矩阵 构成 实 辛 群 Sp(2m, R), 它 的 维 数 为 m(2m +1). 

Sp(2m, C) 和 Sp (2m, R) 都 是 连通 群 , 详细 讨论 5p (2m，C) 为 单 连通 群 ， 
Sp(2m, R) 为 复 连通 群 ,连通 度 为 w. 

对 矩 阵 元 的 约束 方程 (9. 1. 16) 并 不 限制 矩阵 元 为 有 界 的 , 因而 Sp(2m, C) 和 
Sp(2m, R) 都 是 非 紧 致 Lie 群 . 

如 果 限 定 辛 群 的 矩阵 同时 也 是 酉 矩阵 , 它们 仍然 构成 群 ( 因为 酉 矩阵 在 矩阵 乘法 下 
是 封闭 的 ,因而 满足 (9. 1. 16) 的 全 部 酉 矩阵 显然 是 一 个 群 ), 称 为 西 辛 群 (unitary sym- 
plectic group) , 一般 也 称 为 辛 群 ,， 记 为 Sp(2m). 由 于 西 性质, 西 辛 群 Sp(2m) 是 紧 致 Lie 
群 , 它 的 Lie 代数 是 典型 Lie 代数 C, BERREGI 点 后 面 将 进行 讨论 ) , 通常 指 的 典 
型 群 为 Sp(2m) 群 . 
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9.2 Lie 群 局 部 性 质 的 Lie 理论 , Lie 群 与 Lie 代数 


9.2.1 Lie 群 的 无 穷 小 生成 元 与 无 穷 小 变换 和 无 穷 小 算 子 


1. 无 穷 小 生成 元 
Lie 群 6 的 元 索 8 可 由 群 参数 e = (a, as，…, a) 描 述 为 g(a) ,单位 元 为 6(0). 
研究 参数 空间 0 点 附近 一 个 邻 域 U, 内 群 的 性 质 是 十 分 重要 的 ,这些 性 质 称 为 Lie 群 的 
局 部 性 质 , 或 者 称 为 无 穷 小 邻 域 U, 内 无 穷 小 Lie 群 的 性 质 
在 0 点 邻 域内 , 由 于 参数 “很 小 , 可 对 群 元 素 g(a) 做 Tagor 级 数 展开 , 即 
gla) =z(0) + Y a(l) 


ai=0 


t> Ze (L) (EL) Tot) | (9.2.1) 
< 
x, = (22) , (9.2.2) 


称 为 Lie 群 的 无 穷 小 生成 元 (infinitesimel generator). 利用 无 穷 小 生成 元 可 把 (9. 2. 1) Ë: 
表示 为 


gla) = g(0) + $ aX, +> yÈ oy + Ola) (9.2.3) 
对 于 &(a) 的 逆 元 素 g(a) ,在 元 点 邻 域 U, 内 可 写 为 8(Q) ”=g( -ea)， 因 而 它 的 
展开 式 为 
| gla) 二 = 8(0) - aX ++ Y ae, + O(a°) (9.2. 4) 
于 是 


g(a)g(a) "=g(0) +0(e) 
在 无 穷 小 的 邻 域 U. 内 er 项 可 以 忽略 , AN gla) gl -a) 是 正确 的 . 在 关于 局 部 性 
质 的 讨论 中 0(o) 量 级 以 上 的 项 都 可 忽略 | 
为 了 讨论 无 穷 小 生成 元 的 性 质 , 定义 邻 域 U, 内 两 个 群 元 素 8(B) , z(y) 的 交换 子 为 
8(B) ely) ''e(B)g(y) =g(a), 利用 展开 式 (9.2.3) 和 (9.2.4) 可 把 它 表示 为 


g(B) 'a(y) 'g(B)g(y) = ge(0) + È BBLX, x] (9.2.5) 
而 另 一 方面 
8(B) “ge(y) "ge(B)e(Y) = g(a) = e(0) + F oX, (9.2.6) 


比较 (9. 2. 5) 和 (9. 2.6) 式 可 得 到 无 穷 小 生成 元 的 一 个 重要 性 质 , 即 
Yamlx,, X,] = 之 AA (9.2.7) 


一 一 -一 -一 —-— 
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令 
È, Ci87 = om (9.2.8) 
LJ 


则 (9. 2.7) 式 变 为 
[X,, X] = > CX, (9.2.9) 


这 是 无 穷 小 生成 元 的 重要 性 质 ， 即 它们 的 交换 关系 [ 蕊 ， XJI Æ (9. 2. 9) 式 描述 的 代数 
结构 ， 称 CARA 小 Lie 群 G 的 结构 常数 (structure constant). 

由 无 穷 小 生成 元 交换 关系 的 定义 可 得 到 : 

[X,, X,] = X,X; 一 XX; 三 一 [X,,X,] 
| [[X,, X], X] + [[X,, X], X] + [[X,, X], X] = 0 

称 (9.2. 10) 的 第 一 个 式 为 反对 称 性 , 第 二 个 为 交换 关系 满足 的 Jacobi 恒等式 由 (9.2. 
10) 式 容易 得 到 结构 常数 Ct 具有 如 下 性 质 : | 

(1) 结构 常数 CFAR i, j 交换 是 反对 称 的 ， 即 


(9.2. 10) 


Ci = - Gi (9.2. 11) 

(2) 结构 常数 满足 如 下 的 恒等式 ， 即 
Ci, +t CaCh + CC =0 (9.2.12) 
无 穷 小 生成 元 的 代数 结构 (9. 2. 9) 式 和 结构 常数 的 性 质 (9. 2. 12) 式 是 发 展 Lie 群 的 Lie 


代数 理论 的 基础 . 

无 穷 小 生成 元 也 可 从 合成 函数 来 定义 , 直接 以 群 参 数 和 合成 函数 代替 群 元 素 ， 比 如 
g(a)g(B) =g(f(e, B)) 直 按 记 为 
(a8)=f(e,B), (aa) =f(e,Še) 


当 sa 为 无 穷 小 量 时 
(aña) =w+da=Ha， sa) (9.2.13) 
或 分 量 式 为 . 
(aña); =a; +8ai =f (æ, Sæ) (9.2.14) 
把 (9. 2. 14) 式 做 Taylor 级 数 展开 , 并 只 取 第 一 项 , 得 到 
a; +da; = fla, 0) + YAB) ag, 
A 7 i B=0 
ar(a, B) _ 
I (9.2. 15) 
于 是 
= 5 azla) (9.2. 16) 
定义 
- 2 
X, = È ula) Ja, (9.2.17) 


称 为 Lie 群 G 的 无 穷 小 生成 元 . 
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于 是 群 元 素 作为 群 参数 的 函数 , 则 有 
glaða) = gla +da) = gla) + Y TON 
代 和 人 (9.2. 16) 式 得 到 


glaða) = gla) + J, 8o,X,g(a) (9.2. 18) 
在 原点 邻 域内 a =0, 由 于 ， 
f0, B)] _ Ə: 
(0) == . 
Ki ) aß; p20 aB; le y 
因而 
-2 
X,(0) oa 


于 是 (9. 2. 18) 式 变 为 
g(a) = 5(0) + F, 5a; tE 


与 (9. 2. 3 ) 完全 一 样 . 因而 (9. 2. 17) REE a 附近 的 邻 域内 定义 的 无 穷 小 生成 元 在 w =0 
的 原点 邻 域内 与 (9. 2.2) 式 是 完全 等 价 的 . 后 面 将 看 到 从 (9. 2. 17 ) 式 出 发 导出 交换 关系 
(9.2.9) 式 , 并 具体 求 出 结构 常数 的 表达 式 . 

2. 无 穷 小 生成 元 举例 

为 了 说 明 无 穷 小 生成 元 , 下 面 就 几 个 Lie 群 具体 求 出 它们 的 无 穷 小 生成 元 . 

1° SO(3) 群 的 无 穷 小 生成 元 

S0(3) 群 是 由 3 x3 的 单 模 实 正 交 甜 阵 构 成 的 Lie 群 , 在 几何 上 描述 三 维 空间 的 所 有 
转动 ， 其 中 任 一 元 素 M 均 有 性 质 

detM=1， M =M ` 

因而 只 包括 三 个 实 参数 , IEA X, Y, Z 轴 的 转动 角 ,al ,az ,os 为 群 参数 . 单位 元 邻 


域内 的 矩阵 可 写 为 
M.(al) = Ë coso, 一 = 
O sinu cosa 


cos, 0 sino, 
M,(e,) = 


- sinæ, 0 cos@, 


cosas - sine, 
M,(o;,) = | siną, cosa 0 
为 


0 0 


e;=0 


因而 由 (9. 2. 2) 式 得 到 它 的 无 穷 小 生成 元 大 =e 
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0 0 0 - 0 0 1 0 -1 O 
X =|0 0 -1| X=| 0 0 0| X=| 1 0 0| (9.2.19) 
0 1 0 -1 0 0 0 0 0 


这 三 个 生成 元 满足 如 下 的 交换 关系 , 即 
l, 当世 六 下 为 1, 2, 3 的 偶 置 换 时 
[X,, xX] = EX, Er = | 


yi 


-1, 当 i,j, 上 为 1, 2, 3 的 奇 置换 时 (9.2. 20) 
0， RE 
后 面 将 看 到 (9. 2. 20) 式 构成 了 Lie 代数 so(3). 

2° SU(2) 群 的 无 穷 小 生成 元 

SU(2) FEH 2 x2 的 单 模 复 酉 矩阵 构成 , 一 般 可 写 为 


b 
a= [| e .， lal? + b|: =1 (9.2. 21) 
_ a 


包括 三 个 独立 的 实 参数 (al ，oaa ,os ) , 通常 可 把 a, b 写 为 


| a = (cosa) cose, + ising sino, ) eic (9.2.22) 
b = (- cosa sine, + ising;cosa,) ` 
它们 自然 满足 lal?” + 151? =1， 于 是 由 (9. 2.2) 式 得 到 无 穷 小 生成 元 为 
z= i z= 1 z= 9 9. 2. 23 
! (; o) ° [ o) ° Ë i) ( ) 


它们 满足 交换 关系 
[X,, X;] = ERX 
一 般 为 了 消除 交换 关系 中 的 2, 定义 


X; => X, 
于 是 | 
和 
而 且 
[X;, X; ] =s X,” 
其 中 
0 1 0 -i 1 O 

= 中 a|; o)” a =| a) 

为 Pauli 和 矩阵. 


容易 看 到 S0(3) 群 的 无 穷 小 生成 元 1X,} 与 SU(2) 群 的 无 穷 小 生成 元 {天 | 同 构 ， 即 
则 i 

[Xn X]e[X; , X] 
因而 50(3) 群 和 SU(2) 群 的 无 穷 小 群 是 同 构 的 , 或 者 说 S0(3) 与 SU(2) 局 部 同 构 ， 由 
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(9.2. 19) 式 和 (9. 2. 23) 式 可 看 出 这 些 无 穷 小 生成 元 分 别 为 反对 称 和 矩阵 和 反 Hermitian $E 
阵 . 

3° SU(3) 群 的 无 穷 小 生成 元 | 

SU(3) 群 是 由 3 x3 的 单 模 西 矩 阵 构成 的 Lie 8, CA 8 个 独立 参数 , 或 者 说 它 的 参 
数 空间 是 实 8 维 的 空间 , 用 wa = (ai , a, e, a) 描述 一 般 的 3 x3 的 单 模 西 托 阵 . 

这 种 和 矩阵 在 单位 元 邻 域内 把 群 空 间 到 R 的 映射 (一 般 具 有 指数 函数 形式 ) 做 线性 近 


1 +ia, a, + ia G, + lO 
M(a) =| -atias 1+io, Qs + ios 


似 . 


-a, tias -as+ios I-i(o +a) 


因而 (9. 2. 2) 式 可 得 到 SU(3) 的 8 个 无 穷 小 生成 元 为 


0 1 0 0 0 1 
nefer o o} nofo 0 
0 0 0 -1 0 0 
0 0 0 io O 
safo 0 | «| 0 o| 
0 -1 0 0 0 -i 
0 i 0 . [00 i 
safi 0 o| vafo 0 
0 0 0 i 0 0 
0 0 0 0 0 0 
safo i o) mafo 0 j 
0 0 -i 0 i 0 


必须 指出 无 穷 小 生成 元 的 形式 是 与 群 元 素 参数 化 的 方式 有 关 的 , 它 的 形式 是 可 以 不 
间 的 , 但 是 代数 结构 是 不 变 的 . . 


比如 取 新 的 参数 a, = 去 (os 一 07) ， e= Ca, +a), 其 它 Qis A2, Os, Os, Oe, Qg 
不 变 , 则 在 新 的 参数 下 ,有 


E* X; = - iX,, 则 得 到 


“| 


e ° o o 


- —— — — — , i — — . - m — 
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这 便 是 S7(3) 群 的 Gell-Mann 生成 元 . 
3. 无 穷 小 变换 与 无 穷 小 算 子 
若 r 维 Lie 群 6G 是 作用 于 n 维 空 赣 上 的 线性 变换 群 , 即 这 种 群 由 具有 一 定性 质 的 
n xn 的 矩阵 构成 , 每 个 矩阵 由 7 个 连续 参数 描述 则 由 参数 w“ = (a , ao,…, a,) 描 述 的 
群 元 素 g(a) 作 用 于 空间 向 量 x, 使 之 变换 为 男 一 向 量 x', 即 
g(a)x =x' (9.2.24) 
x 和 xz' 的 坐标 分 别 为 (2 , 和，…， 2.) 和 (2 y xz, 2, 各)， 此 时 x' 一 定 是 x* 与 的 函数 ， 
它 可 表示 为 
x'=@(x, a) (9.2.25) 
分 量 式 为 
x; = p;(x, a) = @,(x,, %2, 0, Xais Q2, t, G@,) (9.2.25') 
对 于 Lie 群 变换 函数 p 与 群 的 合成 函数 一 样 是 解析 函数 ， 对 于 单位 元 g(0) (9.2. 19) 式 为 
x=ọ(x,0) 或 x; =ọ;(x, 0) 
当 群 元 素 g(a@) 把 向 量 x。 变 为 x 之 后 , 再 用 8g(a) 作 用 , 得 到 


g(e)x, = x = e(xo, a) 
| g(Ša)x = p(x, õa) (9. 2. 26) 
因为 Sa 是 无 穷 小 量 , 有 
g(Ša)x = p(x, Ha) =x + dx 
| g(Še)g(a) = g(B) (9. 2. 26’) 
B = fa, æ) 
因而 
g(Ša)g(a)x,=g(B)x; =e(x, f(Ša:r, a)) (9.2.27) 
当 ia 为 无 穷 小 量 时 , 可 把 有 写 为 x 
fa, a) =a + da (9.2. 28) a sa 
， 于 是 得 到 
z+dr=p(ro, ,w+da) =p(x, Sx) (9.2.29) 2 gy 


如 果 Lie 群 为 单 参 数 群 ，(9. 2. 26) 和 (9. 2. 29) 
式 的 几何 意义 可 明显 地 表示 在 图 9. 2. 1 中 .这 表明 从 
xo 出 发 , 经 过 变化 g(a) 使 z 变换 为 x, 然后 再 由 羡 
&(8a) 把 zx 变 为 x+ dx, 这 种 变换 等 价 于 从 x。 出 发 ， 图 9.2.1 单 参数 Lie 群 的 无 穷 小 变化 
H gla + de) 直接 变换 到 x + dz， 对 于 高 维 参 数 空间 上 述 无 穷 小 变换 也 具 同 样 的 几何 意 
x. 
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把 (9. 2. 29) 式 中 的 p(x, 8q) 进行 Taylor 级 数 展开 , 因为 a 为 无 穷 小 量 , 这 种 展开 
中 只 须 取 一 项 得 到 


x, + dx, =e,(x, 0) + y 9e (x, a) da 
j=1 G; a=0 
PEDAS (9. 2. 30) 
j=l ða; a=0 - 
令 
0pi(x，a) : ' 
Taa ha (a), i=1,2, e,n, j=1,2, ,7 (9.2.31) 


则 (9. 2. 30) 式 为 
dx, = > U, (x)8o; (9.2. 32) 


U,(x)E— r xn 的 矩阵 ,而 且 是 x 的 函数 
当空 间 向 量 x_x + dx 时 ,空间 函数 F(x) , 引起 一 个 变化 dP(z) , Bl 


F(x +dx) =F(x) +dF(x) (9.2.33) 
其 中 
dF(x) = Y SF ax, = $ Şua) (x) do (9.2.34) 
令 
s z ð o 
£ = >, U(x) a, (9.2.35) 


称 为 Lie 群 的 无 穷 小 算 子 (infinitesimal operator). 用 它 可 把 (9. 2. 34) 式 中 函数 微小 变化 
写 为 i : 


dF(x) = Y dat (x) Fa) (9. 2.36) 
一 般 利用 重复 脚 标 表示 求 和 的 惯例 ,可 把 (9. 2. 36) 式 写 为 
dF(x) =o f F(x) (9.2.36') 
或 定义 
Š. =1 +Šo £, (9.2.37) 
于 是 
F(x+dx) =Š F(x) (9. 2.38) 


无 穷 小 算 子 { 免 } 在 Lie 群 中 与 无 穷 小 生成 元 同样 ,都 是 非常 重要 的 概念. 
下 面 以 S0(3) 群 为 例 , 求 出 它 的 无 穷 小 算 子 . 
3S0(3) 群 在 单位 元 邻 域 U, 内 的 矩阵 可 写 为 


1 一 0Q3 G 
R(æ) = Gs 1 -0 me U. 
一 CQ2 Q 1 


因而 作用 于 向 量 x 为 
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, 

1 -as Q |x Xi 一 03X2 + Gs x 

. , 

R(a)x =| os 1 -= |x, |> | aaxl +X 一 QI%3 |= | x; 
- a 1 x, ~ OX1 + GX, + Xs x, 


因而 
Pı = (x) — 3X2 — Os) 
e(x, a) = B = (x; + Gs) — qis) 
@s = (xs + yx; 一 0241 ) 


H (9.2. 35) 式 无 穷 小 算 子 的 定义 得 到 50(3) 群 的 无 穷 小 算 子 为 


ç == 29 _ 39 +£ j i 9 DO 9 
3, =o Ox 23 Əx, ° A, =a Əx, 2 Ox3” = Ox 2 Ox 
如 果 令 . 
L= -iĝ,, L = - it, L = -i Å, (9.2.39) 


2., 2, L, 为 轨道 角 动量 算 子 . 
9.2.2 局 部 Lie 群 的 Lie 理论 | f 

原点 邻 域内 Lie 群 的 局 部 性 质 , 或 称 为 无 穷 小 Lie 群 的 性 质 , 对 研究 Lie 群 是 十 分 重 
要 的 . 这 些 理论 主要 是 由 Lie 氏 三 个 定理 建立 和 发 展 起 来 的 ， 下 面 就 来 讨论 这 些 问 题 . 

1. -Lie 氏 第 一 定理 

定理 9 .2.1(Lie 氏 第 一 定理 ) Lie 群 的 合成 函数 y=f(a, B) 满 足 如 下 微分 方程 , 即 

A spa (y) Ay (B) (9.2.40) 
注意 在 上 式 中 对 重复 脚 标 进 行 求 和 ,其 中 pa (y) ÈC. 2. 15) 式 中 定义 的 矩阵 函数 ， 
Au(?) 是 mr(7) 的 逆 和 矩阵 ， 即 
fw(a)A(a)]y = Xua (aa (a) = ë; 


证 明 令 ， 
x; (aB, B) -Hitap (9.2.41) 
当 B =0 时 
aa, B) er(a, 0) 
(zw, 0) = 一 一 一 一 =— H; 9. 2. 42 
Xs(a, 0) B lea B+ (æ) ( ) 
(注意 (ag) =æ, B), 当 B=0 时 (ao8) =æ, 0) =a), (aB) =B 时 
of(0,B) ƏB: 
x (B, B) = 一 一 g ° ag Os (9.2. 43) 
对 原点 邻 域 内 æ, B, y, 令 S a=pB, B =ny, 于 是 a=pny 
w, =f,(e, 0) =f.(pmy, 0) =fi(p, f(m, y) ) (9.2. 44) 


在 此 式 中 利用 了 合成 函数 的 结合 律 , 于 是 利用 复合 函数 的 微分 法 则 , 得 到 
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or(a， 0) ACE p) əf,(m. y) 


X; (G, y) = 3y, B, > 
注意 到 a=pB, B=ny (9.2.38), 则 得 到 
x (e, p) -Atk 0) =xa (æ, Bxy(B, y) (9.2.45) 


在 (9.2.45) 式 中 取 B =0, a = y, 得 到 
Ma Oxs(0, a) =xy(a, a) =Š; 
KEH yO, a) H xala, 0) 的 道 矩 阵 , 并 表示 为 
kos 0) = u;(e) 
Xa (0, a) = Àalæ) 
另 一 方面 , (9. 2.45) 式 中 取 B =0, 得 到 
Xs(a, y) =Xa(w, 0)x (0, y) = Xu(a)Ay(y) (9.2. 47) 
按 定 义 当 令 a = By 时 


(9.2.46) 


X;læ, y) =x (By, Y) = ay “ay e DAC) (9.2. 48) 
这 就 证 明了 此 定理 . | 
Lie 氏 第 一 定理 给 出 了 Lie 群 合成 函数 的 变化 规律 . 这 种 规律 也 必然 反映 在 Lie 群 作 
用 于 空间 向 量 , 引起 的 向 量 的 变化 规律 上 . . 
(9.2. 16) 式 描述 的 参数 微分 变量 da 与 无 穷 小 变化 Se, 的 关系 为 
= > Sa (a) 
可 用 B (a) 的 逆 和 矩阵 Ay(a) 表示 为 
õa; = 2 hy(a)da (9. 2.49) 
于 是 (9. 2. 4) 式 描述 的 变换 Lie 群 无 穷 小 变换 引起 的 空间 向 量 x 的 变化 dx, 可 表示 为 
dx, = > U,(xz)Šo; = > = U,(x)AÀr (a) de, 


=U,(x)À,(a)doe, (9.2.50) 
由 此 式 立 即 得 到 微分 方程 


Oxi _ 
Ja, 7 Val) Aala) (9.2.51) 


方程 (9. 2. 51) 描述 Lie 群 作 为 变换 群 , 群 元 素 的 变化 引起 所 作用 的 空间 向 量 的 变化 
规律 . 与 Lie 氏 第 一 定理 描述 的 群 的 合成 函数 的 变化 规律 是 等 价 的 , 因而 有 的 书 把 方程 
(9.2. S1) 式 称 为 Lie 氏 第 一 定理 . 

2. Lie 氏 第 二 定理 与 第 三 定理 

定理 9.2.2(Lie 氏 第 二 定理 ) Lie 群 6 的 无 穷 小 生成 元 {X,} 满足 如 下 的 交换 关系 ， 
Bp 

| [X,, X] = C;X, (9.2. 52) 

其 中 C5 为 结构 常数 . 
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定理 9. 2.3(Lie 氏 第 三 定理 ) Lie 群 Ç 的 结构 常数 C* 满 足 如 下 性 质 , 即 
Ci = -Ci, CyC% +CiCh + CiCs =0 (9.2. 53) 
这 两 个 定理 在 把 无 穷 小 算 子 定义 为 (9. 2.2) 式 时 , 已 给 出 了 证 明 ( 见 (9. 2.9)， 
(9.2. 11) 和 (9.2. 12) 式 ). 为 了 具体 得 到 (9. 2. 8) 式 给 出 的 结构 常数 , 下 面 对 Lie 氏 第 二 
定理 进行 严格 证 明 , 并 推导 出 结构 常数 的 表达 式 . 
第 二 定理 的 证 明 
按 (9. 2. 20) 式 , 无 穷 小 生成 元 为 , 
= Eula) $ = n (e) -2 (9. 2. 54) 
重复 脚 标 表 示 求 和 , 于 是 


[X,, X] Smula) > aula) += - (a) 3 apula) z 


-fa PSA ODE (255) 


ða a 
由 于 合成 函数 具有 连续 可 微 性 , 因而 
of (a, B) _ file, B) B) 
B98, 98,əB, 
< y= (ap) , 并 利用 Lie RAEO, 2. u: 可 以 得 到 


-xi(y)Az(B) = agr PAB) (9.2. 56) 


óB, 
而 且 
Ən; (y) ƏY, _ gz; (y) 
ge) = ay B Pr) Kw x (y) AL (0) 
于 是 (9. 2. 56) 式 变 为 
au We (VABA) -à Aa(B)àa(B)] 
_ ƏA (B) 3AB) 
= ( | 一 总 一- aE MaR 
对 求 和 与 变数 进行 鞭 换 , 得 到 


py) - BD nly) Ja (B)àa(B) 


= oAn(B) dAa(B) 
=n (y) K = | 
由 A(B) 和 AK(B) 互 为 逆 矩 阵 的 性 质 , 可 得 到 


iat, 7) - aP (a. (7) 


La PaP Je (B)m(B) (9.2. 57) 


上 式 右 端 为 B 的 函数 , AWA y 的 函数 ,因而 它们 只 能 各 为 常数 ， 而 且 这 个 常数 只 与 非 
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求 和 脚 标 ( 非 重复 脚 标 )g, j, s 有 关 ， 因 而 令 它 为 


C, = Ən (y) (Y) - (7) ey) Aat) 


4 ðY, H Əy, 
, = [2A A aaO alB) (9. 2. 58) 
由 此 得 到 
Cn (y) = -H (Y) 一 ara (y) (9. 2. 59) 
把 它 代 入 (9. 5.55) 式 , 最 后 得 到 
[X,, X] = Cyna) = CX, (9.2. 60) 


这 就 证 明了 第 二 定理 . 
对 于 (9. 2. 35) 式 定义 的 无 穷 小 算 子 


£, = Yu, OF (9.2. 60) 


通过 类 似 的 计算 也 可 得 到 它 的 交换 关系 ， THIRE (9.2 2) 式 ， 而 且 结构 常数 同 样 由 (9 
2. 58) 式 表示 . 为 了 看 到 这 一 重要 结果 , 按 定义 计算 如 下 ， 
和 -A 


=u. w(%) 3 —u, (z) Š — uy (z) É J wha) 3 


moea nona 2 a 


0x xX, 0x, 0%, OX, 
Qu, (x) 9 

= = -9 ô 
wola) gx (we (a) S Pn Əx, 


=[u, oma. u ( ) Se) 


e ) j2 ax (9.2. 61) 


利用 (9.2. 50) RE =w(z)Ay(a) 可 得 到 


Ox _ 0 ECX) a 
aag "aa [w (2)a (e) ] = Ca qana) +u(z) aala) 
s. =: = (x)Au(a)] = Peina (a) do aa Au (e) + üy OF ahua) 
aða, 
由 此 得 到 
Oun(%) a xo ante) a 
Ox maala ) - r" 1 ) 


=À,(*x) aa Au(e) T Uy (x) A (a) 
在 上 式 左 端 代入 (9. 2. 61) 式 得 到 
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dula) u (x) 
Ox, 
= WOE ALD “a (a) |C) (e 


=u, (x) [ Aula) 一 aa (e)] 


u (x) AA) A (a) ~ Ww” (x)Ap (oa) An(e) 


在 上 式 中 两 端 乘 以 jw(ea)uy(a) 并 对 j, 求 和 , 利用 {A1 与 {| 互 为 逆 矩 阵 的 性 质 可 得 


到 
a: )- k Ca) 
=w()[¿ (a) +A (e) |a lagla) 
=C (æ)u;(x) 
其 中 


c, (e) = [aaau(a) - 2 A (e) Julang (a) 
对 (9. 2. 62) 求 偏 微 商 ;- 得 到 
ga Ca (a) uals) =0 
由 此 得 到 
jo- Ch (m =0 
BJ Ci,(a) 为 一 与 a 无 关 的 常数 
n= [ag (æ) - Ala) AORO 
最 后 得 到 - 
[$,, Â] = Cu a =G, 
9.2.3 Lie 代数 


1，Lie 代数 的 定义 


(9.2. 62) 


(9. 2. 63 ) 


(9.2.64) 


(9.2. 64') 


(9.2.65) 


定理 9. 2. 2 说 明 7 维 Lie RER r ARS MAT 11, 1 构成 个 + 维 的 Lie 代数 . 为 了 说 


明 这 一 问题 , 下 面 给 出 Lie 代数 的 定义 . 


定义 9.2.1(Lie 代数 ) 设 g 是 数 域 K( 或 为 复数 域 C, 或 为 实数 域 有 R) 上 的 维 线性 


封闭 的 ， 即 若 
X, Yeg 
则 


“空间, 空间 g 中 的 任意 两 个 元 素 X, Ye z, 定义 一 个 Le 乘积 [X, Y], HF Lie 乘积 是 
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. [X Y] ez ` 
Lie 乘积 满足 如 下 条 件 : 
(1) Lie 乘积 具有 双 线 性 , 即 若 a, be K, X, Y, Z eg, WA 
[aX + bY, Z] = a[ X, Z] + b[ Y, Z] 
| [Z, aX +bY] = a[Z, X] + b[Z, Y] 
(2) 斜 对 称 性 ， 即 对 任意 Xeg 
[X, X] =0 
(3) 存 在 如 下 的 Jacobi EEA, BXIHEŠ X, Y, Zeg, 有 
[[X, Y], Z] +[[Y, Z], X] +[[Z, X], Y] =0 (9.2.67) 
则 称 线性 空间 g 为 Lie 代数 . : 
与 第 一 章 曾 讨论 过 的 一 般 线性 代数 相 比 较 , 如 果 把 Lie 乘积 视 为 代数 中 的 积 , 则 Lie 
代数 满足 一 般 代 数 的 定义 , 因而 Lie 代数 也 是 一 个 代数 , 但 是 由 于 Lie 乘积 的 反对 称 性 ， 
使 [了 +Y, X+Y]=0, 因而 Lie 代数 是 不 可 结合 的 代数 . 
定理 9.2.2 说 明 任何 一 个 r 维 Lie 群 C, 它 的 r 个 无 穷 小 算 子 { 驶 ,i=1, 2,…, rl sk 
无 穷 小 生成 元 {X,, i=1, 2,…, | 在 定义 交换 关系 为 Lie 乘积 之 下 , 构成 一 个 r 维 Lie 代 
数 , 这 个 Lie 代数 记 为 g. 


(9. 2. 66) 


g= lele, e R| (9.2. 68) 

它 是 一 个 实数 域 上 的 实 Lie 代数 , 这 个 Lie 代数 g 也 可 说 是 Lie Ë G 在 单位 元 邻 域内 线性 
化 而 得 到 的 . 

2. Lie 代数 与 Lie 群 f 

上 面 通过 Lie 氏 三 个 定理 说 明 任 一 > 维 Lie 群 Ç 由 它 的 无 穷 小 算 子 可 构成 一 个 Lie 
代数 g. 反之 , Lie 氏 三 个 定理 都 存在 相应 的 道 定理 , 对 这 些 定理 有 兴趣 的 读者 可 参阅 有 
关 专 著 ， 比 如 Gilmore. R 著 “Lie Groups, Lie Algebras and Some of Their Applicatos”) , 这 
里 就 不 讨论 了 . 由 这 些 逆 定 理 可 以 得 到 任何 一 个 > 维 实 Lie 代数 g 的 7 个 线性 无 关 的 元 
素 ( 即 Lie 代数 的 一 组 基 矢 ) 都 可 作为 无 穷 小 算 子 而 对 应 一 个 局 部 Lie 群 . 不 同 基 矢 对 应 
的 局 部 Lie 群 是 彼此 同 构 的 , 也 就 是 说 在 同 构 意 义 下 任 一 " 维 Lie 代数 唯一 地 决定 一 个 局 
部 Lie 群 . 

(9.2.3) 式 给 出 了 Lie 群 G 的 无 穷 小 元 素 g( Sa) 可 由 相应 Lie 代数 的 基 矢 |X,, i=1， 
2,…:r|( 即 G 的 无 穷 小 生成 元 ) 表示 为 


g(Ša) = g(0) + Y sex, = E + Y sex, 
群 的 有 限 参数 a 的 元 素 g(a) 可 由 上 式 的 极限 得 到 , 即 令 Sa, = St, N—o ,于 是 
g(e) = lim| £ + $y aX] = exp( y oa)  (9.2.69) 
即 通过 Lie 代数 无 穷 小 元 素 > aX, 的 指数 映射 可 得 到 群 的 有 限 参数 a 表示 的 元 素 . 
如 果 单 位 元 和 无 穷 小 生成 元 与 X; 都 是 nxn 的 矩阵 , 矩阵 的 指数 函数 的 定义 为 
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exp4 = > >, 4 为 nx 矩阵 ， 40 =E ` (9.2.70) 
并 且 有 下 面 一 些 性 质 : 
(1) 如 果 4,B RE n xn E, MEE B 是 非 奇 异 和 矩阵 , 则 
exp[ BAB 1] = B(expA)B `! : (9.2.71) 
(2) 如 果 n xn pE A,B 是 可 交换 的 , 即 [4,B] =0, 则 
exp(A + B) = (expA) (expB) (9. 2.72) 
(3) 矩阵 指数 函数 exp4 的 行列 式 为 | 
det(exp4) = exp( trA) (9. 2.73) 
(4) 矩阵 指数 函数 的 复 共 恩 为 
(expM)  =exp( M`") (9.2.74) 
(5) 和 矩阵 指数 函数 的 转 置 为 
(expM) = exp( H) (9.2. 75) 


由 这 些 结果 可 看 到 , 如果 无 穷 小 生成 元 是 反 Hermitian #EBE, PJ X = -五 , 则 群 元 素 
AAR, B 


A = oxp( Fox), A* = exp( ~ Z ex.) = A” 
# X, 为 无 迹 反 Hermitian 矩阵 ， 则 群 元 素 为 单 模 西 儿 即 


detA = exp ( > a;trX,) =1 
Ee 


# X, 为 反对 称 和 矩阵 , BH X, = -X,, 则 4 WEZER. 

同一 个 实 Lie 代数 可 能 对 应 几 个 Lie 群 ,这 些 Lie 群 是 局 部 同 构 的 , 即 在 单位 元 的 邻 
域内 是 同 构 的 ,但 是 在 整体 性 质 上 , 却 是 不 同 的 . 关于 这 一 点 ,存在 如 下 重要 定理 , 即 : 

定理 9.2.4 E gH nX Lie 代数 , 存在 一 个 单 连通 Lie 群 SG 以 g 为 它 的 Lie 代 
数 , 在 同 构 的 意义 下 , 这 个 单 连通 Lie 群 SG 是 唯一 的 . 其 它 以 为 Lie 代数 的 Lie H G, 
G6, ,…,G, 都 是 复 连通 的 ,它们 与 SC 同 态 . 

这 个 定理 说 明 , 如 果 一 个 维 实 Lie 代数 g 以 它 的 基 矢 为 无 穷 小 算 子 可 给 出 若干 个 
Lie F$ G, 6,,…, Ge 这 些 Lie 群 彼此 是 局 部 同 构 的 , 而 且 其 中 只 有 一 个 是 单 连通 Lie 群 
SG, 其 它 都 是 复 连通 的 , 称 Lie 群 SG 为 这 些 Lie 群 G, 的 通用 覆盖 群 (universal covering 
group) , SÇ 与 其 它 G 在 整体 上 同 态 ， 而 不 同 构 ， 


9.3 Lie 代数 的 基本 概念 


在 9.2 节 中 已 经 给 出 了 Lie 代数 的 定义 , 为 了 进一步 讨论 Lie 代数 , 在 这 节 里 对 Lie 
代数 中 的 一 些 基本 概念 进行 说 明 . 

1. Lie 代数 中 的 基 秋 变换 

在 定义 9. 2. 1 中 已 指出 定义 在 数 域 玉 上 的 m 维 1 Lie 代数 g 是 一 个 维 线性 空间 , 因 
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而 可 选择 个 元 素 为 基 矢 {X, ,XX,，…, Xl , 它们 间 的 Lie 乘积 为 


[X,, X] = C;X, (9.3.1) 
g 中 任 一 元 素 焉 和 了 在 这 组 基 矢 下 可 表示 为 
X=AX,, Y=w,X, (9.3.2) 
于 是 
[X, Y] = [À X,, mX] =AmlX;, X] = AC; (9.3.3) 


(注意 在 上 述 公 式 中 重复 脚 标 为 求 和 ). 
如 果 选 择 另 一 组 基 矢 
Y, =a;X;, X, =a; Y, (9.3.4) 
a; 为 变换 矩阵 4( wy ) EREA (ay ) 的 矩阵 元 . 因而 
[Y,, Y,] =asas[X,, Ki] = asa GX, = asa Cha Y, = CHY, (9.3.5) 
即 新 的 基 矢 | Y, Y,, `", Y.) 的 结构 常数 为 
C¥ = agta Ch (9.3.6) 
这 表明 不 同 基 矢 有 不 同 的 结构 常数 , 一 组 基 矢 所 决定 的 一 组 (ni 个) 结构 常数 与 另 一 组 
基 矢 所 决定 的 另 一 组 结构 常数 之 间 的 变换 关系 由 这 两 种 基 矢 间 的 变换 矩阵 所 决定 . 
用 ap RACS. 3. 6) 式 并 对 q 求 和 , 得 到 
| a Ci =a partig Ch = Apa aÒ (9.3.7) 
这 个 公式 给 出 了 两 个 基 矢 中 两 组 结构 常数 C5 与 CARTRE. 
2. Lie 代数 同 构 与 同 态 
对 于 两 个 Lie 代数 g 和 gz，Lie 代数 g, 的 元 素 记 为 了 ，Lie 代数 g, 的 元 素 记 为 了 ,如 
果 两 个 Lie 代数 之 间 存 在 一 个 一 一 对 应 的 映射 , 使 它们 中 的 元 素 工 一 了, 而 这 种 对 应 满 
足 如 下 条 件 , BD: 
(1) WR 五 ——Y,, 乱 一 了， 则 对 数 域 K 上 的 任何 数 和 A, z e K, W AX, +uX, 
— Y, +Y. f 
(2) 如 果 Xr —Y,, X, —Y,, JJI X, , X,] —[ Y,, Y, JFK Lie 代数 g, 与 Lie 代数 
e: 同 构 , 记 为 g = m. 
任何 Lie 代数 g 都 与 它 自己 同 构 , 称 为 自 同 构 . 
Lie 代数 的 基本 问题 之 一 是 寻求 互 不 同 构 的 Lie 代数 . 
显然 两 个 同 构 的 Lie 代数 , 可 以 选择 同 构 的 基 矢 , 即 基 矢 {X, XX,,，…, X. 15 IY, 
Y,, =, RIRH, 也 就 是 ,一 一 Y， 因 而 , 它们 有 相同 的 结构 常数 , 反之 如 果 两 个 Lie 
代数 有 相同 的 结构 常数 , 它们 一 定 相互 同 构 . 
如 果 两 个 Lie 代数 g, 与 g, 之 间 存 在 一 个 映射 p, 使 得 把 Xeg,, 映射 为 p(X) =Ye 
g2, BẸ I 


X, — p(X) es 
X, —e(X,) e€ s 
而 且 


AX, +X, ——AQ(X,) tup( X) e g, 
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则 称 Lie 代数 g, 与 Lie 代数 g, 同 态 . 
显然 同 构 是 一 种 特殊 的 同 态 , 对 于 同 构 映射 p 是 一 对 一 的 映射 . 
Lie 代数 的 同 构 与 同 态 与 群 的 同 构 和 同 态 是 完全 平行 的 定义 , 它们 都 要 求 映射 下 不 
仅 建 立 了 元 素 间 的 对 应 关系 , 而 且 对 于 群 的 乘法 和 Lie 代数 的 Lie 乘积 也 存在 相应 的 对 
应 关系 . 
3. 子 代数 的 理想 
子 代 数 : 设 h 是 Lie 代数 g 的 一 个 线性 子 空间 ， -JAH H,, H eh, 而 有 [Hi, H,] eh, 
NPR h H g TRE, 当然 也 是 一 个 Lie 代数 . 
如 果子 代数 中 任意 两 个 元 素 广 ,了 的 Lie 乘积 都 为 0， 即 
[X,Y] =0, X, Yeh 
称 子 代数 疡 为 可 交换 的 子 代数 ,或 称 Abel 子 代数 . 
有 一 类 子 代数 称 为 理想 子 代数 , 或 简称 理想 (ideal) , 是 一 非常 重要 的 概念 , 下 面 给 
出 它 的 定义 . 
定义 9.3.1( 理 想 子 代数 ) WME h Æ Lie 代数 g 的 子 代 数 , 对 于 g 中 的 任何 元 素 
X (Xeg)5 h 中 元 素 H(He h) B Lie 乘积 , 仍然 是 子 代数 中 的 元 素 , 即 
[H, X] eh, Xeg, Heh 
则 称 这 种 子 代 数 为 理想 子 代数 , 简称 理想 . 
理想 是 Lie 代数 g 中 的 不 变 子 代数 , 即 g 中 任何 元 素 与 理想 中 元 素 的 Lie 乘积 均 为 
理想 中 的 元 素 . 
如 果 理 想 是 可 交换 Lie 代数 , 称 为 Abel 理想 . 
4. Lie 代数 的 直 和 与 半 直 和 
假定 z, 和 z, 是 Lie 代数 g 的 两 个 理想 ,而且 . 
BFR Ug,, gs ng, = Ó 
即 Lie 代数 g 为 两 个 理想 的 并 集 , 两 个 理想 的 交集 是 空 集 名 , 则 称 Lie 代数 g 为 8 和 g, 
的 直 和 , wA 
g =g e: 
如 果 两 个 子 代数 中 8 是 理想 , g, 不 是 理想 而 是 一 般 的 子 代 数 , Meg, g,] Cg1, 而 
且 满足 条 件 
gUB =g, s D g = 
则 称 Lie 代数 g 是 g, 和 g, 的 半 直 和 , 记 为 
g =a, De: 
5. 陪 集 与 商 代数 
定义 9. 3.2( 陪 集 ) ME g 是 Lie 代数 ,hh 是 它 的 理想 , 对 于 g 中 的 一 个 元 素 Xeg， 
X X+h=X, Pk X E Lie 代数 g 的 元 素 X 的 陪 集 , RAI X JE: X Bj modh 同 余 类 (con- 
gruence class). 
了 是 一 个 元 素 集 合 ， BJ X= [X+H, , +H,,…, I, H,, H, *…, H, 为 理想 的 基 矢 . 
如 果 Lie 代数 g 是 nn 维 的 , 理想 hh 是 m 维 的 , 则 不 同 的 陪 集 只 有 nm 个 . 下 面 证 明 
这 一 点 . 
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Ri X m Y ED AE, BH 


X=X+h=|X+H, X+H,+ , °, X+H,} 
Y=Y+rh={Y+H, Y+H,+ , 0, Y+H,} 
如 果 半 与 了 之 中 有 一 个 元 素 是 相同 的 ， 比 如 
X+H=Y+H, 


于 是 
. Y=X +H, -H, =X +H, 
即 了 是 陪 集束 中 的 一 个 元 素 , 因而 
Y=X+H,-H,+h=X+h=X 

这 表明 如 果 互 与 了 的 交集 , XUY= y, M| X =Y. IEAk X ESE Yace YUY =, 或 
# X = Y. 

XIF n 维 的 Lie 代数 g 和 m ERE h E V d X, 全 部 陪 集 的 和 集 为 Lie 代数 
g, BP 

UX, =g 

由 上 面 的 讨论 可 看 到 对 Lie 代数 通过 加 法 运算 由 理想 天 定义 的 陪 集束 = 工 +7， 与 群 
G 和 不 变 子 群 五 由 乘法 定义 的 陪 集 是 完全 相似 的 . 这 也 是 仍然 称 蕊 为 陪 集 的 原因 , 在 代 
数 中 通常 称臣 为 蕊 的 modh 同 余 类 . 

容易 看 到 成 与 了 的 Lie 乘积 为 

[X, Ý) =[X+h, Y+h] =[X, Y] +h=[X, Y] 

由 此 关系 可 定义 商 代 数 . 

定义 9.3.3( 商 代数 ) n Hk Lie 代数 g, 有 一 个 m 维 的 理想 , MURE EAER 
的 集合 仍然 为 线性 空间 , 空间 元 素 为 陪 集 ( 或 称 为 modh 同 集 类 ) 了 , 车 定义 陪 集 X, 了 的 
Lie 乘积 为 

(X, Y] =[X, Y] =[X, Y] +h 

MAER X, A Lie 代数 , 称 为 商 代数 , 记 为 g/h. 

与 群 和 商 群 的 关系 一 样 ，Lie 代数 g 与 商 代数 g/h AS, 间 态 核 为 理想 h. 

6. 单纯 Lie 代数 和 半 单 纯 Lie 代数 

对 Lie 代数 进行 分 类 , 其 中 单纯 Lie 代数 和 半 单 纯 Lie 代数 是 两 类 重要 的 Lie 代数 . 
下 面 给 出 它们 的 定义 . 

定义 9.3.4( 单 纯 Lie 代数 ) 如 果 Lie 代数 g 除了 它 自身 和 由 元 素 名 构成 的 两 个 平 
庸 理想 外 , 不 再 有 其 它 非 平 庸 理想 , WEK g 为 单纯 Lie 代数 ( simple Lie algebra) 或 简称 单 
Lie 代数 , 或 者 说 没有 非 平庸 理想 的 Lie 代数 是 单 Lie 代数 . 

定义 9.3.5( 半 单纯 Lie 代数 ) Lie 代数 g 如 果 除 了 名 这 个 平庸 理想 外 , 不 存在 其 它 
Abel 理想 ( 即 可 交换 理想 ) , 则 称 为 半 单 纯 Lie 代数 (semisimple Lie algebra) , 或 简称 半 单 
Lie 代数 . 

显然 两 个 单 Lie 代数 的 直 和 (Lie 代数 g =g Og) 是 半 单 Lie 代数 , 因为 g, #ü g, 22 g 
的 理想 , 而且 g, g: 都 是 单 Lie 代数 ， 即 都 不 含有 其 它 理想 ， 当 然 更 没有 Abel 理想 , 因 
而 g 含有 两 个 理想 g, ，g;, 但 不 含 Abel 理想 . 


-一 一 -一 一 
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关于 半 单 Lie 代数 存在 一 个 定理 , BB Lie 代数 g 是 半 单 Lie 代数 的 充分 必要 条 件 是 :8 

可 以 写 为 它 的 理想 g, 82s `, En 的 直 和 ， 即 
8 = > Og: 

而 且 gi, 823 s Em 都 是 单 Lie 代数 . 

容易 看 到 1 维 单 Lie 代数 g 不 是 半 单 Lie 代数 , 因为 1 维 Lie 代数 g 本 身 是 它 的 理 
想 , 而 且 是 Abel 理想 , 因而 1 维 单 Lie 代数 不 是 半 单 Lie. 代 数 . 除 此 之 外 ,所 有 单 Lie 代 
数 都 是 半 单 Lie 代数 .因为 Abel Lie 代数 不 是 单 Lie 代数 , 故 任何 单 Lie 代数 除了 它 自 身 
和 多 外 , 不 存在 其 它 理想 ， 当 然 也 不 存在 Abel 理想 , 然而 它 自身 却 是 它 的 一 个 理想 , 但 
这 个 理想 ( 即 Lie 代数 本 身 ) 却 不 是 Abel 理想 .因此 , 符合 半 单 Lie 代数 除了 名 之 外 不 存 
在 Abel 理想 的 定义 . 

因此 如 果 除 去 1 维 单 Lie 代数 之 外 , FA Lie 代数 也 包括 了 单 Lie 代数 . 

单 和 半 单 Lie 代数 的 概念 也 可 引入 群 的 概念 之 中 ， 

对 于 一 个 群 G6, 如果 它 不 包括 除 自身 和 单位 元 构成 的 两 个 平庸 不 变 子 群 外 ,不 包括 
其 它 不 变 子 群 则 称 6 为 单纯 群 ;如 果 它 除了 单位 元 构成 的 平庸 不 变 子 群 外 , 不 包括 其 它 
Abel 不 变 子 群 , 则 称 G 为 半 单 纯 群 ， 把 这 两 个 概念 引信 Lie Et, 容易 看 到 单 Lie 群 6G 的 
Lie 代数 g 是 单 Lie 代数 , 半 单 Lie PE G 的 Lie 代数 g 是 半 单 Lie 代数 , 反之 实 的 单 (或 半 
H) Lie 代数 g 对 应 的 连通 Lie 群 6 也 是 单 ( 或 半 单 ) 的 Lie 群 . 

7. TH Lie 代数 与 突 零 Lie 代数 

Lie 代数 中 除 单 和 半 单 两 类 Lie 代数 之 外 ， 可 解 Lie RAMEE Lie 代数 是 另外 两 类 
重要 Lie 代数 ,下面 讨论 它们 的 定义 . 

WR hi, h, 是 Lie 代数 g 的 两 个 理想 ， MEA, h, ] tB E: g 的 理想 . 下 面 对 此 进行 证 


明 . 
@%Xeg, Keh, 上 eh,， 48S K, Leg, 由 Jacobi 恒等式 
[[X, K], L] +[[K, L], X] +[IL, X], K] =0 
利用 
[[K, £], X] =-[X, [K, 41], [[L, X], K] = [K,[X, L]] 
得 到 


[X, IK, L]] =[[X, K], L] +[[L, X], K] 
=[[X, K], L] +[K, [X, L]] 
HF h, h, 都 是 理想 ， 因而 [X, K] e, [X, L] e h, 而 且 [[X, K], L] eh, 
[K, [X, L]] eh,, 因而 
[X, [K, L]]e[h,, h,] 
从 而 证 明了 [hi , h, ] 为 理想 . 
由 此 可 得 到 Lie 代数 g 的 两 个 理想 链 . 
1° Lie 代数 g 的 导 来 链 与 可 解 Lie 代数 
定义 如 下 的 子 Lie 代数 链 为 导 来 链 ( derived series) : 
g) Dg? Sg I (9.3.8) 
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其 中 
g =g, g” =le’, gl, g” =[z , g], (9.3.9) 

由 定义 可 看 到 gO, g”, g”, o, 都 是 Lie 代数 g 的 理想 . ge 是 g 本 身 也 是 它 的 最 大 
理想 , 前 面 对 [ 户 ， a Ez 的 理想 的 证 明 ,当然 适用 于 h =h =g. Bm z). g”, … 都 
是 理想 . 

由 导 来 链 (9. 3.8) 可 定义 可 解 Lie 代数 . 

定义 9.3.6( 可 解 Lie 代数 ) Æ Lie 代数 g 的 导 来 链 (9.3.8) 在 自然 数 k 外 , 使 

g® = 10] 

则 称 Lie 代数 g 为 可 解 Lie 代数 ( ae Lie a algebra). 

由 些 定义 可 看 到 可 解 Lie 代数 不 包括 任何 半 单 Lie 代数 ， 因 为 半 单 Lie RARA 10) 
之 外 的 Abel 理想 , 导 来 链 (9. 3. 8) 不 可 能 出 现 g = 10}. 因为 只 有 Abel 理想 才能 使 
[h, h] =0, h X Abel 理想 . 

容易 证 明 , 可 解 Lie 代数 的 子 代数 是 可 解 Lie 代数 , 可 解 Lie 代数 的 同 态 象 (如 果 Lie 
代数 g 同 态 于 Lie 代数 g', 称 g' 为 g 的 同 态 象 ) 是 可 解 Lie 代数 , 可 解 Lie 代数 的 直 和 是 
可 解 Lie 代数 ， 如果 Lie 代数 g 和 理想 的 商 代数 g/h 是 可 解 的 , 而 也 是 可 解 的 , MU z 
是 可 解 的 . 


2° ERDEME Lie 代数 
Lie 代数 g 的 另 一 个 理想 链 为 
gog" og! (9.3.10) 
其 中 
g = 
gl = [g, g] 
zY = [g, g™] f (9.3.11) 
g) = [g, g] 


easoeooss............ 


称 为 降 中 心 链 (ascending central series)， 显 然 g 趾 为 理想 , H tu] E S 582 Lie 代数 . 
定义 9. 3.7( 寡 零 Lie 代数 ) Lie 代数 g 的 降 中 心 链 (9.3. 10) 中 , 若 
gl = 0] 
则 称 Lie 代数 g ERE Lie 代数 (nilpotent Lie algebra). 
与 可 解 Lie 代数 不 包括 半 单 Lie 代数 相同 的 原因 , 舌 零 Lie 代数 也 不 包括 任何 半 单 
Lie R. MERE Lie 代数 一 定 是 可 解 Lie 代数 . 
FF Lie 代数 也 有 如 下 性 质 , BB: 38% Lie 代数 的 子 代 数 也 是 寡 零 的 ， 需 零 Lie 代数 
的 同 态 象 是 寡 零 的 , RF Lie 代数 的 直 和 是 寡 零 的 . 
可 以 证 明 一 切 可 解 Lie 代数 g 都 可 表示 为 一 个 可 解 Lie 代数 与 一 个 半 单 Lie 代数 的 
半 直 和 ， 即 
g =l@,.p 
其 中 /是 可 解 Lie 代数 , p 是 半 单 Lie 代数 , 而 1 又 可 写 为 一 个 可 解 Lie 代数 与 半 单 Lie 代 
数 的 半 直 和 ,因而 一 切 可 解 Lie 代数 都 可 表示 为 若干 半 单 Lie 代数 的 半 直 和 . 


GC 
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而 前 边 已 经 指出 , 任何 一 个 半 单 Lie 代数 都 可 表示 为 单 Lie 代数 的 直 和 . 因而 研究 单 
Lie 代数 对 于 研究 所 有 Lie 代数 都 具有 重要 意义 。 

实际 上 Cartan 和 Killing 在 理论 上 已 给 出 了 全 部 单 Lie 代数 , 它们 已 包括 A, (n> 
1);B,, (nz1);C,, (n=2)® D, (n >3) WKM Lie 代数 和 5 个 例外 Lie 代数 6,， 
F,, Es, E, 和 Es. 后 面 将 对 这 些 单 Lie 代数 进行 仔细 研究 . 


9.4 复 半 单 Lie 代数 的 Cartan 形式 


上 节 中 已 指出 Lie 代数 可 分 为 可 解 Lie 代数 与 半 单 Lie 代数 (可 解 Lie 代数 包括 了 寡 
零 Lie 代数 ,因为 一 切 震 零 Lie 代数 都 是 可 解 Lie 代数 , 半 单 Lie 代数 包括 了 除了 1 维 Lie 
代数 之 外 的 所 有 单 Lie 代数 ). 而 一 切 可 解 Lie 代数 又 可 写 为 另 一 个 可 解 Lie 代数 与 一 个 
半 单 Lie 代数 的 半 直 和 . 因而 研究 半 单 Lie 代数 在 Lie 代数 理论 中 是 十 分 重要 的 . 而 对 半 
单 Lie 代数 g 进行 Cartan 分 解 可 反映 半 单 Lie 代数 的 最 基本 性 质 , 本 节 就 来 讨论 这 一 问 
题 . 


9. 4.1 Cartan-Wey] 基 ，Cartan 子 代数 与 半 单 Lie 代数 的 Cartan 形式 


1. Lie 代数 g 上 的 内 导 子 
对 Lie 代数 g 引入 一 种 运算 称 为 内 部 求 导 , 简称 内 导 子 , 用 符号 ad 表示 ,比如 对 Lie 
代数 的 任 一 元 素 了 进行 内 导 运 算 , 则 记 为 ad(X) , HITR X HARRER ad(X) 为 
元素 的 内 导 子 (inner derivation)， 内 导 子 ad(X) 为 空间 g 中 的 线性 变换 , 定义 为 
ad(X)Y=[X, Y], X, Yeg (9.4.1) 
容易 得 到 
ad(X)[Y, Z] =[ad(X)Y, Z] + [Y, ad( X)Z] 
=[[X, Y], Z] +[Y, [X, Z]] (9.4.2) 
2. Cartan 子 代数 与 Lie 代数 的 Cartan 形式 
设 n 维 Lie 代数 g 的 基 矢 为 1 ,下 ，…, Xl, X Æg 中 的 任 一 元 素 , MH X =x,X,, 
用 g 中 某 一 元 素 4 =a,X, 的 内 导 子 建立 如 下 的 本 征 方程 , 即 令 
ad(A)X=[A, X] =pX (9.4.3) 
RAX, 4 的 表示 ，(9. 4.3) 式 变 为 
a,x,[X,, X,] =a, ,X, =px,X, 
其 中 C; ,为 结构 常数 ， 由 上 式 可 得 到 
La, Ci, z, -px-3 ]X, =0 
由 于 基 矢 是 线性 无 关 的 , 由 上 式 可 得 到 
(a@,C%,, -p86,,)x, =0 (9.4.4) 
这 是 关于 x, 的 线性 齐 次 方程 组 , 根据 线性 齐 次 方程 组 具有 非 零 解 的 条 件 , 要 求 (9. 4. 4) 
式 的 系数 行列 式 为 零 ， 即 
detla,C; , -Pòn | =0 (9.4.5) 
这 是 关于 本 征 值 p H n KHE, 称 为 久 期 方程 . 对 于 复 Lie 代数 g, p 在 复数 域 上 有 nn 个 
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解 , 每 个 解 称 为 Lie 代数 g 的 一 个 根 (root) , = 个 根 中 存在 重 根 ,， 因 而 实际 不 同根 的 数目 
H n zp. 方程 (9.4.5) 的 根 p 随 着 4 的 选择 而 不 同 , 因而 可 选择 4, 使 方程 (9.4.5) 的 重 
根 最 少 , 也 就 是 使 方程 (9. 4. 5) 具有 最 多 数目 的 不 同 的 根 . 

Cartan 证 明了 对 于 半 单 Lie 代数 g, 本 征 方程 (9. 4.5) 只 有 p =0 的 根 是 重 根 , MEE 
根 都 是 单 根 . p =0 的 根 的 退化 度 ( 或 称 简 并 度 )r 是 复 半 单 Lie 代数 g 的 一 个 特征 量 , 称 
为 Lie 代数 的 秩 (rank). 

当 p =0 时 , 方程 (9. 4. 3) 变 为 

[A, X] =0 (9.4.6) 
它 的 根 p =0 是 ~ 度 的 重 根 ， 因 而 由 (9. 4. 4) 式 求 出 > 个 根 为 0 EERE X, 记 为 H, 
H,, ety H,, x H. 满足 方程 

ad(A)H,=[A, H,] =0 (p =0) (9.4.7) 

它们 是 相互 线性 无 关 的 , 因而 构成 Lie 代数 g 的 > 维 子 空间 , 也 是 的 一 个 > 维 交换 子 代 
数 , 称 为 Cartan 子 代数 , 记 为 h.. 这 个 子 空间 的 任 一 元 素 可 写 为 

XX =A, 
因而 h 为 

h.= {X=AHlA.eC| 

本 征 方 程 (9. 4.3)( 亦 即 (9. 4. 5) ) 其 它 (n -7) 个 根 ( 亦 即 本 征 值 ) 为 p =a, B, y, 
…. 这 些 根 (本 征 值 ) 对 于 一 定 的 4 是 完全 一 定 的 . ER h-r ERR a, B, yY,… 称 为 
半 单 Lie 代数 g 的 根系 , WI 对 应 于 根 a, B, yY,… 的 本 征 矢量 E。, Eg, E,,…. 它们 满 
足 方程 (9. 4.3), 为 

ad(A)E,.=[A, E,] =aE, 
È n -r 个 本 征 矢量 作为 基 矢 构成 g 的 一 个 子 空间 有, g =h. Uh, hrh, =Ø. 
容易 得 到 
ad(A)[H,, E.] =a[H,, E.] (9.4.8) 

RRHH, E51 也 是 本 征 方程 (9. 4.3) 的 根 (或 本 征 值 )a 的 本 征 矢量 . 由 于 对 半 单 Lie 
代数 g EFR a 是 单 根 , 本 征 矢量 E, 是 非 简 并 的 , 因而 同一 本 征 值 a 的 本 征 矢量 只 能 
差 一 个 常数 , 因而 

[H,, E,] ==,E, (9.4.9) 
在 (9.4.8) 式 中 代 人 4 = A H, 可 得 到 
ad(A)E,=[A, E.] =À,[H,, Ea] =AoE, = aE, 


因而 
oa =Aia, (9. 4. 10) 
对 于 根 为 a MB 的 两 个 本 征 矢 量 E, 和, 容易 计算 出 
ad(A)[E,, Es] =(@a+B)LE,, E,] (9.4.11) 


这 说 明 如 果 e +8 是 一 个 根 , 前 面 已 指出 n -7 个 非 零 根 a, B, y，… 是 完全 确定 的 , 因而 
e +B 是 不 是 根 也 是 完全 确定 的 . 当 a +p 是 根 , MOE., Es1 是 根 为 a+B 的 本 征 矢量 ;如 
Rath 不 是 根 , 则 不 存在 与 a+pB 对 应 的 本 征 矢量 . 

对 于 半 单 Lie 代数 可 以 证 明 若 a 是 非 零 根 , 则 ( — a) 也 是 它 的 根 , 因而 由 (9. 4. 11) 
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RAE, E ] a -a=0 的 本 征 矢量 , 本 征 值 为 0 的 本 征 矢量 只 是 (i=1, 2，…， 
r) 的 线性 组 合 . 
这 样 从 上 述 对 (9. 4.9) 式 和 (9. 4. 11) 式 的 分 析 得 到 
[H;, E] = aE, 
[E., Ep] = N E, a, 当 w+B 是 根 
[E,, Ep] =0, 当 @ +B 不 是 根 
[LE,, E] = C, -aH; 
这 便 是 在 基 矢 | 已, H,, 0, H, Ea, Es, E,，…| 之 下 的 半 单 Lie 代数 g 的 标准 Lie 代数 ， 
称 这 套 基 为 C-W 基 , 称 (9. 4. 12) 式 表示 的 Lie 代数 为 Cartan 标准 形式 , 或 称 为 半 单 Lie 
代数 g 的 正则 形式 . Mr 835 H, H, …, H, 为 Cartan 矢量 或 Cartan 算 子 , E, E,, 
已 ,，… 为 根 矢量 或 根 算 子 , 
在 这 种 基 下 , 结构 常数 为 


(9.4. 12) 


Ca = Sa 

Cis = 0。 Ër asp, 不 是 要 

“ Ne 车 7 = aB 0, 是 根 (9.4. 13) 
& = 

CŒ -#0 


其 中 脚 标 i, j, k, RIR Cartan 子 代数 基 H, 的 下 标 , e, B, y, … 为 根 算 子 的 脚 标 . 

3. 根 空间 与 根系 

半 单 Lie 代数 g 的 任 一 非 零 根 e 都 是 > 维 空间 的 向 量 , 称 这 个 r 维 空间 为 根 空间 , 它 
是 7 维 Cartan 子 代数 的 对 偶 空间 [H,, E] ==,E,(i=1,2, ---, 7) 中 的 a 是 7 维 根 向 量 
a 的 第 i 个 分 量 . 前 已 指出 n 维 Lie 代数 的 (n -7) 个 根 向 量 的 集合 1a, B, y, | 称 为 根 - 
£, EX S 


9.4.2 Cartan-Killing 度 规 张 量 与 半 单 Lie 代数 的 判别 定理 


1. Cartan-Killing 度 规 张 量 
BIX, X, e, ,| 为 Lie 代数 g 的 一 组 基 矢 , 它们 的 结构 常数 为 {C7,} ， 即 
ad(X,)X, =[X,, X,] = CX, 
这 可 视 为 内 导 子 ad(X 在 基 矢 |X, X,, e, X) FERRE REMEE N 55 15 E 
Cop» ATIP ZEX Cartan-Killing 度 规 张 量 (metric tensor) ( 简 记 C-K 度 规 张 量 ) 为 
Zor “8r =tr(ad(X,)ad(X,)) = CC, (9. 4. 14) 
也 可 写 为 
(X,, X,) =tr(ad(X,)ad(X,)) (9.4.15) 
称 为 Cartan 内 积 (注意 对 重复 脚 标 求 和 ). C-K 度 规 张 量 也 称 Killing 型 ， 由 结构 常数 的 反 
对 称 性 立即 可 看 出 
Ero F Eon, 
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2. + Lie 代数 的 判别 定理 
利用 C-K 度 规 张 量 可 以 给 出 Lie 代数 的 判别 条 件 , 即 如 下 定理 . 
定理 9.4.1 Lie 代数 g 是 半 单 Lie 代数 的 充 要 条 件 是 C-K 度 规 张 量 是 非 退 化 的 , 即 
deti g, i #0 (9.4.16) 
证 明 下 面 证 明 必 要 性 , 即 如 果 C-K 度 规 张 量 是 非 退化 的 , 则 g 为 半 单 Lie 代数 . 
设 Lie 代数 g 存在 一 个 可 交换 的 理想 a, 选取 4 sa, 对 任意 和 和 Y(X, Yeg) 有 
(adAadX)'Y=[A, [X, [4, [X, Y]11] 
由 于 4 ea 是 理想 , 因而 [4, [X, Y]] ea, WJ a 又 是 可 交换 理想 , 于 是 上 式 为 0, BD 
(ad4 adX)°Y =0 
Y Er g 中 任意 向 量 , 因而 ad4 adX =0, {ZEX 9.4. 14 即 元 素 4 M X H Cartan 内 积 为 0， 
也 就 是 它们 的 C-K 度 规 张 量 为 0, 即 
gax =tr(ad(A) ad(X)) =0 
如 果 C-K 度 规 张 量 是 非 退 化 的 ,只 有 元 素 4 =0, 因而 a 为 空 集合 . 于 是 Lie 代数 g 为 半 
单 Lie 代数 (不 存在 交换 子 代数 ). 
对 于 定理 的 充分 性 只 做 部 分 证 明 . 
设 C-K 度 规 张 量 是 退化 的 , S z 内 集合 为 
h=|XiXeg, Yeg, (X, Y) =tr(ad(X) ad(Y)) =0| 
即 集 合 h 内 的 一 切 元 素 关 都 使 & 的 任 一 元 素 了 的 Cartan 内 积 为 0,， 即 
(X, Y) =trad( X) ad( Y) =0 
由 于 C-K 度 规 张 量 是 退化 的 , 因而 hz 10). 取 子 集中 一 个 元 素 , 取 z 中 一 元 素 
A, 则 Cartan 内 积 
([A, X], Y) = - (X, [4, Y]) =0 
B h H g 的 理想 . ACX, Y), RERA h H C-K 度 规 张 量 , 则 由 定义 
(X, Y), =(X, Y) =0 
因而 
(X, X) =0， Xeh 
aAA (X, X) =0 的 Lie 代数 g 是 可 解 Lie 代数 , 因而 不 是 半 单 Lie 代数 ， 从 而 说 明 如 
R g 是 半 单 Lie 代数 ，C-K 度 规 一 定 是 非 退 化 的 . 
在 定理 证 明 过 程 中 由 对 集合 中 的 一 切 元 素 X 都 存在 (XX, X) =0, 得 出 结论 g 是 可 
解 Lie 代数 , 是 引用 了 可 解 Lie 代数 的 判别 定理 .下面 不 加 证 明 地 给 出 这 条 定理 . 
定理 9. 4.2( 可 解 Lie 代数 的 判别 定理 ) Lie 代数 是 可 解 Lie 代数 的 充 要 条 件 是 
(X, X) =tr(ad(X) ad(X) ) =0, Xe z (9.4.17) 
也 就 是 说 , 如 果 Lie 代数 任何 元 素 X 的 Cartan 内 积 为 (X, X) =0 是 Lie 代数 g 可 解 的 充 
要 条 件 . 
3. 半音 Lie 代数 在 归 一 化 C-W 基 下 的 度 规 张 量 
利用 半 单 Lie 代数 在 C-W 基 下 的 结构 常数 (9. 4.13), 由 (9. 4. 14) 式 可 得 到 半 单 Lie 
代数 g 的 C-K 度 规 张 量 为 
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Ea = X CC = CC + C, aC 》 COCO ,gp 
PB e+8*0 


g = >. Ch = Y ua; : (9.4.18) 
o8 a . 


ge = ga = X, C3, = 0 
By 
注意 到 C5 ;= -a, Ch = 3， aC, r0 CEA = Nagpo C, arg =6,, -oN,,a1p 可 得 到 
Ear =Š, zabo, =a Cl a FN. N. asg = (Eas Ea) (9. 4. 19) 
由 此 看 到 , 如 果 半 单 Lie 代数 g 包括 根 a, W -a 也 一 定 是 根 , 否则 车 - a 不 是 根 , 则 由 
(9. 4. 19) 式 可 看 到 
Ea, -a =0 
因而 度 规 
detlgl =detlg;Idetlg 1 =0 
根据 定理 9. 4. 1 说 明 g 不 是 半 单 的 ,因而 证 明了 半 单 Lie 代数 如 果 a 是 根 ，- w 也 一 定 
是 根 . 
由 此 得 到 半 单 Lie 代数 在 C-W 基 矢 中 C-K 度 规 张 量 为 


1 


2 


3 Ey 
ë = 0 Bua (9. 4. 20) 

i Eaa 0 
B 

O Zes 
-8 

Bpp 0 
? O By 
-Y By-y 0 

其 中 
By = > oo 


为 根 向 量 a 的 i,j 分 量 之 积 对 根 向 量 @ 在 根系 号 中 求 和 . 而 
Ba, -a = C5CL a + CHEC ag 


ai ~ —a, a 


=A; C aa + Na, N-a, ag = (Ez, Ea) 


IRRE, 使 Canan 内 积 
(Eas E_,) =tr(ad(E,)ad(E_.)) =g, a =l 
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于 是 得 到 了 归 一 化 C-W 基 下 的 度 规 张 量 为 


ET 


(9.4.21) 


mE detlël = det18y|. 

4. 结构 常数 Ci _。 的 几何 性 质 及 其 与 C 的 关系 

结构 常数 C。_。 在 根 空间 中 有 明确 的 几何 意义 , 与 C% = w 有 密切 关系 . 为 了 看 到 这 
一 点 ,进行 如 下 讨论 . 

由 (9.4. 18) 式 中 

By = X>, aa; 

可 看 到 它 符合 由 r 个 根 w, B, y, … 和 荷载 的 根 空间 的 度 规 张 量 的 一 般 定义 , 因而 张 量 gy 是 
根 空间 的 度 规 张 量 . | | 

由 度 规 张 量 ge 定义 如 下 的 三 个 脚 标的 张 量 , 即 


i 


Ca = ga G), = CC, Ch, (9.4. 22) 
由 Jacobi 恒等式 
Cay Cea + C Ca + Ch C, =0 
得 到 
~ CC? = C} G =G Ce + CAC 
By rÀ By Ar yr “Bà ByA 
于 是 三 脚 标 张 量 为 


Copy = Cap Ch Coa +C CC, (9.4. 22y 
由 结构 常数 的 反对 称 性 ，(9. 4. 22') 定义 的 C。。 是 对 交换 脚 标的 反对 称 张 量 ,， 即 
Copy = — Cay, = ~ Cays = — Cypa 
S gi 是 g; 的 道 张 量 , 即 
rra =ð; (detig;! +0, BIN 4f feu) 
于 是 利用 反对 称 张 量 Cl。。 可 把 C。_。 写 为 
Co, -a = B EuCa, -a = 8 Cho, -a = CC 
由 于 gg-ap8=S-pa=Sop， 因而 上 式 为 


Ci, -a =g” Ch = 人 (9.4.23) 
由 于 g* 是 根 空间 度 规 张 量 gw 的 道 , 因而 
Ci, -a =g 0 = o (9. 4. 24) 


a 为 根 a 的 逆 变 分 量 . 
有 了 这 些 关 系 在 C-W 基 中 , 半 单 Lie 代数 g 的 标准 Lie 代数 (9. 4. 12) 变 为 
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[H,, H] =0 

[H,, E,] = qE, : 

[E,, E,] = 人 车 a + 不 是 根 (9. 4.25) 
e P NeE, a, Fath RER, 而 且 @a+B = 0 


[E,, E] = a'H, 
EF a 和 wa 分 别 为 根 向 量 a 的 第 ; 个 分 量 和 第 ; 道 变 分量 . 由 此 可 定义 根 向 量 的 内 积 为 
(e, p) = 2 aP, = aB, 


9.5 半 单 Lie 代数 根 的 性 质 与 根系 


根 的 性 质 对 复 半 单 Lie 代数 很 重要 , 根系 则 是 半 单 Lie 代数 的 重要 标志 . 通过 对 所 有 
可 能 的 根系 的 研究 , 可 以 找到 全 部 可 能 的 复 半 单 Lie 代数 , BA, Bo, Cas D, 和 5 个 例 
外 Lie 代数 G,, F,, Eg, E, 与 E. 


9.5.1 半 单 Lie 代数 根 的 性 质 


1. 关于 根 的 三 条 定理 
关于 半 单 Lie 代数 的 根 , 存在 以 下 三 个 定理 . 
定理 9.5.1 Fa, y 是 半 单 Lie 代数 g 的 非 零 根 , 它们 的 内 积 为 (a, y) =o'y;, 则 
2 2 
KeA ae, TE y- ED o i g 的 根 
证 明 iy, a 是 根 , 则 
[E_,, E] =N, E. =E: 


- Y w Y y-a y-a 


在 上 式 中 为 了 符号 简单 不 考虑 E, 的 归 一 性 , S Epa Na yEy- 于 是 


[E E; ] = Ep- 


[E a> E; ] = E psa 
[E a> Ea] = Eua 
由 于 根 只 有 (nm -7) 个 , 因而 (9.5. 1) 式 一 定 到 某 一 个 7 值 , 比如 记 这 个 7 为 了 就 终止 
T, Bl 


(9.5.1) 


[E a» E-ra] =Ep-orDa =0 
车 对 于 根 y, yta 不 是 根 ,， 只 存在 关于 y a 的 根 链 
7 一 ay 一 2a 7 一 3a， 7 — pa 
称 为 含有 根 y 的 a 根 链 . 
我 们 取石 与 E... BJ Lie 乘积 , ! = 1, 2，…, p= 1, 得 到 
[五 。， Ena] =His Ey- 
IRA Epara = [E,, E,-w]， 上 式 为 
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[E,, [Eas E, ]] =E, -ae 
利用 Jacobi 恒等式 得 到 
aE, =- [Epas [Eas ~ Ea]] - [BE [Epa Ea] ] 
=[E,.,, aH] +u [E_,, Epua] 
=o (y ~ la) Ey + pE,- 


=[(a, y) —I(e, a) +] E;_, 
由 此 得 到 


Hisi 74 = (e, y) -la, a) 
REF m 的 递 推 公式 , 因为 y+a 不 是 根 ， 相应 的 Ea =0, 因而 
LE,, E,..] =E, s =0 
即 j =0, 利用 这 个 初始 条 件 , 可 由 (9. 5.2) 式 解 出 
u = (a, y) -1 (æ, a), I>0 


M ap =0, 因而 由 (9. 5.3) 式 得 到 


m=l(p+1 -1) 2a) 
这 就 证 明了 所 "好 =p 是 整数 ,而 且 
是 合 y 的 a 根 链 


Y, Y-a, y —2e, ---, y pa 
中 最 后 的 一 个 根 , 这 就 是 证 明了 此 定理 . 
为 了 进一步 讨论 含 y BJ a 根 链 , SE y 的 根 链 为 


y +ga, y+ (q-1)æ, 7y+ay y-ea,y=-2ea,-, Y-pa 


对 此 根 链 只 须 在 上 面 讨论 中 令 y=B +qa 就 得 到 根 链 
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(9.5.2) 


(9.5.3) 


(9.5.4) 


(9.5.5) 


B +qa, B + (q - 1)a, *, B, B —a, B —2a, B - (p - q)a = B -ma 


亦 即 y, y-a, y-2e, =, y—pa, 因此 (9.5.4) 式 变 为 
2(e, y) = 2(@, B) — 


læa, a) P læ, a) P” 
(9. 5.5) 式 变 为 
=a(m+1) (2; 2 
其 中 g 和 m 由 根 链 


B +qa, B + (q - 1)a, - B.B -=a, B 一 2a， Ba 
决定 , p =q +m. 


(9.5.6) 


(9.5.7) 
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定理 9.5.2 若是 半 单 Lie 代数 g 的 非 零 根 , 则 由 a 构成 的 根 链 中 只 有 -e, -a 
+a=0, -a +2a =a 是 根 . f 
证 明 EARE E, 与 它 自身 的 Lie 乘积 均 为 0, MOE, E。] =0, 因而 2a RER, 
([E,,E,] =E,,')- 
在 定理 9. 5. 1 中 令 y=a, 则 (9. 5.4) 式 给 出 的 P 为 
P= = =2 
~ (aG, æ) 
因此 根 链 只 有 æ, —a +a =0, -a+2ae =a 这 3 个 根 . 
定理 9.5.3 若 w, B 是 半 单 Lie 代数 g 的 两 个 非 零 根 , 则 含有 B N a RE, 
B-apB,B8+ap+2apBT+3a，… 


最 多 只 能 有 4 个 根 ， 即 《2 人 只 能 存在 如 下 的 数值 ; 
Heh- 0, +1, +2, +3 


(e, 
证 明 定理 9.5.2 已 给 出 , 当 B =a 时 , 只 有 3 个 根 ( 包 括 零 根 ) 符 合 此 定理 . < B= 
a, 此 时 假定 含 B 的 a 的 根 链 有 5 个 根 , 它们 是 8 -2a, B-a, B, B +a, B +2a, 因为 B 
+2a -B=2a, B +2a+B =2(@a +B), 都 不 是 根 , HEE 8 +2a 的 B 根 链 仅 有 一 个 根 B 
+2a, 所 以 内 积 (B +2a,B) =0. AHE B 的 B+2e 根 链 只 有 B+2a 一 个 根 , m =p =0. 
同样 , B -2a -B 和 BB —2a +B 都 不 是 根 . 因此 含 B -2a 的 有 根 链 也 只 有 一 个 根 B-2a， 
于 是 内 积 (B -2a, B) =0. 上 述 两 个 内 积 相 加 , 得 到 (8 +2æ, B) +(B -2a, B) =2(p, 
B) =0, 即 B 为 零 根 , 这 与 B 是 非 零 根 的 假定 相 矛 慎 ,， 因 而 证 明了 含有 的 a 根系 最 多 只 
能 有 4 个 , 不 能 有 5 个 根 . ' 
因为 含 B 的 a 根 链 最 多 只 能 有 4 个 根 ,(9. 5. 4) 式 中 的 p<3， 即 
2(e, B) - =0, +1, +2, +3 


(e, a) 
这 个 关系 对 说 明 a 和 有 间 的 几何 关系 是 十 分 重要 的 . 
向 量 @ 和 8p 间 的 夹 角 gq 为 


` cop = 一 (osB) ， >. 
(a, a)(B, B) 
定理 9.5.1 an A a e) 是 整数 ， 定理 9. 5.3 W 只 能 为 0, 
#1, +2, +3. 因而 根 向 量 w 与 的 夹 角 余弦 的 平方 只 能 为 


cos? 12(æ, B)2(aæ, p) _ + ,全 3 
?=4 (m, a) (B, D) = 4' 4” 


这 说 明 根 间 夹 角 只 能 为 30°, 45°, 60°, 90°, 180°. 
下 面 概括 一 下 三 个 定理 所 揭示 的 根 的 性 质 : 
(1) # <a ER, 则 -ww 也 是 根 


(2)a, B 是 根 ， Ma ER ata, 从 而 可 得 到 含 B 的 a 根 链 B +la, …, B, 


1 
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B-a, =, B -ma, 但 是 这 个 根 链 最 多 只 有 四 个 根 . 
(3) 两 根 @, B 间 夹 角 p(a, B) 只 能 30°, 45°, 60°, 90°, 180°. 
2. 结构 常数 Nop 


结构 常数 Nos 为 
[E,, Es] =N.aEÉ,,p 
容易 得 到 
[E,, [E_., Earg]] =N_, || | Eas Es] =N_, arparpEag 
而 
[Es, E, ] =N, E, 8 = - [Ea, Es] = -NpEarg 
因此 
Ñ, = -Ng a 
为 一 方面 


[E a> Eg] =N u, -gE -tap 
Ns 和 NN_。.s 只 能 差 一 个 相 因 子 , 因而 可 规定 N。g = -Na p 
为 了 具体 计算 出 Nepo 在 对 根 链 y, y-a, y-2a, …, 7 -pa 计算 中 曾 得 到 
[E,, E... ] =E, ae f 
@&y-(I-l)a=a+B, y-la=ß, 于 是 得 到 
Bi ENN 


-a,a+p 


代入 (9. 5.7) 式 得 到 
N. N, aap = =q(m +1)£2 2 (9.5.8) 
RF q 和 m H 8 的 a 根 链 B +qa, B +(q -1l)a, =, B, B-a, =, B -ma 决定 . 


可 以 证 明 当 a, B, y 都 是 非 零 根 , 而 且 w+B+Y=0, 此 时 Noe = Npy = Nw( 证 明 见 万 
哲 先 著 《 李 代数 》) , 由 此 得 到 


N_, -p =Nasp, -a “Na,arp 
即 
Nag FN -a arp 
于 是 由 (8. 5.7) 式 得 到 ， 
aa = [q(m + 1); 221 1⁄2 (9.5.9) 


这 样 我 们 便 给 出 了 归 一 化 C-W 基 下 半 单 Lie 代数 g 的 正则 形式 (9. 4. 25 ) 式 中 的 全 
部 结构 常数 . 


9.5.2 半 单 Lie 代数 的 根系 3 与 o 系 


l. = Á . 

n 维 半 单 Lie 代数 g, 有 (n -7) 个 非 零 根 , 称 为 Lie 代数 g 的 根系 , WAS, 它们 构成 
r- 维 根 空间 中 的 (n -7) 个 向 量 ， 上 节 已 证 明 这 些 向 量具 有 如 下 性 质 , Bg 

(1) 如 果 向 量 ae3, 则 ae3; 当 kz¥1 时 , ka ë X. 
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(2) WR a, B e X, aB, 而 且 B +ka e X, 其 中 -p<k<g， Bp S HAEE B BJ a 
根 链 ;B +ga, B+ (q -1)a， `... B. B-a, B -2a， `... B 一 PaQ， 则 
2 C: a) P 
具有 这 种 性 质 的 非 零 向 量 集合 YIKA oR, 因此 半 单 Lie 代数 的 根系 写 为 er 系 . 
对 于 属于 o 系 的 向 量 集 合 , 可 一 般 地 证 明 具 有 如 下 性 质 : 
(1) o 系 中 向 量 是 有 限 的 . | 
(2) 若 向 量 集合 是 一 个 o 系 , #a, p = X, WJ 


(3) #XE o £, a, Be X, aB, WEB rk X, ( -p<k=q), WB +la e X, 1 
>q, I< -Pp. 


(4) # XJ c £, a, B e X, a= +B, a 与 B 间 的 夹 角 为 p(a, B), WJ 
cosp(a, B) =l, e= +1, l=0,1,2,3 
如 果 (a, a) < (8, B), WZ 1+0 时 ， : 
(B-B); 2(w, B)_ q, Heb); 
(e, æ) (æ, a) `“ . (8, p) 
当 1=0 时 ， ' 
2(æ, B) _ _2( (æ, B) _ -0 
(a,a) (B.B) 
定理 9.5. 1, 定理 9.5.2, 定理 9. 5. 3 证 明了 半 单 Lie 代数 的 根系 是 = Z. 
根据 o 系 的 性 质 或 定理 9. 5. 3 所 得 结果 的 推论 , 半 单 Lie 代数 g 的 相 邻 非 零 根 之 间 
的 夹 角 只 能 是 0", 30°, 45°, 60" 和 90". 下 面 分 别 讨 论 这 几 种 情况 下 两 个 根 a 和 请 的 关 
系 . 
(1) 若 g(a, B) =0°, 则 只 能 a=B, 显然 w=28 RB =2a 都 不 是 根 . 
(2) 若 p(a, B) =30°, 此 时 


(B) - 工 或 3， (e p) - 3 或 上 
(a,a) 2 2” (B,B) 2 2 
KOA 于 或 3， 根 长 比 为 /5 


(a,a) 2 (B, p) = 1 或 5 
R) = 于 或 2， K Hp 
a, G) 
(4) Æ e(e, B) =60°, 此 时 | 
(apB) l (e Bp) _ 1 
(a,a) 2° (B,B) 2 


第 九 章 ”Lie 群 与 Lie 代数 基础 435 


《外 = 1, 根 长 比 为 1 


(e, a 
(5) Æ o(a, B) =90°, 此 时 
(e, B) = 0; (ey SSE , 根 长 比 任意 
下 面 给 出 两 个 向 量 集合 SA 8' 相 似 和 合同 的 定义 . 
车 S 和 5' 是 Euclid 空间 的 向 量 集合 , 如 果 能 在 向 量 集合 S 与 8' 之 间 建 立 向 量 的 一 一 
对 应 关系 , BU 
Sasa —fla) eS’ 
而 且 内 积 
(a, B) =(FKa) ,KB)) ,对 一 切 a, B eS 
则 称 向 量 集合 S 与 8 合同. 
如 果 这 种 对 应 关系 使 它们 的 内 积 之 间 满 足 关系 
(fla), KB)) =P (e, B), 对 一 切 @, B e S 
则 称 集合 S 与 5' 相 似 ,是正 实 数 , 称 为 相似 系数 . 
对 o 系 向 量 集合 , 可 以 证 明 两 个 集合 5 与 WRA, 则 它们 一 定 合同 . 
为 了 从 根系 上 判断 两 个 半 单 Lie 代数 是 否 同 构 , 不 加 证 明 地 给 出 如 下 定理 . 
定理 9.5.4 设 g 和 g' 是 两 个 半 单 Lie 代数 , 号 和 多 分 别 为 它们 的 根系 , 如 果 X 5; 
S'HM, 则 Lie 代数 g 与 g' 同 构 . 
根据 这 个 定理 , 就 只 须 研究 根系 不 相似 的 互 不 同 构 的 半 单 Lie 代数 了 . 
如 果 一 个 o 系 向 量 集合 X, 其 中 存在 一 个 非 空子 集 及 ,而 且 这 个 子 集 也 满足 o 系 的 
两 个 性 质 , 则 称 这 个 子 集 为 非 空 子 o R, 不 存在 非 空子 o 系 的 向 量 集合 称 为 单 o Z. 
利用 o TEMA o 系 的 概念 , 可 给 出 一 个 关于 Lie 代数 的 重要 定理 
定理 9. 5.5 设 g 是 半 单 Lie 代数 ,h 是 它 的 Cartan 子 代数 , X E: g 的 相应 于 4 的 根 


系 . 设 卫 可 分 解 为 两 个 正 交 的 TR D, X,(2, UZ, =), MJ Lie 代数 相应 地 分 解 成 两 


个 理想 g, 和 g, WEM, h 也 相应 地 分 解 成 g, 的 Cartan 子 代数 h, 和 z, 的 Cartan 子 代 数 
h, WEM, X 是 子 代数 g, 的 根系 . 
由 这 个 定理 可 得 到 一 个 重要 推论 , 即 
推论 半 单 Lie 代数 g 为 单 Lie 代数 的 充 要 条 件 , 是 g 的 根系 3 为 单 o 系 . 
容易 看 到 单 = 系 的 一 个 重要 特征 是 只 能 包括 两 种 或 两 种 以 下 不 同 长 度 的 根 . 
这 个 定理 和 推论 为 研究 单 Lie 代数 的 根系 提供 了 依据 ， 
对 这 些 定理 有 兴趣 的 读者 可 参阅 万 拆 先 著 《 李 代数 》. 


9.6 单 Iie 代数 与 根 图 


单 Lie 代数 的 根系 为 单 o R, $o 系 中 间 向 量 最 多 只 有 两 种 不 同 的 长 度 . 根据 这 两 
点 可 由 对 根系 的 研究 找到 全 部 单 Lie 代数 , 即 四 个 系列 的 典型 Lie 代数 和 5 个 例外 Lie IÑ 
数 . 
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9.6.1 秩 r<2 的 单 Lie 代数 


本 节 研 究 秩 7 为 1 和 2 的 单 Lie 代数 . 在 这 种 情况 下 根 空间 为 1 维和 2 维 , 可 用 一 条 
直线 或 2 维 平面 来 描述 它们 的 根 图 . 

1， 秩 为 1 的 单 Lie 代数 ; 

这 种 Lie 代数 Cartan 子 代数 是 1 秩 的 , 即 只 有 一 个 Cartan 矢量 H. 根 是 1 维 向 量 @ 
M-a, 因而 它 的 代数 结构 为 


LH, E,] = aE, -Q 0 oa 
[H, Ea] =~-aE., (9.6.1) 
[En Ea] = aH 图 9.6.1 1 秩 Lie 代数 的 根 图 


1 维 向 量 的 分 量 和 它 的 逆 变 分 量 都 是 w， 它 们 的 根 图 如 图 9. 6. 1 所 示 . 这 个 Lie 代数 称 为 
典型 Lie 代数 4 , 它 所 对 应 的 Lie 群 为 SU(2) 31 80(3)(SU(2) 与 S0(3) 局 部 同 构 )，Lie 
代数 和 对 应 的 Lie 群 问题 将 在 第 十 一 章 进 行 讨 论 . 

2. 秩 为 2 的 单 Lie 代数 

秩 为 2 的 单 Lie 代数 , 它们 的 根 构 成 平面 上 的 图 形 , 这 种 单 = 系 的 根 图 只 能 有 两 种 
长 度 的 根 .因而 有 多 少 种 这 种 根 图 就 相应 地 有 多 少 种 单 Lie 代数 , 下面 按 两 种 根 w 和 有 
的 夹 角 为 30°, 45°, 60°* 和 90° 四 种 情况 进行 研究 . 

1° 夹 角 为 30° 的 根 图 . 

取 长 为 1 的 根 B 在 工 轴 上 ,端点 坐标 为 (1, 0), 由 于 这 种 情况 下 , 根 长 比 为 3, 然 


后 取 长 为 /8 的 根 a, 它 与 8 的 夹 角 为 30*， 它 的 端点 坐标 为 ( 卫 ， 痪 ) ,于 是 ( -B) 和 


2 
(-a) 也 是 根 、 因 为 
2(e, B) _ _2(e,B) _p_ 
la, a) ° B (e. y B a 
所 以 B ~a RiR, BARBRA- , - 2); ep 也 是 根 ,端点 坐标 为 (二 , 2), IB 
为 (w+B, z +B) =n, 不 符合 根 长 比 为 3 的 要 求 ,因而 a +B 不 是 根 . ar R=, 
因而 含 a BJ B 根 链 为 we, a -B, @-2B, a —3p, a 28, a-38 都 是 根 另外 
(a -3B) +a -38 a) g =2a -3ß FIN 
(æ, æ) Daa. d ` À 
说 明 2a -38 也 是 根 ， 这 样 最 后 得 到 了 12 个 根 , 把 它们 SA L f 


画 在 图 9. 6. 2 中 , 是 一 个 对 称 性 很 高 的 David 图 ， 这 个 — 
Lie 代数 是 5 个 例外 Lie 代数 之 一 , 称 为 6,, 它 所 对 应 éJ TS 
Lie 群 也 记 为 C.，Racah 在 研究 包括 /电子 的 复杂 原子 N| o, 


光谱 理论 时 , 首次 使 用 了 Lie 群 6,. 329.6. 1 给 出 了 Lie 
代数 G, 的 12 个 非 零 根 . 图 9.6.2 ”Lie 代数 G, 的 根 图 
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表 9.6.1 Lie 代数 G, 的 12 个 非 零 根 


(0, 43) 


as =a -2B C+, $) (十 , -2 


两 个 Cartan ÆRA H, = R,, H, = H,, 12 个 根基 矢 (或 根 算 子 ) 为 Eso(i=1,2,… 
6). 假定 它们 为 归 一 化 C-W 基 EE。 与 8_。 的 Cartan 内 积 为 1， 即 
(E,, E-a) =tr(ad(E__ )ad(E_.)) ELl 
因而 标准 Lie 代数 为 
[H, , H,] = 0 
[H,, E, ]) = (e;),E, 
[H,, E, ] = (w,),E 


y ai 


[Exs Eu] = (w,)*H, + (a;)”H,, (@)” = (æ) (œ) = (a), 
0, ai +a, g X 
[E,, E] = | 1 
Í N ai aE lasa) ， Q, z; E x 
L| GJ +G; 


利用 表 9.6. 1 中 根 的 x A y 分 量 以 及 (9. 5. 9) 式 可 得 到 Lie 代数 C 的 具体 部 分 标准 代数 
结构 : 


[H,, Ern] = Esas [H,, Esa] =0 
[H,, E.n] = +3E [H,, E.n] = +ŻE 
19 tad 7 2 ta? L22425 tai “2 ta 
[H,, E..] = + 二 [H,, E. ] = +g 
19 tæa; d 一 2 “+a3 » 29 tmt T 2 ta 
[H,, E. ] -0 [H., E. ]=+ŻE 
19 taad — U L27225 ta “2 +a4 
[H,, E. .] = FE [H,, E...) = £0E 
19 tasi 一 2 +as? L429 *as j T 2 tas 
— 3 - - 3 
[H,, E. ] = TE so [i E. ] = ÊE u 
E,, E. ] =H E. , E... ] =H, +H. 
[ a? ~a] = 1° [ a’ -m] => it 2 
1 3 
[En E m] =z% Âr, [Eu ， E a] =H, 
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[En > En] =0， [Ens Ea] =N, -E-a 
[E, , Ea] = Na Ea» [Eno Ea] =N, -mE -o 
[En > En] =0, [有 ， En] =0 
[Ens E,,] =N, E,,, [Ens E. ] =No, Ea 
[Ea ， Ex] = Noa, asEas» [E,, E w] =0 


其 它 [E。, E。] 也 可 同样 求 出 , [Eus Es] =0, 说 明 a; +a 不 是 根 , 其 中 N。,。 可 按 
(9. 5.9) 式 , HE a, H a REHA. EU Na, .=Np, -a € -a WB REN -a +38, 
-a+28, -a +B. HTO. S.D REEI Np a = [EE] = 有 
并 可 计算 Lie 代数 G, 的 C-K 度 规 张 量 为 
By = > aa, 8u = 12, gx = 12, go = gx = 0 


因而 度 规 张 量 为 
12 0 
0 12 
0 
1 
1 
` 1 O 
lG) = 0 1 
1 0 
0 1 
1 0 
0 1 
1 0 
可 计算 出 
detig( G,)1 =12 =144 0 
2° 夹 角 45° 的 根 图 
这 种 情 ; (a, a) yl. (e, B) a 或 工 
在 这 种 情况 下 根 长 比 为 (3 和) =2 或 六; 《名 -6) =2 或 
a) a), (B) | 
(8, 8) BB) 


此 时 a, B 都 是 根 , 取 a 在 x 轴 上 坐标 为 (1, 0) , 8 与 a 夹 角 为 45°， 长 为 /2， 因 而 坐 
标 为 (1 ， 1), 当然 a, -p 也 是 根 ， 而 且 


也 是 根 , 坐标 为 ( -1, 1). 含有 的 e 根 链 应 当 为 B, B-a, B —2a, 因而 B -a 也 是 根 ， 


K 
I 
N 
: i 
R 
II 
k 
D 
R 
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它 的 坐标 为 (0, 1). 而 a +B 不 是 根 , 因为 它 若是 根 , 含 (a +B) 的 根 链 将 有 5 个 根 , 这 
违背 定理 9. 5. 3, 由 此 这 个 Lie 代数 有 8 个 根 ;: 

+a( +1,0), +B( +l1, +1), 

+(B-a)(0, +1), +(B-2aæ)(F1, +1) 
这 8 个 根 对 称 地 分 布 在 一 个 正方 形 之 内 , 图 9. 6. 3 给 出 了 这 种 根 图 . 这 是 典型 Lie 代数 
B, ,对 应 的 Lie 群 为 S0(5). 


图 9.6.3 Lie 代数 B, 的 根 图 l 图 9.6.4 Lie 代数 C, 的 根 图 
(2) (e e) 1 (e, B) -1 
(B.B) 2 (æ, a) 

通过 相似 的 分 析 也 可 得 到 8 个 根 , 把 这 种 根 图 画 于 图 9. 6. 4 中 . 这 个 根 图 对 应 的 Lie 
代数 为 C: ,相应 的 Lie 群 为 Sp(4). 

显然 B, 的 根 图 与 C, 的 根 图 是 相似 的 , 因而 Lie 代数 B, 与 C, 同 构 . 

3° 夹 角 为 60° 的 情况 

在 这 种 情况 下 (a, a) = (B, B), 所 有 根 具有 相同 


< 4 
长 度 , 而 2 N / ` 
(e, D) 1 : ; 


-L &— —a 


(æ y æ) 2 ` "i 
因而 若 e, B ÈR, -a, -p 也 是 根 , 而 且 `Z N , 


p-eb) uB -a Az 


(æ, a) 
也 是 根 .因而 得 另外 两 个 根 -aM -(B-a)=a-8, 图 .6.5 Lie 代 数 4 的 根 图 
而 w+p 不 是 根 , 因为 (w+B, a +B) =3(a, a). 这 种 由 6 个 根 上 a，+B，+(aw-B) 构 
成 的 根 图 , 画 在 图 9. 6. 5 d, 它 为 典型 Lie 代数 4 , 相应 的 Lie 群 为 SU(3). 
4° 夹 角 为 90° 的 情况 
Xi a 和 BB 夹 角 为 90° 时 ， 


La, B) (w, B) o 
(æ, a) (B, B) 


REETME Wa, a) = (8, B), 只 有 4 个 根 , 即 =a，+B( 因 为 6 -2a =p). 


它们 的 根 图 如 图 9. 6. 5 所 示 . 这 个 Lie 代数 为 D, TRX 4 个 根 可 分 为 两 个 子 o R, B 


>, = lea, -a} 9 >, = Ip, -Bi , x=, UX, 这 表明 D, 不 是 单 Lie 代数 ， 而 是 两 个 Lie 
代数 A, 的 直 和 ， 即 
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D, = 4 四 4， 
在 所 对 应 的 Lie 群 为 S0(4) ,这 个 群 也 是 两 个 S0(3) 群 的 直 和 ， 即 
S0(4) =S0(3) @S0(3) 
对 应 r<2 的 Lie 代数 一 共 为 6 个 ,其 中 单 Lie 代数 有 5 个, BBA, (1 秩 ) G,, B, 
C,, 六， 而 有 =C) .半音 Lie 代数 有 一 个 , 即 D, =A,@A,. 


9.6.2 秩 r>2 的 单 Lie 代数 


1. 典型 Lie 代数 4A,, Ba, Cas D. 
秩 r>2 时 , 已 不 能 用 平面 上 的 根 图 表示 它们 了 , 利用 下 面 一 节 中 讨论 的 Dynkin 图 
可 很 好 地 分 析 它 们 . 在 这 一 节 只 对 这 些 秩 >2 的 Lie 代数 做 些 简 要 的 讨论 . 
1° 典型 Lie 代数 B, 
H B, 的 根 图 (图 9. 6. 6) 可 看 到 它 的 根 由 相互 垂直 的 两 个 根 el = (1, 0) (在 上 节 中 记 
a) 和 e,=(0, 1)( 在 上 节 中 记 B -@) 及 -el!，-es, 以 及 ` 
( te, 上 ez) 构成. 
把 这 种 根 的 结构 推广 到 维 数 为 n(n >2) 的 根室 间 ， 可 
定义 n 个 相互 垂直 的 根 ,， 即 
el = (1,0,0, ---, 0) 
e, = (0, 1, 0, …, 0) 


图 9.6.6 Lie 代数 D, 的 根 图 


1=(0,0,0,…，1, 0) 
e, = (0,0,0,…，,，0,1) 
由 它们 可 构成 2” 个 非 零 根 . 
te,, *e,+te@ (i=j) 
BUNLE n 40 根 , 在 n 维 根 空间 共有 n(2n +1) 个 根 , 这 种 根系 构成 的 Lie 代数 为 mn(2m+ 
1) 维 的 秩 的 典型 Lie 代数 B .(n 22). 
2° 典型 Lie 代数 B, 
Lie 代数 C, 的 根 图 坐标 可 表示 为 a =(2, 0), 8 = (1, 1), 因而 对 于 向 量 
e =(1,0),e,=(0, 1) 
则 . 
wq =2e,, B =e, +e, 
Lie 代数 C, 的 8 个 非 零 根 可 用 e,, e, 和 -el - e, 表示 为 
+2e,, t2e,, tete, 
把 它 推广 到 = 维 根 空间 ,得 到 2n 个 非 零 根 ， 即 
t2e,, +e,+e;, (i=j) 
加 上 个 零 根 , CIAR n(2n +1) 维 的 n 秩 的 典型 Lie 代数 C 虽然 当 n=2 BF, C, 与 
B, 同 构 ;但 当 n>3 PF, C, 的 根系 与 B, 的 根 已 不 相似 , 它们 并 不 同 构 , 而 是 不 同 的 Lie 代 
数 , 因此 为 典型 Lie 代数 C, n=3. 
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3° 典型 Lie 代数 D, 
H D, 的 根 图 可 看 到 , 它 的 4 个 非 零 根 可 表示 为 
tæ= t(a +œ), +B= +(a -oa,) 
即 e, +e, 推广 到 nn 维 空间 , 则 得 到 2n(n - 1) 个 非 零 根 . 
e+e; (i=j) 
加 上 个 零 根 , 得 到 n(2n -1) 维 的 n 秩 典型 Lie 代数 D,, 虽然 D, =A,@A, 是 半 单 Lie 代 
数 . 34 n>3 hF, 这 种 根 是 单 o R, 因而 是 单 Lie 代数 , 即 典 型 Lie 代数 D, 
4° 典型 Lie 代数 4。 
为 了 推广 典型 Lie 代数 A, 到 4,, 定义 n+1 维 空间 的 正 交 基 
el = (1,0,0,…,0,0,0) 
e, = (0, 1,0,…,0,0,0) 
e = (0,0,0,…,0,1,0) 
el = (0,0,0,…,0,0,1) 
比如 3 维 空间 的 正 交 基 为 el = (1,0,0),e,=(0,1,0), e, =(0,0, 1), WJ A, ËJ 6 + 
非 零 根 为 
-e +e,, -8 +8, —@, +6;, 
el — €z, €; ~€3, €, +63 
它们 是 3 维 立方 体内 与 六 个 棱 相 接 的 内 接 正六 边 形 的 顶点 ,可 定义 为 
e-e; (i#j;i,j=1,2,3) 
亦 即 A, 的 根 图 为 3 维 立方 体内 2 维 平面 上 的 图 形 . 如 图 9. 6. 7 所 示 . 
因而 在 一 般 情况 下 ,由 n+1 维 空间 n+1 个 正 
ZER e, i=1, 2,…, n+1 构成 的 根 向 量 . 
e, — e; (ij; i,j=1,2, =, n+1) 
有 zm(z+l) 个 , 对 于 n+1 维 根 空间 的 任 一 矢量 X= 
(x, 2, =, t) (因为 根 空间 是 Lie 代数 的 对 偶 
空间 , 它 的 矢量 的 分 量 为 逆 变 分 量 , 用 x 表示 )， 
如 果 取 


图 9.6.7 正 交 基 下 4, 的 根 图 


Y < = 0 
则 满足 这 种 条 件 的 矢量 X 是 n+1 维 空间 n 维 超 平面 上 的 向 量 , n 维 超 平面 是 维 的 ， 
而 在 这 个 超 平面 上 只 有 nn 个 零 根 ”所 以 e, - e, 型 的 非 零 根 与 4 个 零 根 构成 Lie 代数 在 mn 
维 超 平面 上 的 全 部 根 , AM A, 是 n(n+1) +n=n(n+2) 维 n 秩 的 Lie 代数 , 即 典 型 Lie 代 
BA,- 
注意 全 部 非 零 根 e - e, 和 和 零 根 都 在 ”+ 1 维 空间 的 维 超 平面 上 , 因而 秩 为 n. 
2. 例外 Lie 代数 | 
P Lie 代数 除 上 面 讨论 的 4 个 典型 Lie 代数 系列 外 , 还 有 而 且 仅 有 5 个 所 谓 例外 Lie 
代数 . 在 下 节 中 将 利用 Dynking 图 从 单 o 系 根系 来 证 明 这 一 点 , 在 这 里 仅 就 例外 Lie 代 
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数 给 以 简单 说 明 . 
1° 例外 Lie 代数 F, 
Lie 代数 B, 的 根 在 4 维 空间 的 正 交 基 矢 ej, i=1, 2, 3, 4 中 为 
+e;, +e; +e, (zj i,Jj=1,2,3,4) 
共 24” =32 个 非 零 根 , 加 上 4 个 零 根 , 它 的 维 数 为 36. 再 加 上 16 个 根 , 即 


> te, te, te, £e,) 


这 48 个 非 零 根 构成 一 单 r R, 它们 构成 一 个 单 Lie 代数 , 记 为 F, AN F, 的 维 数 为 52， 
秩 为 4. B, 是 F, 的 子 Lie 代数 . 
2° 例外 Lie 代数 Es 
Lie 代数 A; 有 56 =30 个 非 零 根 , 它们 为 
e,-e, i,j=1,2,3,4,5,6 
如 果 再 加 上 如 下 的 37 个 根 ， SERA 


:ve 了 二 (sa se ae ae te s) 4 7 
2 内 下 三 个 让 学 和 三 个 久生 


全 部 非 零 根 为 72 个, 加 上 5 TER, Lie 代数 维 数 为 72, 这 个 Lie 。 RAADI Lie 代数 
Es, 显然 A; 是 它 的 子 代数 , ME +Y2es 本 身 为 Lie 代数 4 , 因而 A, 也 是 它 的 子 代 数 . 
3° 例外 Lie 代数 E, 
Lie 代数 A, 有 56 个 非 零 根 ， 
e~e; (izxj;i,j=1,2,..,8) 
再 加 上 根 


1 
z. +e, £ e, + ë, +e, te, te, £ e, +e) 


其 中 4 个 正 号 、4 个 负 号 共 70 个 , 这 些 全 部 非 零 根 为 126 个 , 加 上 7 个 零 根 得 到 133 维 
的 Lie 代数 , 称 为 Lie 代数 E,, A, 为 它 的 子 代数 . 
4° 例外 Lie 代数 E, 
Lie 代数 D, 的 112 个 非 零 根 为 
+eitej (izj;i,j=1,2,.,8) 
再 加 上 如 下 的 根 


1 
7( te, Łe, Łe, te, +e; te, £ e, +e) 


其 中 取 偶 数 个 正 号 , 这 种 根 一 共有 128 个 . 于 是 , 总 非 零 根 为 240 个 , 加 以 8 个 零 根 , 得 
到 248 维 的 Lie 代数 E ,Ds 是 它 的 子 代数 . 
5° 例外 Lie 代数 G, 
前 面 已 经 讨论 了 它 的 根 图 , 如 果 用 3 维 空间 的 正 交 基 矢 , 可 把 6, 的 非 零 根 表示 为 
e,-e,, *+(e, +e, —2e,) (i#j#k;i,j,k=1,2,3) 
由 这 些 讨论 看 到 全 部 单 Lie 代数 的 非 零 根 可 用 N 维 实 空间 的 正 交 基 矢 fe; = (1, 0, 
0)，ez=(0, 1,0, …),，…，ew=(0,0, =, 0, 1)| 的 线性 组 合 表示 . 对 Lie 代数 
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B,, C,, Das N=n, 即 它们 的 全 部 非 零 根 分 布 在 n 维 空 间 中 .Lie 代数 4,, N=n +1, € 
的 全 部 非 零 根 分 布 在 n+1 维 空间 中 的 维 超 平 面 上 . 例外 Lie 代数 F, Es 的 根 分 别 分 
布 在 4 维和 8 维 的 空间 中 ;例外 Lie 代数 E, 秩 为 5, 它 的 根 分 布 在 6 维 空间 的 5 维 超 平面 
上 ;例外 Lie 代数 E, 秩 为 7, 它 的 非 零 根 分 布 在 8 维 空间 的 7 维 超 平面 上 ;例外 Lie 代数 
G, 秩 为 2, 它 的 根 分 布 在 2 维 平面 上 . í 


9.7 KAR, Dynkin 图 , 单 Lie 代数 的 分 类 


对 于 秩 r >2 的 Lie 代数 , 利用 前 两 节 的 根 分 析 它 的 根系 是 不 方便 的 , 为 了 清晰 地 对 
根 进行 讨论 , 须 引 入 素 根 (simple root) 的 概念 ， 并 在 素 根 的 基础 上 引进 Dynkin 图 , 利用 
这 种 方法 , 可 对 全 部 Lie 代数 的 根系 进行 讨论 , 并 论证 单 Lie 代数 仅 有 上 节 所 讨论 的 那样 
一 些 类 型 . 


9.7.1 素 根 与 Cartan-Weyl 标准 基 


l. RKKA R) 

r 秩 的 单 Lie 代数 的 非 零 根 a 可 在 一 定 坐 标 系 下 表示 为 w= (aa ，a ，…，au) , w, 为 
a 的 第 i 个 分 量 . 称 第 一 个 非 零 分 量 o, >0 的 根 为 正 根 , WA at ;反之 为 负 根 , WHA a. 
一 般 对 于 维 - 秩 的 半 单 Lie 代数 g, 它 的 (n -r) 个 非 零 根 中 有 一 半 是 正 根 , 一 半 为 负 
根 , 而 且 ( -a ” ) 为 负 根 . 由 于 半 单 Lie 代数 如 果 a 是 根 , 则 -ae 也 一 定 是 根 , 因而 正 根 
与 负 根 一 定 各 占 一 半 . 

在 正 根 的 基础 上 可 定义 素 根 . 

定义 9.7.1( 素 根 ) “如果 一 个 正 根 不 能 分 解 为 两 个 正 根 之 和 , 则 称 这 个 正 根 为 素 
根 . 


可 以 证 明 半 单 Lie 代数 z 的 根系 中 存在 而 且 仅 存在 y 个 罕 根 , MEC -7) 个 正 根 中 


可 选 出 个 素 根 , 具体 选取 方法 是 可 以 不 同 的 . 下 边 作为 例子 , 对 4 个 典型 Lie 代数 系列 
给 出 了 它们 的 素 根 , 素 根 可 以 有 不 同 的 选择 ， 下面 给 出 的 只 是 在 正 交 基 矢 展开 下 的 一 种 
形式 . 以 了 表示 它们 的 根系 , 以 五 表 示 它 们 的 素 根 . 并 计算 素 根 的 内 积 (ww ，aw ) 和 不 同 
KRAKAR, æ). 


(1) 4,: 
Z: ei-e, izj, l=<i,j=1,2,-, n+1 
H. @,=e-en, ¿i=1l,2,- n, Zn 
2, i=j 
(w, œ) = -1, li-jl=1l 
0, li-jl>1 
(2) B,: 


Z: +e te, i<j, +e, i,j=1,2,.…,n 


TI: Œ; = @; ~ Cs i=1,2, pp an = é, , 3: n 个 


444 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


2, i=j<n 


1 一) = 
(w, œ) = , : É 


(3) C,: 
2: +e +e, i<j, 2e, i,j=1,2,.,n 


I: mm=ei-e i=1,2,  n- 1, w =2e， 共 7 个 


， ¿=J =n 
2, i=j<n 

(aa) =3-1, li-jl=1,i,j<n 
-2, i=n-1,j=n 或 i =n,j=n-l 
0, li -Jjl>1 

(4) D 

3: +e+e, i#j=1,2 

I: =e,-e;,, i=1l,2, >, n-l, œ, =e e, Hn 
2, i=j . 
0, ¿=n-l,j=nEKi=n,j=n-1 

(@;, œ) = 


-1, li-jl=1, i, j#n- 
0, li -jl >1 ， 
对 4 个 典型 Lie 代数 系列 , 不 同 素 根 间 的 内 积 有 共同 特征 ， 即 
(æ, a) 0, æa, a el, r=j 
这 是 素 根 的 一 个 重要 特征 . 这 个 典型 Lie 代数 系列 的 秩 均 为 n, BD r= n. 
下 面 将 要 证 明 , 具有 (mw , a) <0 性 质 的 全 部 素 根 是 线性 无 关 的 . 
定理 9.7.1 半 单 Lie 代数 g 的 根系 5 中 满足 条 件 (a,, a.) <0 的 全 部 素 根 集合 {a ， 
ma ，…， G, | 是 线性 无 关 的 . 
证 明 用 反 证 法 . 假如 满足 条 件 (a ,wuw) <0 ARA lai» a, 0, G, 是 线性 相 
关 的 , 则 其 中 某 一 a, MERRE |a) 的 线性 组 合 
De Eh sxav (9.7.1) 
上 式 求 和 号 上 的 搬 “” 表 示 求 和 中 不 包括 a, 把 组 合 系数 A 中 A; >0 的 表示 为 v,, 集中 
在 (9.7.1) 式 的 第 一 个 求 和 中 , 把 A, <0 的 记 为 内 集中 在 第 二 个 求 和 中 . 
容易 得 到 , 
(X, Y) = X vala, a) >0, (æ, œ) <0, v; >0, p <0 
因而 
(æ, X) =(X+Y, X) =(X, X) + (Y, X) >0 (9.7.2) 
另 一 方面 
(æ, X) = Drv, a) <0,' (æ, a,) < 0 (9.7.3) 
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从 而 得 到 (ww , X) 即 大 于 0, 又 小 于 0 TAAR. 

因而 证 明 (aw , o ，…, @,) 之 间 是 线性 无 关 的 . 

对 于 这 些 线性 无 关 的 素 根 存 在 如 下 定理 . 

定理 9.7.2 半 单 Lie 代数 g 的 根系 3 了 中 取出 全 部 素 根 ， 构成 一 个 集合 H = læ, 
œ, `, @,| , MISS ES W FHEA: 

(1) Ea, ae H, 则 (ai, a.) <0; 

(2) RA I= |a, a,, 0, ea 构成 根 向 量 的 一 个 基 矢 , 集合 屯 中 的 任意 非 零 根 a 
e 访 都 可 表示 为 

a= 二 (za +zas + +p a), v:>0 的 整数 

证 明 首先 利用 反 证 法 , 证 明 第 一 点 , 令 Şa, pel, E aB, # (a, p) =0, 根据 

定理 9. 5. 3 ， 
e, B) _ 2(æ, B) _ =l, 
(æ, a) h, (8, p) 

L, L 为 正 整数 ((a, B) >0). 因而 存在 含 a 的 B 根 列 , a -1B, a - (1 -1)pB,…， 
4a-pB,p8,awt+tpB,aw+28,…at1p, 即 ae-Bs3,8-asz wa-B 或 B-a 中 一 定 有 1 
个 正 根 , 令 @ -8 为 正 根 , 令 g =a-B, 于 是 w=p+B, Ella 可 分 解 为 两 个 正 根 o 和 有 之 
和 , 这 与 we 开 是 矛盾 的 , 同 理 B —a 也 不 能 是 正 根 ,如 果 是 正 根 也 存在 同样 矛盾 . 这 就 
证 明了 素 根 w 15 8 的 内 积 (e, B) <0. 


下 面 证 明 卫 中 任 一 根 都 可 表示 为 素 根 的 线性 组 合 ， 首 先 把 十 (n - r) 个 正 根 编 序 ,两 
个 正 根 ,比较 它们 在 一 定 基 矢 下 的 分 量 ,如 果 它 们 的 第 1 个 分 量 到 第 i 个 分 量 都 相同 ， 
第 i+1 个 分 量 出 现 不 同时 , 第 i+1 个 分 量 小 的 称 为 比 另 一 个 分 量 大 的 小 这 样 ,就 可 把 
+ (n 7) 个 正 根 按 大 小 编号 , 得 到 一 个 有 序 的 系列 , i， ay ，…， at -om 如 果 第 1 个 正 
根 wj ERB o; = IT, 它 一 定 是 卫 中 的 菜 一 个 , Bl or e IT. # a? 不 是 素 根 , 它 一 定 可 
分 解 为 两 个 正 根 之 和 ， 即 

ae =a+ß, a +B e X, a, B 为 正 根 

MEHR a RB ERR, Ma =a, +ay(a =a, B =a), MRa RE 中 有 一 个 不 是 素 根 ,或 


者 两 个 都 不 是 素 根 , 则 a 或 B, 以 及 a+B 还 可 分 解 为 两 个 正 根 的 和 , 因为 正 根 是 有 限 
的 , 这 种 分 解 最 后 可 得 到 全 部 的 素 根 之 和 ， 即 


= > hua， ai cH 
À, 为 正 整数 ， 对 于 负 根 人 = 一 ar > 则 
ay =- > À G, 
于 是 任意 根 ae3, 可 得 到 
w = $, Am, (9.7.4) 
这 就 证 明了 上 述 定理 . 
由 这 个 定理 可 得 到 全 部 素 根 是 线性 无 关 的 , 它们 构成 根 空间 的 一 组 基 矢 , 任何 根 都 
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可 表示 为 它们 的 线性 组 合 . 
全 体 素 根 的 集合 RA nR, 也 称 基 础 根系 . 
T 系 的 特点 是 : 
(1) “ 系 的 向 量 集合 廿 中 的 全 部 向 量 是 线性 无 关 的 ; 


(2)a, Be IT, 则 (@, p) <0, 于 是 < 和 B) q 2 Ce, B) 为 负 整数 


læ, a) 和 (0B I 
关于 素 根 还 存在 下 面 的 定理 
定理 9.7.3 a, |; EER ie 代数 8 的 两 个 素 根 ， 则 : 
(D Zea = -41 为 0 或 正 台数， 

æ, G.) 


(2) a, a; 间 的 夹 角 mr 只 能 为 99。, 120°, 135° 和 150°, 它们 的 根 长 比 只 能 为 1, /2, 
\3 或 不 确定 ， 即 


不 确定 ， p; =90° 
CHANIE py; =120° 
(æ, œ) |2, p; =135。 

3, py =150° 


Q; 为 长 根 . 
证 阴 由 定理 9.7. 2 知道 对 于 素 根 (a, B) <0, 再 由 定理 9.5.3 自然 说 明了 此 定理 
的 (1) , 因此 立即 可 得 到 素 根 间 夹 角 的 余弦 
COS; = s) <0 
° [la a;) (w;, a;)]!? 
即 gs 在 第 二 象限 , 它们 的 夹 角 只 能 为 90",， 120°, 135° 和 150°. 根 长 比 的 平方 为 不 确定 或 
者 为 1, 2, 3. 


2. Cartan # $ 
通常 定义 《名 ”9 为 Canan SERE À 的 短 阵 元 ， 即 
_2(@, œ) 
BECS (9.7.5) 


利用 前 面 给 出 的 素 根 表达 式 ， 容易 求 出 典型 Lie 代数 和 例外 Lie 代数 的 Cartan 4 E£. 
下 面 分 别 给 出 了 单 Lie 代数 的 Cartan 矩阵 . 


2 -1 0 … :0 0 
-1 2 -1 0 0 
A, = -1 2 0 0 
0 0 0 2 -1 


447 


第 九 章 ”Lie 群 与 Lie 代数 基础 


~ 
Dm 
>o OO: í ONAN 
. 
S00; | NAO 
: =- = 
>o ce O :QQ | | 
一 : 
° A: O O Oo 
. — 
一 -= — 
IN 1 : O O O |, A 
ki : en 
Q OO: O O O n | 
Nemam — 
" " 
R 
a S 


448 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


2 -1 0 0 0 0 0 
-1 2 -1 0 0 0 0 
0 -1 2 -1 0 0 0 

E, = 0 0 -1 2 -1 0 0 

0 0 0 -1 2 -1 0 
0 0 0 0 -1 2 -l 
0 0 0 0 0 -1 
0 0 -1 0 0 0 

3. C-W 标准 基 

在 9. 6 节 中 已 讨论 了 C-K 度 规 张 量 为 


= 2 ao; 
注意 上 式 中 a;, w 分别 为 根 a 的 第 i 个 和 第 j 个 分 量 , 可 以 通过 对 根 长 (@&, @) 归 一 化 ， 
即 令 归 一 化 的 根 w 为 | 
æ = Na: 
使 归 一 化 后 的 度 规 张 量 为 
g = Dao = By (9.7.6) 
利用 根 的 正 交 基 矢 展开 , 可 以 求 出 归 一 化 系 N, 下 面 给 出 典型 Lie 代数 的 归 一 化 系数 : 
t [2(n +1)] + 
B,:[2(n - 1)) 2 
C. [2(n +2)] > 
,:[2(m -2)] 2 
L L 
G: 2457” = —— 
(24) z5 
归 一 化 的 根 长 为 
1 
A,:(u;, w.) = TETEN 
1 _ 
2(2n 1) 
1 _ 
2(2n +2) 
1 _ 
2(2n — 2) 
称 这 种 归 一 化 根 下 的 C-W 基 为 C-W 标准 基 , 在 这 种 基 下 半 单 Lie 代数 具有 最 简单 的 代 
数 结构 , 


B,:(e;, a) = 
C,: (e, a;) = 


D,:(&;, a;) = 


[H,, H] = 0 
[H,, E,] = aE, 
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[E., E_.] = ah; 


[E,, E] = [o a+B #23 


N gEarg» a +6 € > 
对 于 标准 C-W 38, 度 规 张 量 为 
8; = > aa; = Š; 


Ea, -a = Ch, 1C-。 a + Ca rC a, arr = Saia; + Na, N 
H (9. 5. 8) 式 可 计算 N. ra, arr 


9.7.2 Dynkin 图 与 单 Lie 代数 的 素 根 系 


定理 9.7. 3 给 出 半 单 Lie 代数 的 素 根 a 与 Be 并 之 间 的 夹 角 只 能 有 we =90°, 120°, 
135° 和 150° 三 种 情况 , 而 且 在 一 定 夹 角 时 两 个 素 根 的 根 长 比 除 pr =90° 的 情况 外 是 完全 
固定 的 . 因而 可 用 四 种 图 形 表示 这 四 种 情况 下 的 素 根 .图 形 中 用 圆 点 代表 a 和 有 中 的 短 
根 , 用 贺 轿 代表 长 根 ， 当 它们 间 夹 角 为 90° 时 , 图 与 点 间 不 连 线 ， 即 


OO e 


当 夹 角 为 120° 时 , 用 单线 连接 圈 与 点 , 因为 根 长 比 为 1, 图 形 为 


O— € = O—O 


当 夹 角 为 135“ 时 , 用 双 线 连接 圈 与 点 ， 即 


=1 


-a, +T 


当 夹 角 为 150°* 时 , 用 三 条 线 连接 圈 与 点 BI 
c===°@ 


对 于 r 秩 的 半 单 Lie 代数 g, 它 的 7 个 素 根 相互 间 按 夹 角 和 根 长 比 用 上 述 四 种 单元 图 
形 画 出 来 就 得 到 了 描述 素 根 的 图 形 , 称 为 Lie 代数 g 的 Dynkin K. 

例如 : 

(1) Lie 代数 A. 它 的 两 个 素 根 为 a, =e, ~-e,, @ =e, -es， 素 根 的 内 积 为 (al ， œ) 
= -1, 因而 夹 角 为 120°, 于 是 Dynkin 图 为 

oO—O 

(2) Lie 代数 A,. 它 的 素 根 为 Ql =; — 2, @; =ë; — @s, Gs 563 -64, 素 根 的 内 积 为 
(ay œ) = -1, (œ, a,) =0, (@, œ) = -1. 这 说 明 ai 与 @ RAA 120°, a, Ej as 
间 夹 角 也 是 120°, 而 a, 与 ar, lB|3 82 90°, 因而 Dynkin 图 为 


O—O—OO 
e a es 


因为 a, 与 a, 夹 角 为 90", 即 (@, a) =0, 故 图 中 代表 a, 和 as 的 o 不 相连 接 . 
(3) Lie 代数 B,. 它 的 素 根 为 a, =e, -e,, G, =ez， 而 
(œ, a,) _ 
' (a, a) 
因而 a, 与 a 间 的 夹 角 为 135°, 故此 Dynkin 图 为 
o===e 
(4) Lie 代数 B,. 它 的 素 根 为 wm =e, —e,, wa, =e, —e,, as =e,, 而 


(a,, œ) = -1, 《aa ， æ) =0, (æ, æ) = 一 | 


(æ, a) = -1 
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(ai ， a) =(@,, a) =2, (as ， a) =1 
因此 夹 角 

Pr =135°, P3 =120°,' @, =90° 
它 的 Dynkin 图 为 


e@e==O—o 
e e a 


(5) Lie 代数 C, 和 C,， 通 过 相似 分 析 可 得 到 它们 的 Dynkin 图 分 别 为 


e= O 〇 一 一 @ 一 一 全 
e a a œ a 


可 见 B, FI C, 的 Dynkin 图 是 一 样 的 , 这 是 因为 它们 同 构 . 而 B, 和 C, 的 Dynkin 图 是 不 同 
的 , Æ B, F a 与 m 根 长 相同 , 但 是 它们 与 a 相 比 是 长 根 , 而 C, 中 a, Ma, 是 短 根 . 
(6) Lie 代数 D, 和 D;， 它们 的 素 根 分 别 为 @, =e, -e,, w, =e, +e, fla, =e, -e,, 
e, =e, -—,, a, =62+e3, 于 是 得 到 D, 的 Dynkin 图 为 o, (æ, @) =0, 可 见 它 是 两 个 
单元 素 的 加 和 , El D, =A,@A, , 即 D, 的 素 根 内 积 为 
(ao) = -1 @) = -1, (a,, as) =0 
而 且 (a ,mm ) =2, (a, a,) =2, (as, a,) =2. 因此 Dynkin 图 为 


al az 


ai 
° 

Doa 亦 即 ooo 
° es 
a 


(7) Lie 代数 D, 它 的 素 根 为 m =e, —e,, a, =e, — es, as =€, —e,, al =e, +6,, Ñ 
过 相似 计算 可 得 到 Dynkin 图 为 


° 
oo 
9 - 
(8) Lie 代数 6,， 它 的 素 根 为 mm =e, —e,, a, = -el +2e, -es， 由 此 得 到 


(æ, a) = -3, (ai ， a) =2, (ma ， œ) =6 


因此 Dynkin 图 为 


O==@ 
这 些 比较 简单 的 单 Lie 代数 ( D, 为 半 单 Lie 代数 ) 的 Dynkin 图 ,基本 上 反映 了 半 单 
Lie 代数 Dynkin 图 的 全 部 特征 . 


9.7.3 单 Lie RERA II BJ Dynkin 图 分 析 


在 9.5 节 中 已 指出 Lie 代数 的 性 质 由 它 的 根系 决定 , 半 单 Lie 代数 的 充 要 条 件 是 它 
的 根系 为 r R, 而 单 Lie 代数 的 充 要 条 件 是 它 的 根系 为 单 o 系 . 而 根系 的 性 质 又 由 素 
根系 IT 的 性 质 决定 . 

下 面 给 出 一 个 定理 . 

定理 9.7.4 SREM Lie 代数 g 的 非 零 根系 , 五 是 它 的 素 根系 , WIHA oA 
的 充 要 条 件 是 它 的 IANA z Z. 

MRX n R, 是 指 亚 系 的 向 量 集合 了 不 能 分 解 为 两 个 都 是 立 系 的 子 集 马 =l y, BJ 
并 集 ( 证 明 见 万 哲 先 《 李 代数 》).， 由 这 个 定理 得 到 如 下 推论 ,， 即 

推论 半音 Lie 代数 g 是 单 Lie 代数 的 充 要 条 件 , 是 它 的 素 根 集合 H, 是 一 个 单 z 
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系 . 

于 是 寻找 全 部 单 Lie 代数 的 问题 , 就 归结 为 寻找 全 部 可 能 的 单 5 系 的 问题 , 这 个 问 
题 可 利用 Dynkin 图 的 图 形 方法 来 完成 ， 比 如 前 面 的 Lie 代数 D, 的 Dynkin 图 。。o, 这 表 
明 它 包括 两 个 单 nR, 因而 不 是 单 Lie 代数 ， 所谓 连接 在 一 起 的 Dynkin 图 , 就 是 Lie 代 
数 的 Dynkin 图 是 一 个 图 形 , 不 能 包括 若干 个 单独 的 图 形 ， 如 果 包 括 若干 个 单独 的 图 形 ， 
就 证 明 它 的 素 根系 是 几 个 单 普 系 的 并 集 , 因而 是 半音 Lie 代数 , 而 不 是 单 Lie 代数 , 称 不 
包括 独立 的 子 图 的 Dynkin 图 为 单 站 系 Dynkin 图 . 

下 面 证 明 单 r 系 Dynkin 图 的 三 个 主要 性 质 . 

性 质 9.7.1 $a # Dynkin 必须 是 树 图 , 即 图 形 中 没有 闭路 . 

证 明 假定 Dynkin 图 中 有 一 闭路 , 构成 这 个 闭路 的 为 素 根 a ，a ，…，a e II, a, 
=Q; 因为 它们 为 闭路 (am , œ) #0, (a, æ) 天 0，…， (a,_, , æ) #0, (a,, æ) #0, 


(a, aia) =0. 因而 Ya |a, | 与 它 自身 的 内 积 大 于 0， 即 
0 l a, l a. 
(È TaT È 


i 
A læ? 


I 


- Y (a, a;) + > (@;, Qin) 


al” € Heel lal 


-27 COS@; i+1 
在 得 到 此 式 时 , AHT (æ, æ) =0, 1=2, 3… ,因为 w 5 o, RK 
另 一 方面 , BF oel, 因而 cospi, RAN -E -a - 2 CBD 120°, 135" 或 
150°, RREH 90°, 因为 它们 相连 , 即 a, 与 w MHR VARRER). TE 
l æ, l a. I 
í _ —— i |<] -2 一 =0 
(3 TaT È [aS 22 


i=1 i=l 


I l 
式 中 取 COSO; i+1 = -+, 使 2 > COS@; ; 三 一 六 是 > COSO; ;,1 的 最 大 值 ， 因此 有 上 述 不 
FA 显然 与 


1 a. l a. 
[X TaT X Ta T) ° 
HFA, 从 而 说 明 不 能 存在 闭路 . 

性 质 9.7.2 X + Z Dynkin 图 中 任何 素 根 we 玖 不 可 能 有 3 条 以 上 的 线 与 其 连接 ， 
也 就 是 说 最 多 只 能 连 三 条 线 . 

证 明 eel, 在 Dynkin AF, 它 与 >3 条 线 相连 , 与 它 相 连接 的 素 根 为 @, 
æ, |, a, ISk. KK a, aa ，…，w 不 能 够 成 闭路 ， 因而 æ, @,,…, 之 间 一 定 相 
互 垂直 ， 即 


(e, an =0 (7 关 17 1 = 1,2+., i) 
(læ, a) >0, N a- aiit, 而 @, ow 均 与 a 相连 , Ma, œ, a, 构成 闭路 , 根据 性 
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质 9.7. 1 是 不 允许 的 )， 以 了 表示 (ae, a, @,，…, a) 张 成 的 子 空间 , 在 了 中 选取 与 m ， 
m, Ce 都 重 直 的 一 个 向 量 y 交 0, 由 于 y 5a, a, o, AEN, 根据 (i+1) 维 空间 
的 广义 勾 股 定理 , 则 有 
cos pw 十 Y cosp。 a = 1 
因为 @, al , a, wm e H, 而且 w 与 ao, w, …， ai 都 不 垂直 , 所 以 (a, œ) <0, I E. y 
不 与 a EX, 因而 1 > cos gr #0, 于 是 
Yee, y < 1 或 Diep, < < 4 


而 根据 Dynkin 图 的 规定 ， a 与 必 间 的 连 线 数 放 为 
4cos pa, a =L 
即 | 
2, 40s Pa, ajli < 4 


这 就 证 明了 与 素 根 & 相连 的 线 的 数 目 1 <4 的 命题 . 
性 质 9.7.3 如 果 在 单 T R Dynkin 图 中 包括 一 个 Fe, eo, °, 必 的 简单 链 ， 即 


o—o—o o Abo 


Ë. n A Dynkin 图 为 
IT oo oo 
mo Gs" @, 
一 个 素 根 a, 即 以 a 代替 上 述 Dynkin 图 区 中 的 简单 链 ,， 则 Dynkin 图 变 为 新 的 Dynkin 图 


M: 区。 区 


虚线 表示 的 单线 或 双 线 不 变 , 如 果 "是 允许 的 Dynkin 图 , 则 玖 也 是 允许 的 Dynkin 图 ， 
反之 , METERA, W 开 也 是 不 允许 的 . 
证 明 为 了 证 明 这 一 点 , 令 


则 
k-1 
(a, a) = > [ay æ) +2(ay a)l) + (ax, a.) = (G,, a) 


在 得 到 此 式 时 利用 了 
(aoir) = 0, >1 
或 
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k 


(a, a) = (œ, @) + > f(a, a,) +2(@,, Qia) | = (@, a, ) 


根据 Dynkin 图 的 规则 , 这 就 证 明了 上 述 命题 . 
由 这 三 点 性 质 可 以 得 到 下 述 结论 : 
(1) 由 性 质 9.7.2, 任 一 素 根 a 与 它 的 连 线 不 能 超过 三 条 , 可 得 到 : 
(a) Dynkin o—e 是 一 个 独立 的 图 形 , 它 不 能 出 现在 任何 其 它 Dynkin( 图 ) 之 中 . A 
为 在 它 一 端 再 加 任何 素 根 连 线 都 使 之 超过 了 三 条 , 它 是 例外 Lie 代数 G, 的 Dynkin 图 . 
(b) 由 性 质 9.7.2 还 可 知 图 形 


O——e—o— oOD°ə e——on e 
' ° ° 
了 Z 
口 一 -一 @ e= 
N N 
e ° 
° ° 
` 
Z ` 
O © 


都 不 是 允许 的 Dynkin 图 . 
(c) Æ z ZR Dynkin 图 中 只 能 包括 不 超过 两 种 长 度 的 素 根 . 
(2) 由 这 些 图 形 , 再 利用 性 质 9. 7.3 , 可 知 图 形 
e-——o—o—— O———[OoOGOD,]Hio=—e 


O—&. s ——.5,5 -zI“1IA* 0— emo 
o 


Z 


o=—e—e—eee 


` 


O 
了 
e 一 一 0O 一 一 0 一 -oO- 一 -0 
N 
° 
O O 
了 
O—-0O—0O-----O 
N 
O O 
都 不 是 Dynkin 图 . 
在 排除 这 些 图 形 后 , 考虑 到 单 Dynkin 图 不 是 树 图 ， 所 有 可 能 的 单 Dynkin 图 只 能 有 
如 下 四 种 : 


( a) o==e 
(b) o——o—oOPa— 


Ga OO Ar 


(e) 9——o——o—O e@——e—e---e 


@ G G, G, Bı Bi B>" B, 
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OB; 
OB4-2 
OBq-1 
(d) o 一 o 一 o 一 o 一 o” | 
a a œa a- “l 
° 
< 
Oyr-2 
< 


前 面 指出 Dynkin 图 (a) 是 例外 Lie 代数 G, , Dynkin 图 (b) 是 典型 Lie 代数 A,(k 宇 1). 
下 面 讨论 单 Dynkin 图 (e) 的 允许 结构 . 

Dynkin 图 (e) 中 包括 :个 长 案 根 mw，o，…，…m， 它 们 是 单线 连接 ， 说 明 
(ai， al) = (ai， G; ) = 一 1, (a, a; ) =2; L ARR Bi 由 此 (8p,， B...) = 


-3 (B:, B.) => (B... B.) = -1, Mæ, B.) = -1. 


k l 
令 a = 2 ia, B = >B, 容易 得 到 
(a, æ) = > üla, æ) = k(k +1) 


i,j=1 


(B, B) = È (pi, B) = (l+ 1)1 


„j=1 


k i 
(æ, B) =Y YX üla, B) =- kl = kl || æ || IA, || eos135° 
í=1 j=1 


而 

aB) _ oao. 

(aa) (BB) ™ 9. ! 

Bp 

(aß)? < (aa) (BB) 
因此 得 到 | 

(aB) = P <k(k+1)1(I+1) 
即 | 
及 < 方 (FE+1) (1+1) = (M+k+I+1) 

由 此 得 到 


(k-1)(I-1) <2 
这 个 不 等 式 的 正 整 数 解 只 有 三 种 : 
(1) k=1, 7 为 任意 正 整数 ，; 
(2) 1=1, 上 为 任意 正 整数 ; 
(3) 1=k=2. 
因而 形 如 Dynkin 图 (e) 的 单 Dynkin 图 只 有 三 种 : 
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O: ° ° @-——- ° 和 
xm B2 B3 Bx-1 pn 
e——o—o—o— —o 
Bi a a 3 An- An 


口 一 一 一 一 色 一 一 多 


前 两 种 分 别 为 典型 Lie 代数 C, 和 B, 的 Dynkin 图 , 第 三 种 为 例外 Lie 代数 F, 的 Dynkin 图 . 
下 面 讨论 前 边 给 出 的 (d) 形 图 的 允许 结构 . 与 (e) 形 图 的 讨论 相 类 似 , 令 


l-1 g-i r-1 
a= > ie, B = ZB,, y = È, hy 


于 是 得 到 

(æ, a) = 二 (1-D1，  (8,D)=74(q-1) 

(y, y) =r(r -1)1, (a, œ) = (1-1) 

(B,w)=-(q-1D), (7, am) = -+(r-1) 
由 此 得 到 

1 
_ (ay [zeo] Lar) 
cos @, v = (a a) (a, æi) 一 Ly 1) T2 


cospp q = Fr- q), cop, a = Err) 
由 于 e, B, y 相互 正 交 , 因而 有 


cos go. ar + cos gg. a t cos op， a< 1 


由 此 得 到 


[3 (1 +g +r] <1 
Bp 


I +q! +r > 1 
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令 1>g>r, MI sg sr. FE >1. 这 要 求 r>2. 取 r =2, 则 满足 上 述 不 等 式 的 


整数 解 只 有 
r=2, q=2, l>2 
r=2, g=3, 3<l<5 
第 一 种 解 是 典型 Lie 代数 D, 的 Dynkin 图 , 它 为 


° 


>o 一 o 一 o 一 "一 。 


° 
(r=2, q=2, l=2) 


n(r-1)+(q-1)+(1-1)+1=1+224 
X n=3 时 , Dynkin 图 变 为 o—o. 因而 D, =4. 
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第 二 种 解 为 r=2, q=3, 1=3, Dynkin 图 为 
o—o—o—o— oO 


° 


它 是 例外 Lie 代数 E, 的 Dynkin 图 . 
第 三 种 解 为 r =2, gq =3, 1=4, Dynkin 图 为 
o—o—o—o—[oo 


° 


它 对 应 例外 Lie 代数 E. 
最 后 一 种 解 为 r =2, g=3, I=5, Dynkin 图 为 
o—o—o—o—o—o—o 


° 
应 Lie 代数 为 E,. 
这 样 利用 单 n K Dynkin 图 的 分 析 得 到 了 单 Lie 代数 只 有 四 个 系列 的 典型 Lie 代数 
, B (n=2), C.(nz3), D.(n>4). (BX B, “A, C,=B,, D,=A,, D, =A,) #l 5 A 
MA Lie 代数 G, Fa, Es, E7, Es. 


下 表 给 出 了 它们 的 Dynkin 图 . 
An n(n+2) 
B, n(2n+1) 
ç, n(2n+1) 
b, n(2n -1) 
e° 14 
F 52 
Es 78 
E, 133 
Fs 248 
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在 表 9.7. 1 中 列 出 了 全 部 单 Lie 代数 的 非 零 根 和 素 根 . 


G 


表 9.7.1 


单纯 Lie 代数 的 根系 
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*(e;+e;) +2e,, 


(1<;, k<3) 
te; tej, +e;, 


(1<i, js4) 
1 
> te 


te, te; +e,) 


(1<;=j=<6), 
+V2e; 
A. +e, + e. 
2 1 2 


+ë, + ë, tes 


e 
tes) +— 


2 
取 3 个 正 号 ， 


(1<;, j<8), 
4 +e te 
2 
+e, +@4 土 65 
tes +€; + es ) 


取 4 个 正 号 ， 
4 个 负 号 


e, +€; +66 


+e 一 eg) 


133 


[2(n+1)]-!2 


[2(2a-1)] 2 


[2(2n +2)] "1⁄2 


[2(2n -2)] -42 
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m [ese|e] re || 


+e; £ e; . 
, €i- eis 67 teg 
Osi, j<8), ， - . 
pe, 
tze +e. 
2: 1 ° ; 248 
tez +ë, +s 
+€4 +s +ç 
teg te; teg) ， 
+e; >ez) 
取 偶 数 个 正 号 


98 复数 域 C 上 的 一 般 线性 Lie 代数 gl(n, C) 
及 其 子 代数 | 


复数 域 C 上 所 有 nxn IRRE, 在 Lie 乘积 定义 为 
[X, Y] =XY -YX (9.8.1) 
(了 ,了 为 n xz 矩阵, XY 为 矩阵 乘法 ) 之 后 构成 一 个 Lie 代数 , 称 为 复数 域 C 上 的 一 般 线 
性 变换 Lie 代数 , 记 为 gl(n, C). 
gl(n, C) 的 子 代数 称 为 矩阵 Lie 代数 或 线性 1 Lie 代数 , 每 个 nxn 和 矩阵 可 视 为 rv 维 
空间 的 向 量 , CRE n 维 向 量 空间 的 一 个 线性 变换 . 全 部 nn x n 的 非 奇 异 和 矩阵 为 n 维 空间 
中 的 全 部 线性 变换 , 它们 的 基 矢 可 选 为 


第 而 


根 归 一 化 常数 


E, [60] -2 


0 0 + 0 . 0 0 
E, =|0 0 + 1 = 0 0 ñ, i,j=1,2,:,n (9.8.2) 
0 0 . 0 . 0 O 


即 第 i 行 第 j 列 元 素 为 1， 其它 元 素 全 部 为 零 这 种 基 矢 一 共 是 n 个, 称 Lie 代数 
glin, C) RERO n. 
对 于 任 一 nxn HER Xe gl(n, C), RIA n 个 基 矩 阵 { 枉 | 展开 为 
X = Y AuEu，Au EC 


因而 须 用 2m 个 实数 描述 这 些 参 数 , BD 
Àu =u 十 
因而 需要 2” 个 实数 描述 alln, C) 中 的 矩阵 , 故此 称 gin, C) 中 的 元 素 是 复 空间 双 维 
的 , 也 可 说 是 实 空间 2m 维 的 , 通常 由 Lie 代数 所 需要 的 连续 变化 的 实 参 数 的 数目 表示 
它 的 维 数 ,因而 Lie 代数 sl(n. C) 2n 维 的 . | 
不 同 基 矢 满足 交换 关系 . 

[E;, Eu] = Saba - 8 E; (9.8.3) 
公式 (9. 8.3) 给 出 了 elln, C) 的 代数 结构 ,因而 它 为 Lie 代数 . 在 这 个 Lie 代数 中 , ni 
元 素 

H.,=E,, i=l, 2, ° ., n 
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具有 性 质 
[H,, H] =0 (9.8.4) 

它们 构成 gl(n, C) BJ n HERY Cartan 子 代 数 , 因而 gl(n, C) 的 秩 为 m n HE Cartan 子 代数 
全 部 为 只 有 一 个 对 角 元 的 矩阵 . 

PL EWN n xn 的 单位 矩阵 ,， 称 常数 A( e C) E 28 AE 为 常数 矩阵 全 部 常数 矩 
阵 之 集合 {AE1A e C1 构成 g1(n, C) 的 一 个 子 集 , 这 个 子 集 构成 一 个 子 代 数 , 因为 

[AE, A'E] =0e {AEIAeC} 
而 且 这 个 子 代 数 还 是 一 个 理想 , 因为 对 于 任 一 做 e gli(n, C) 均 有 
[X, AE] =Oe {AElAeC) 

这 个 理论 还 是 可 交换 的 理想 这 表明 gl(n,C) 不 是 半音 Lie 代数 也 不 是 单 Lie 代数 . 它 
的 子 代数 包括 了 各 种 典型 Lie 代数 , 下面 讨 论 这 些 问 题 . 


9.8.1 特殊 线性 Lie 代数 s(n+1, C) 


定义 9.8.1 特殊 线性 Lie 代数 sl(n+1, C) 是 一 般 线性 Lie 代数 g1(n +1, C) KF 
代数 , 它 由 全 部 迹 为 0 的 (n+1) x (n+1) 的 矩阵 构成 ， 即 
sl(n+1, C) = {Xegl(n+1, C)itrX=0] (9. 8.5) 
tr =0， 即 和 抢 阵 无 的 迹 È ri = trX 为 零 . 
Æ trX =0, try=0, 则 
tr[ X, Y] = 之 > (wy — yxa) = O esl(n+1, C) 
因而 s(n +1，C) 为 一 Lie 代数 因为 任何 两 个 非 奇异 矩阵 X， Yegl(n+1, C), 它们 的 
Lie RERLX, 疏 的 迹 均 为 0， 即 
tr[X, Y] =0 (9.8.6) 
AmA Xegl(n+1, C), Yesl(n+1, C), HJ 
tr[X, Y] =0 esl(n+1, C) 
这 表明 sl(n+1, C) 不 仅 是 gil(n+1, C) 的 子 代数 , 而 且 还 是 gl(n +1，C) 的 理想 . 这 样 
gl(n+1, C) 便 有 两 个 理想 , sl(n+1, C) 和 |ATIA eC}, 因 之 gl(n+1, C) 为 直 和 Lie 代 
数 ， 
gl(n+1, C) =sl(n+1, C)@{ATA eC} 
sl(n+1, C) Kj Cartan 子 代数 , 即 (n+1) x (n+1) 阶 的 对 角 和 矩阵 集合 , 其 中 的 任 一 
元 素 
À, 


受到 迹 为 零 的 约束 , 必须 满足 
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因而 sl(n+1, C) 的 Cartan 子 代 数 不 是 n+1 维 的 ， ME n K, gl(n +1. C0) 的 n+1 个 
迹 不 为 零 的 基 矢 也 ,i=1, 2,…, n+1, 可 以 组 合成 n 个 线性 独立 的 迹 为 零 的 元 素 , € 
们 构成 sl(n+1，C) 的 Cartan 子 代数 .当然 组 合 方法 很 多 , 下 面 给 出 一 种 组 合 方法 , 即 令 

H, =H (i-1)E; ~En -Ep ~t -E11], 1=2,3, =, n+1, trH,=0 
(9.8.7) 
因此 得 到 个 trH, =0 的 独立 的 对 角 和 矩阵 ,它们 仍然 满足 方程 (9. 8.4) , 因而 构成 了 sl(n 
-+1, C) 的 Cartan 子 代 数 . 
sl(n+1, C) 的 另外 n(n+1) 个 基 矢 , 仍然 用 (9. 8.2) 式 定义 的 E;, 利用 n+1 维 空 
间 的 正 交 基 矢 量 


并 取 e, - e, 来 标记 E, , BP 
E, =E, Ep=E eps >j, i,j=1,2, =, n+l  (9.8.7) 
阶 数 ( 即 包含 的 基 矢 数目 ) 为 n(n+1) +n=n(n+2) 或 Lie 代数 sl(n, C) 的 阶 数 为 
n(n -1) ,相应 Lie 群 SL(n，0C) 的 实 维 数 为 2n(n +2). 
向 量 


e; -ej=(0,0,…0， -1,0,.…,0,1,0,.…,0) „Bi (e; -e;); =a ~ Š 


ACDA, WE- (e-e), IE nl +1)4=. 这 些 向 量 都 是 n+1 维 实 空间 中 


维 超 平面 上 的 向 量 , 称 这 个 超 平面 为 Lie 代数 sl(n +1, C) 的 根 空间 , 是 Cartan 子 空间 的 
对 偶 空 间 , n(n +1) 个 向 量 +(e; -ej) 为 根 向 量 . 
于 是 利用 (9. 8. 3) 式 可 得 到 
[H,, H.] =0 
[H,, E e; -al = Š,E,, - — yE, _ -4 = (6; (e,-e),E,_, 
或 一 般 地 写 为 
[H,, E,] =a,E, 
a 为 根 向 量 + ( e, -e;), a, J a W k aE. 
[Eee E, -.,] = Bxbe eo ~ SE, -e 

这 表明 如 果 

e,—-e +e, -6;, ' 
仍然 为 根 向 量 e, -e,, 这 只 有 两 种 可 能 , 或 者 e =e,, 此 时 
. e, — e, +e, — e, =e, —@, 
或 者 e; =e, 此 时 


€; -€j +e, — e, =e, — e; 
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因而 上 式 可 用 根 =, B 表示 为 
[E,, Es] = + Ep 


对 于 

[E, Eara] =E; - E; = H, -H,= (e, - e), H, 
(注意 重复 脚 标 表示 求 和 ) 因而 (n+1，C) 的 Lie 代数 结构 为 : 

[H,, B.) =0 

[LH., E.) = ob。 

[E,, E,] 一 [> = N gEarg> Fa +B 是 根 (9. 8. 8) 

0， 若 a +B 不 是 根 

[E., Ea] = a,H, 

从 而 说 明基 矢 
[E, = Enej» i,j=1,2,:,n+1 (i >j); H, i =2, -::, n +1| 


构成 sl(n+1, C) 的 C-W 基 . 

土 述 讨论 说 明 sl(n +1, C) 的 根系 与 典型 Lie 数 A, 的 根系 是 相同 的 , 因而 它们 相互 
E, Bp 

sl(n+1, C) =A, 

或 者 说 , A, 作为 线性 变换 Lie 代数 , 它 由 (n+1) x (ma+1) 的 全 部 迹 零 矩阵 构成 ，Cartan 
子 空间 由 全 部 迹 零 的 对 角 和 矩 阵 构 成 . 

如 果 (n+1) x(nz+1) 的 矩阵 为 定义 在 实数 域 R EKER, 可 得 Lie 代数 gl(n + 
1, R). 它 的 阶 也 是 (n+1)”, 它 的 子 代数 sl(n+1, R) 的 基 矢 仍然 为 

{H.,i=2,.,n +1;E;, i, J = 1,2,.…,n+ 1} 
共 n(n+2) 个 , 阶 数 仍 为 n(n+2), RÆE—ER Xesl(n+1, R)» 
X= FAH + SAE À; AER 

只 须 n(n+2) 个 实数 ， 因而 维 数 也 为 n(n +2). 
9.8.2 EZ Lie 代数 o({m, C) 和 特殊 正 交 Lie 代数 so(m, C) 


IEX Lie Rk o (m, C) 是 gl(m, C) 的 子 代 数 , 它 由 反对 称 和 矩阵 构成 . 一 个 矩阵 4， 
记 它 的 转 置 矩阵 为 4, 即 , 如 果 oj 为 矩阵 4 的 矩阵 元 , 4 的 矩阵 元 ty = a， 如果 满足 条 件 
= -4 (Ep Qs = -a;) (9.8.9) 
则 称 4 为 反对 称 和 矩阵， 显然 反对 称 和 矩阵 是 迹 零 矩阵 , 即 tt4 =0. # À = -A, 而 且 全 部 反 

对 称 和 矩阵 构成 %(m，C) 的 一 个 子 代数 , 若 4, 妃 均 为 反对 称 和 矩阵 , 则 
tr[A, B] =0, AA +uB =C, A+B = Č = -C (9.8. 10) 
因而 m x m 的 全 部 复 反对 称 矩 阵 构 成 一 全 封闭 的 Lie 代数 , 它 是 gl(m, C) 的 子 代 

数 , 称 为 复 正 交 Lie 代数 , 记 为 o(m, C). BB 


o(m, C) =ÍAezgl(m, C)IA +A =0} (9.8.11) 
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由 于 反对 称 性 要 求 , o(m, C) 有 广 m(m -1) 个 基 矢 ， 可 以 取 它 们 为 
Ij =E; -Eis ij, i,j=1,2,,m 


l= -五 (9.8. 12) 
IJ m xm EXPRE, 由 (9. 8.3) 式 容易 得 到 
[l Iu] = Sala + Sxla -Saly ~ ala (9.8.13) 


RME o(m, C) 的 代数 结构 . 
下 面 分 两 种 情况 对 o(m，C ) 进行 讨论 . 
l. m=2n+1, ma m-1) =n(2n+1) 


olm, C) 的 基 矢 为 
H, = ilya, j=1,2,°,n 


J 


1 -. _ : 
bose, = S lUa, 2j + Larg) 一 (Pi + Ia, z1) ] 


1.. 一 , 
E cesen) = 7 Li( he, z- + Iy, y) + (Pei yz 十 Larga) ] (9.8.14) 


/ 工 ，. 
E se = y Clan, z t Dasi, 2-1) 


j<k, j,k=1, 2, i, n 
注意 上 式 中 1 = 二 [为 虚数 单位 ，(9. 8. 14) aa nD 2D 42n = 


n(2n +1) 个 , 它们 全 部 为 (2n +1) x (2n +1) RRIP. 

其 中 标记 基 矢 记 的 向 量 为 | + (ej +e;) ，+@;,j, 上 =1,2,…, nn] ,实际 上 是 典型 Lie 
代数 B, 的 根 . 因而 正 交 Lie 代数 o(2n +1, C) 与 典型 Lie 代数 B, 同 构 ， 由 交换 关系 
(9. 8. 3) 可 证 明 (9. 8. 14) 式 所 给 出 的 基 矢 是 o(2n +1, C) 的 C-W 基 


2. m =2n 为 偶数 ， 阶 数字 (m 一 1) =n(2n -1)- 
选择 基 矢 | 


H = Hy, 1， J = 1, 2, “ n 
1 -. — 
E, = g iUa, ar +L, y) - (hrai, y t L,, z1) ] 
(9.8.15) 


1 -. — : 
E zU, yn F La, y) + 《De a + L, 3-4) ] 


-(ejże;) 

J <k, j,k=1,2, e,n 
它们 的 根 + (ej + 上 er) 与 典型 Lie 代数 D, 是 一 致 的 , 因而 o(2n, C) 同 构 于 上 典型 Lie 代数 
D, 1 


n 


(9. 8. 15 ) 式 给 出 的 基 矢 是 o(2n, C) 也 就 是 万 , 的 C-W 基 . 
9.8.3 Æ Lie 代数 Sp[2n, C) 
2n x2n 的 矩阵 
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0 Exn 
Ilan 0) 


为 一 反对 称 和 矩阵 , 其 中 E, N n xn 的 单位 和 矩阵， 如 果 2n x2n 的 矩阵 4 满足 
AJ+J4=0 
则 称 4 为 反 辛 矩阵 . 
设 4 为 


则 
ah Aa A 


mo 
-Ex Of -di \-d -e 
因而 2n x2n 的 反 辛 矩阵 均 具 有 和 矩阵 4 的 形式 . 

辛 代数 sp(2n, C) 为 


sp(2n, C) = {Aegl(2n, C) 1AJ +J4 =0} 
容易 看 到 , ÆA, A, esp(2n, C), B 


d, € d, €z 
A, = ~ | 4, = ~ 
A -d, h -da 


则 
[A,, A,] 
=A, A, - A,A, 
=[did + e,f, -dd -= efi, diez - ed, - dze, +ed, 
Ad, -dif - d,d, + d,fi, he +d1d, -fe -d,d,] 
-C = ° °) 
f g 
其 中 


d = did; + efs - d,d, - esf 
e = die, ~ed, ~ d,e, + e,d, 


f = ñd, -df -hd + difi 
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(9.8.16) 


(9.8. 17) 
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g =fie + did, - fe - d,d, 
根据 。 =61, f fas e, = ë,, f, =f, MI (ab) = B À 可 得 到 
d = dd, + fe -dida -fer = — d 
ë = ed, -de — e,d , + die, =e 
f = dfi - ñd, -df + fid, = f 
从 而 证 明 C 也 是 反 辛 矩阵 , 邑 sp(2n, C) žy Lie 代数 . 


可 选 它 的 基 矢 为 
H; = E; -Engng jJ = 1,2, n 
Ere = E, n + Er ns 
Ea =- E, +E, J <k, jk =1,2, =n 
E ca = Enn + Ensk (9.8.18) 
E ceja) =- Ey + Enej, ntk 


E, = V2B， n+j I 
E, = Vi 
容易 看 到 这 些 基 矢 都 是 最 基本 的 反 辛 矩阵 . 
向 量 集合 | +(e te,), *2e, j<k, j,k=1;2, =, n] HRA Lie 代数 C, 的 根 
A. 由 交换 关系 (9. 8.3) 可 以 证 明基 矢 (9. 8. 18) 是 sp(2n, C) 的 C-W Æ, 它们 的 Lie 代 
数 与 以 根系 | +(e, +e) ，+2ei} 标 记 的 典型 Lie 代数 C, 是 同 构 的 , 因而 sp(2n, C) 55 C, 
由 上 述 讨论 可 看 到 , 四 类 典型 Lie 代数 , 实际 上 是 由 四 类 不 同 线性 变换 所 构成 的 四 
类 线性 Lie 代数 或 称 矩 阵 Lie 代数 . A, 为 n+1 维 复 空 间 迹 零 矩 阵 所 构成 的 矩阵 Lie 代 
数 ;B, H 2n +1 维 复 空间 反对 称 和 矩阵 所 构成 的 正 交 变换 Lie 代数 ;D, 为 2n 维 复 空间 反对 
称 矩阵 所 构成 的 正 交 变 换 Lie 代数 ;C, 是 2n 维 复 空间 的 反 辛 变换 所 构成 的 辛 代数 . 


9.8.4 glin, C) 的 子 代数 u{n) 和 su{n) 


定义 mx 的 矩阵 4 的 厄 米 共 轿 和 矩阵 为 4* 
At =Á ° 
如 果 和 矩阵 4 = -4+, 称 为 反 Hermition ERE. 全 部 反 Hermition 矩阵 构成 一 个 Lie 代数 , 因 
为 苦 4+ = -4, B* = -B, WIJ 
[4, B] =AB - BA = A* B+- B* A* 
=(B4)+- (AB)* = —- (AB - BA) ° 
| =-=[A, B]? 

这 表明 [4, 8] 也 是 反 Hermition 矩阵 , 因而 全 部 反 Hermition 矩阵 在 Lie 乘积 下 是 封闭 的 . 
称 这 个 Lie 代数 为 丁 Lie 代数 , E u(n), Bü 
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u(n) =ÍÀegl(n, C)IAt +A=0] (9.8.19) 

显然 纯 量 矩阵 iA1,、, 是 反 Hermition 矩阵 , 而 
[iA Enxns iAE,x,] =0 
这 表明 全 部 纯 量 矩阵 {iA7,、,| 构成 u(n) 代 数 的 一 个 可 交换 理想 , 因而 u(n) 和 gli(n, C) 
一 样 , 也 不 是 单 Lie 代数 . 它 的 子 代 数 称 为 特殊 西 Lie 代数 , 记 为 su(n) , EH 
su(n) = {Aeu(n)ltA =0} (9. 8. 20) 
即 Lie 代数 su(n) HERR n xn 的 迹 零 的 反 Hermition 矩阵 构成 , 它 是 gl(n, C) 和 sl(n， 
C) 的 子 代数 . 
gl(n, C) 的 C-W 3828 Ez, Cartan 子 代数 为 H, =E, 现在 令 
K, = iB- LE), j=1,2,°,n-l 


La = EEs, k<l, kl=1,2,.,n (9. 8. 21) 
L,' = (Ea +E,), k<l, k,l=1,2, =,n 
显然 
K; = - K, La = -Lus Lg = -Lu 
而 ” — 354 3EEE H,, Lu, LABEA EA Hermition 矩阵 , 它们 构成 su (n) 的 基 矢 . 
容易 看 到 
[K,, K,] =0 
[K,, Kul = (Š, ~ Sp) Lu 
[K;, Ka] = (Š 一 Š, ) Lu 
[Lus Lu] =8,L, - Sulu - SL, + Sulu 
[Lu, Lu] =- S,L, - Bub - dol - Sulu 
[Lus Lh] =SpLu + Sulu ~ BL - Suli 
可 见 (9.8. 20) 式 给 出 了 su(n) 的 一 组 基 矢 , 但 不 是 C-W 基 . 

而 (9. 8. 21) 式 给 出 的 Lie 代数 su(n) 的 基 矢 为 Lie 代数 sl(n, C) 的 基 矢 的 线性 组 合 . 
因而 su(n) 与 sl(n, C) 同 态 , 这 也 说 明了 su(n+1) 与 典型 Lie 代数 4, 同 态 ，su(n) 中 的 
任 一 元 素 世 用 基 矢 (9. 8. 21) 可 表示 为 

X =ok + pulu + tulu 
=iœ;H; + (pu + iuu) Eu - (Hu - itu) En 
H TRUE X EUERE, 要 求 oj, Hus ji 为 实数 而 s(n, C) 的 任意 元 素 , 则 无 这 种 
要 求 . 

因而 Lie 代数 sl(n, C) 对 应 的 Lie 群 SL(n, C) 与 Lie 代数 su(n) 对 应 的 Lie 群 SU(n) 

只 是 局 部 同 构 , 整体 性 质 并 不 相同 ，SU(n) 群 为 紧 致 Lie 群 ，SL(n, C) EJERE Lie 群 . 


9.8.5 Lie 代数 gl(n, C) 及 其 子 代数 小 结 f 
n 维 复 空间 中 的 nxn ERE, 如 果 定 义 Lie 乘积 为 矩阵 的 交换 关系 , 即 Lie 乘积 为 


一 一 一 -一 一 一 
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[4, B] =AB- BA 
则 全 部 n xn 矩阵 集合 14} 构 成 维 复 空间 的 Lie RR, 称 为 复数 域 C 上 的 一 般 线性 代 
数 , 记 为 gl(n, C). 它 有 半 单 的 子 代数 ， 这 些 子 代数 包括 了 全 部 典型 Lie 代数 . 下 面 把 
这 些 子 代数 列 人 表 9. 8. 1 中 . 


表 9.8.1 gl(n, C) 及 其 子 代数 


Lie 代数 — 结构 
gi(n, C) 全 部 nxn 的 复数 矩阵 
sl(n, C)=A,_, sl(n, C) = {Aegi(n, C)!trA=01 


o(n, C) 
H n=2m+1 Ef, (2m+1, C) =B, oln, C) ={Aegl(n, C) IA +A =0} 
X n=2m+1 Hf, 0(2m, C) ~D, 


u(n) u(n) =lAÀAegl(n, C)IA+A* =0} 
su(n) su(n) =|AÀAeu(n)ltrA=0] 
> 出 EF lš l D ñ S 

A+A =0} 
gl(n, R) 全 部 实 的 nxn 的 矩阵 


sl(n, R) mn si(n, R) =]Aegl(n, R)itrA=0] 


在 表 9. 8. 1 中 Lie 代数 的 阶 数 N 为 该 Lie 代数 所 包括 的 基 矢 数 月 . 对 于 复 Lie 代数 ， 
任 一 元 素 都 可 用 NN 个 复数 表示 成 基 矢 的 线性 组 合 , 即 阶 数 是 复数 的 维 数 , 因而 也 可 称 这 
个 Lie 代数 是 2N 维 的 ( 指 实数 维 数 ) ,对 实 Lie 代数 阶 数 就 是 它 的 实 维 数 . 
8&2L(n,C) 的 子 代数 除 o(n, C) 或 o(n, R) =o(n)2F, ÆA soln, C) 或 so(n, R) = 
so(n) ,它们 为 | 
so(n, C) =}A e gl(n, C)I À +A = 0, trA = 0] 
so(n) ={A e gl(n, R)I A +ÀA = 0, trA = 0] 
因为 反对 称 矩 阵 4(4 +4 =0) 本 身 就 是 迹 零 矩阵 rd =0, 因而 
so(n, C)=o(n, C), so(n)=o(n) 
只 是 它们 的 定义 域 不 同 , 因而 连通 性 不 同 ， son) WREN, o(n) 有 两 个 连通 的 区 域 . 
因此 在 前 表 中 没有 列 出 它们 . 
表 中 为 反对 称 甜 阵 , 它 的 定义 为 
O E, 
| -Ex 0 | 
HP 1... nxn 的 单位 矩阵 , 因而 了 为 2n x2n 的 矩阵 , 它 的 矩阵 元 具有 反对 称 性 . 满足 
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条 件 

JA+AJ=0 
的 矩阵 称 反 辛 矩阵 (symlectic) ， 因 而 Lie 代数 Sp(2n, C) 或 Sp(2n, R) 分 别 为 复 的 或 实 
的 辛 代数 (symlectic algebra) ，Lie 代数 Sp(2n) 受 两 个 约束 , BP AJ +J4 =0 和 tr4=0, 第 
一 个 约束 表明 它 是 反 辛 矩阵 , 第 二 个 约束 表明 它 是 反对 称 矩 阵 , 而 实 的 反对 称 矩 阵 也 称 
为 实 的 西 和 矩阵 . 因而 , 相应 地 称 Lie 代数 Sp(2n) 为 酉 辛 代数 (unitary symplectic algebra). 


9.9 典型 Lie 代数 的 紧 致 实 形 


9.9.1 实 Lie 代数 的 复 扩充 与 复 Lie 代数 的 实 形 


如 果 在 实数 域 R 上 定义 一 个 Lie 代数 g, 称 之 为 实 Lie 代数 g。 如果 g 的 阶 为 n, 令 
[X,, i=1,2, 0, nj 为 g 的 基 矢 , 则 g 中 任 一 元 素 了 可 表示 为 
X=x,X,, x,eR 
(注意 对 重复 脚 标 求 和 ) ，Lie 代数 g 的 性 质 由 rw 个 结构 常数 | Cy] 决定, BU 
[X,, X] = G;X, 
现在 把 它 推广 到 复数 域 C, 则 得 到 一 个 复 Lie 代数 g* , g" 中 任 一 元 素 为 
Z=zX, z €C 
这 个 复 Lie 代数 基 矢 |X,, i=1,2, …, n| 也 是 实 Lie 代数 g 的 基 矢 , 因而 g 与 a" 有 相同 
的 结构 常数 Ci, 称 复 Lie 代数 g' HK Lie 代数 g 的 复 扩 充 . 
因为 HER, 令 它 为 
Z; = x; + iy; 
于 是 
Z=xX,+iyX, = X +iY 
X=x X, Y=y,X, 
这 表明 复 Lie 代数 5 "的 任 一 元 素 都 可 表示 为 天 + 这 的 形式 . . 
下 面 证 明 实 Lie 代数 g 的 任 一 组 基 矢 (X,,i=1, 2,…, n), 也 是 它 的 复 扩充 z ”的 一 
HER. 
因为 | 五 , 五 ，…, X.1 J g 的 基 矢 , g 中 的 元 素 式 和 了 为 
X=xX, Y=y,X, 
因而 g" HEIR X +iY RRRA 
X +iY=xX, + iy,X; = (x; + iy; ) X, 
因而 g 中 任 一 元 素 都 可 表示 为 {和 Z| 的 线性 组 合 , 只 是 组 合 系数 为 复数 (x; + iy) 而 已 . 因 
而 基 矢 {X, i=1, 2,…, n| 也 是 8g' 的 基 矢 . 基 矢 {XX, i =1, 2,…, n) 对 实数 域 是 线性 
无 关 的 , HJ 
>》 ai 石和 关 0， HER a, œ, e, n 
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È (e; + iB,)X, = > aX, + i$, BX = 0 

也 就 是 说 {X,, i =1, 2,…, n| 对 于 复数 域 也 是 线性 无 关 ， 因 而 它们 也 是 z 的 基 矢 . 

如 果 复 Lie 代数 g EX Lie 代数 g 的 复 扩充 , MUJ z 是 g "的 实 的 子 Lie 代数 , 称 g 为 
g 的 实 形 . 一 定 要 注意 , S Lie 代数 g ° 的 实 形 并 不 简单 是 g' 的 实 子 Lie 代数 ,而 必须 是 
g 的 复 扩 充 等 于 g”. 

因而 并 不 是 所 有 复 Lie 代数 都 有 它 的 实 形 , 因为 并 不 是 一 切 复 Lie 代数 都 是 由 一 定 
实 Lie 代数 复 扩充 而 得 到 的 . 

一 个 复 Lie 代数 g "如 果 存 在 实 形 , 也 不 一 定 只 有 一 个 , 可 能 有 几 个 实 形 ,因为 从 这 
些 实 形 进行 复 扩充 可 能 都 是 一 个 复 Lie 代数 , 或 相互 同 构 的 复 Lie 代数 . 

复 Lie 代数 8 "存在 实 形 的 充 要 条 件 是 :在 这 个 复 Lie 代数 中 , 可 以 选取 一 组 基 矢 
[X i=1,2, -, n] , 使 得 g* 对 于 这 组 基 矢 的 结构 常数 {C5;| 全 部 为 实数 .充分 性 表现 
为 :如 果 复 Lie 代数 g* 存在 一 组 结构 常数 {Cs| 为 实数 的 基 矢 , 则 利用 这 组 基 矢 构造 一 个 
实 Lie 代数 g, 而 对 任意 和 sg, 都 可 展开 为 

X=xX,, X, R 

这 个 实 Lie 代数 g 就 是 复 Lie 代数 g "的 实 形 ， 必 要 性 是 :如 果 复 Lie 代数 z 存在 实 形 g， 
它们 一 定 存在 共同 的 基 矢 {X,, i =1, 2，…, n| , 对 于 相同 的 基 矢 {X,, i=1,2,…, nn| 当 
然 结构 常数 {Cs| 也 是 相同 的 , 因为 105} 也 是 实 Lie 代数 g 的 结构 常数 , 它们 一 定 是 实 
数 . : 

如 果 对 复 Lie 代数 g" 引 人 一 对 一 的 映射 o, cg 一 g*, 并且 g FB 4E— 6 X + iY, 
在 o 映射 下 为 . 
X + iY =X -iY 


Rij o 具有 如 下 性 质 : 
o =1 
Cr +T) = Oo(T1) t+ 0(7,) (9.9.1) 
o(A7) = A*o(7), À e€ C 
olti, 72] = [oe(z,) +o(7,)] 
称 这 种 映射 为 半 对 合 映 射 . 


复 Lie 代数 g 在 半 对 合 映射 下 保持 不 变 的 元 素 称 为 不 动 点 . 

显然 复 Lie 代数 g 在 半 对 合 o 映射 下 的 不 动 点 的 全 体 构成 复 Lie 代数 g 的 实 形 ， 
即 实 Lie 代数 8 | 

复 Lie RA g EART 00253 AN R Y EHLE z, 显然 复 共 轿 映 射 下 的 不 
动 点 是 形 如 和 +i0 的 元 素 , AEAN X +i0 的 元 素 子 集 构成 g 的 实 形 g, X + 0 e z. 

通过 上 述 讨论 说 明 ， 

(1) 实 Lie 代数 g 是 半 单 Lie 代数 的 充 要 条 件 是 它 的 复 扩充 Lie 代数 g* 是 半 单 Lie 
代数 . 

(2) 复 半 单 Lie 代数 的 判别 条 件 是 它 的 C-K 度 规 张 量 是 非 退 化 的 , 因而 实 半 单 Lie 
代数 的 判别 条 件 也 是 它 的 度 规 张 量 是 非 退化 的 . 
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(3) 像 复 半 单 Lie 代数 一 样 ， 实 半 单 Lie 代数 也 可 唯一 地 分 解 为 它 的 所 有 (有 限 个 ) 
非 交换 理想 的 直 和 . 


9.9.2 紧 致 实 Lie 代数 


在 9.1 节 中 已 定义 了 如 果 线 性 Lie 群 的 所 有 和 矩阵 勾 西 序列 是 收敛 的 , T ENA 3E E£: 
都 是 有 界 的 , 则 称 这 个 Lie 群 为 紧 致 Lie 群 . 每 个 Lie 群 的 无 穷 小 生成 元 构成 一 个 Lie 代 
数 , 因而 定义 紧 致 Lie 群 的 无 穷 小 生成 元 所 构成 的 Lie 代数 为 紧 致 Lie 代数 ， 紧 致 Lie fŠ 
数 也 可 从 Lie 代数 本 身 的 性 质 给 出 更 一 般 的 定义 , 但 是 紧 致 实 Lie 代数 的 必要 充分 条 件 
为 它 是 紧 致 Lie 群 无 穷 小 生成 元 所 构成 的 Lie 代数 , 由 此 可 看 到 所 有 紧 致 实 Lie 代数 所 生 
成 的 Lie 群 都 是 紧 致 Lie 群 . 

关于 紧 致 Lie 代数 有 下 面 几 个 定理 是 很 重要 的 . 下 面 不 加 证 明 地 介绍 三 个 定理 . 

定理 9.9.1 半 单 Lie 代数 是 紧 致 Lie 代数 的 充 要 条 件 是 C-K 度 规 张 量 是 负 定 的 . 

定理 9.9.2 复 半 单 Lie 代数 g 的 任意 两 个 紧 致 实 形 缘 同 构 , 实际 上 和 毕 可 通过 一 个 
内 自 同 构 使 其 中 一 个 变换 为 另 一 个 . 

定理 9.9.3 设 g 为 复 半 单 Lie 代数 , go 是 它 的 实 形 , cr 是 相应 的 半 对 合 , W: 

(1) g 有 一 个 Cartan FRR h, oCh) =h, olho) =ho(h X g H Cartan 子 代数 ) ， 
而 go 仪 引起 h 的 一 个 正 交 变换 并 引起 根 的 一 个 置换 . 

(2) 如 go ZE, M a(H)= -H, Heh, mE z 有 一 组 C-W 38 [E |] tE c (E.) = 
-E_., 对 一 切 a e X. 

GEZ, 给 定 &g 的 一 组 C-W ELE), 可 定义 g 的 一 个 半 对 和 o 为 

人 =-— H, 对 Heh 


(9.9.2) 
o(E.) =-E,, QE > 


则 相应 于 o 的 实 形 为 


£, = (È oH, + È oE! a 纯 虚 , G, = -ov,} 
是 紧 致 的 . 
以 上 三 个 定理 的 证 明 可 参阅 万 哲 先 著 《 李 代数 》 
定理 9.9. 1 给 出 了 半 单 紧 致 Lie 代数 的 一 个 判断 准则 , 定理 9. 9. 2 说 明 在 同 构 意 义 
下 复 半 单 Lie 代数 的 紧 致 实 形 是 唯一 的 . 定理 9. 9. 3 可 作为 寻求 复 半 单 Lie 代数 的 紧 致 
实 形 的 一 种 方法 . 


9.9.3 典型 Lie 代数 的 紧 致 实 形 


根据 定理 9.9.3 之 (3), 可 对 典型 Lie 代数 重新 定义 一 组 C-W 基 , 使 之 在 某 一 个 半 
对 合 下 符合 (9. 9.2) 式 , 这 样 便 可 得 到 它 的 紧 致 实 形 . 

1. AA Lie RAA, =s1(n +1, C) 的 紧 致 实 形 

(9. 8.1) 中 已 讨论 了 典型 Lie 代数 A, 与 特殊 线性 Lie 代数 %(z+1，C) R. 而 用 
(n+1) x (n+1) 的 矩阵 作为 Lie 代数 的 空间 , MDA 或 si(n+1, C) 是 由 全 部 迹 零 的 
(n+1) x(a+l) 矩 阵 构成 , 它 的 Cartan 子 空间 为 
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A 
n+1 
h = A O Şa =0 (9.9.3) 
0 `. izi 
À, 
一 组 C-W 基 为 


{H,, i=1, 2, "nj;E i, j=1,2, ,n+1} 


e; e; 


其 中 
H, = E; -+[G- DE, - ÉE, -Ep 一 ~E; ai] ， E =E 


ei-ej š 
E; 为 (n+1) x (n+1) 的 矩阵 , 09 3BEEF628 eu = 645, 
为 了 得 到 它 的 紧 致 实 形 , 取 
K, =iH;, Ly =E -Eps La =i(Eu + Ep) (9.9.4) 
于 是 
. 1 er’ 1 rr 
H;=iK,, Ej, = (Lu -iLn), E, = -7 (La +iLu) 


PLS EBE Xr o 作用 , 则 

o(H,) = -H,, o(Eu) = ~ Eb, c (Ex) = -Ey 
满足 定理 9.9.3 的 (3)( 即 (9.9.2) 式 ) ,因而 | 态 , Ly, Ln] 为 它 的 实 形 的 基 矢 , 此 基 矢 为 
Lie 代数 su(n +1) 的 基 矢 . 这 就 说 明了 典型 Lie 代数 A, 的 紧 致 实 形 为 su(n +1). 

容易 看 到 sl(n +1, R) EEA, 的 实 形 , 但 是 在 复 共 轿 变换 下 , (H) =H,, go (Ej) = 
Ea, 不 满足 定理 9.9.3 的 (9.9.2) 式 , 因而 它 不 是 紧 致 实 形 . 

2. o(2n+1, C) 的 实 形 o(2n+1, R) =o(2n+1) 

(9. 8. 13) 式 给 出 的 Lie 代数 o(2n +1, C) H9 C-W 3, 取 复数 共 轿 为 半 对 合 o， 则 

o(H)= -B,, o(E,..,) = -Eae OCE) = - E, 
符合 定理 9. 9.3 的 (9.9.2) 式 , 因而 o(2n+1, C) 的 紧 致 实 形 为 o(2n +1, R). 

3. $M Lie Ak D. =o(2n, C) 的 紧 致 实 形 0(2n, R) =o(2n) 

由 o(2n, C) C-W 基 (9. 8. 14) 出 发 , 同样 可 证 明 它 的 紧 致 实 形 为 o(2n, R) = 
o(2n). : 
4. 典型 Lie 代数 C, 二 sp(2n, C) 的 紧 致 实 形 sp(2n) 

可 以 证 明 典 型 Lie 代数 C, = sp(2n, C) 的 紧 致 实 形 为 西 辛 Lie 代数 sp(2n) , 即 

sp(2n) = |Agl(2n, C) 1AJ +J14=0,4+A=0} 
这 里 就 不 证 明了 . 


9.9.4 典型 Lie 代数 与 紧 致 典型 Lie 群 r 


# Lie # G 的 无 穷 小 生成 元 1X| 构成 实 Lie 代数 g 的 一 组 基 矢 , MU 6 的 群 元 素 可 由 
Lie 代数 g 的 指数 映射 得 到 ,， 即 群 元 素 具 有 形式 expX, Xe g， 因 而 对 于 Lie 代数 g(n)， 
相应 Lie 群 为 G(n). 
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为 了 证 明 Lie 群 与 Lie 代数 之 间 存 在 指数 映射 关系 ,从 群 的 无 穷 小 元 素 的 表达 式 
(9. 2.3) 


g(8a) = g(0) + Y sex, (9.9.4') 
寻求 有 限 参数 a 表示 的 群 元 素 z(a. 
令 ja: = S, 38 N—e 时 ， 8o, 为 无 穷 小 量 因而 (9. 2. 3) 式 可 写 为 


gla) = z(0) + 十 并 ax = zD 
于 是 


了 N 
gla) = limg( 4)” = lim| £, +y ax] 


N= 


=exp[ $ aX (9.9.5) 


无 穷 小 生成 元 为 Lie 群 6 所 对 应 的 Lie 代数 g 的 基 矢 , 因而 Y oX, < z ,此 即 前 面 已 讨 
论 过 的 (9.2. 41) 式 . 

对 于 线性 变换 群 已 为 具有 一 定性 质 的 非 奇 异 和 矩阵 , 因而 (9.9. 5) 式 涉及 矩阵 的 指数 
函数 问题 ， 这 些 已 在 (9. 2.3) 节 中 做 了 简要 介绍 . 

由 那里 的 讨论 可 得 到 : 

(1) # M JEX Hemition 矩阵 ( 即 M* = - M) , 则 exp(M) EAER; 

(2) Æ M ERIRE M = - M) , 则 exp(M) 是 正 交 矩阵 . 

因而 su(n) Lie 代数 的 矩阵 为 无 迹 反 Hermition 和 矩阵, 相应 Lie 群 为 单 模 丁 矩阵， 因为 
#xesuln), X* = - X, tX =0, N ' 

M=expX, M* =(expX)* =exp( - X) =M `' 
detM =exp(trX) =1 
# Lie 代数 g H oln, C), BER Xe o(n, C) 为 反对 称 和 矩阵 , BB X = -X, WJ 


[expX] = expX = exp( - X) = (expX) ` 
因而 Lie 代数 o(n, C) 对 应 于 正 交 群 0(n, C), 用 Lie 代数 so(n, C) 对 应 于 单 模 正 交 群 
so(n,C) ,因为 
det(expX) = exp(trX) =1 
(反对 称 矩 阵 广 = -X, 必然 tr =0). 
对 于 实 Lie 代数 Sp(n, CHR Xe Sp(n, C) 满足 条 件 可 以 得 到 , 它 的 指数 映射 
expX, 满足 条 件 


expX JexpX = P aimi )*JX"”* 


=È g D = J 


| 
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这 就 证 明了 与 Lie 代数 p(n, R) 对 应 的 Lie 群 为 辛 群 p(n, R). IFF Lie 代数 


sp(n), 元 素 X 还 满足 条 件 主 = - 久 , 因而 指数 映射 expX 满足 条 件 
exp[ expX] =exp(trX) = 1 


[expX] =exp(- = [expX]”! 
即 Lie 代数 Sp(n) 对 应 的 Lie 群 为 西 辛 群 Sp( n). 
通过 上 述 讨论 , 说 明了 以 典型 Lie 代数 A, 的 紧 致 实 型 su (n +1) 的 基 矢 为 无 穷 小 算 
子 的 Lie 群 为 SU(n) 群 , 以 典型 Lie 代数 B, 的 紧 致 实 型 o(2n+1, R) 为 无 穷 小 算 子 Lie 
群 为 0(n) 群 或 由 它 的 连通 部 分 定义 的 SO(n) 群 。 以 典型 Lie 代数 C, 的 紧 致 实 型 sp( n) 
为 无 穷 小 算 子 的 Lie 群 为 Sp(n) 群 .以 典型 Lie 代数 D, 的 紧 致 实 型 o(2n, R) 为 无 穷 小 算 
子 的 Lie 群 为 0(2n) 群 ,这 些 典 型 群 都 是 紧 致 Lie JE. 


9. 10 ”典型 Lie 代数 的 Fermi 子 实 现 


9.10.1 Femi 子 的 产生 和 消灭 算 子 及 其 反 交换 关系 f 
在 物理 学 中 把 遵守 Pauli 原理 的 基本 粒子 称 为 Femi F, CRRA KERAN. 如 
电子 、 质 子 、 中 子 等 . 在 二 次 量子 化 表象 中 定义 Femi 子 的 产生 算 于 až, (FARRA 


F an, |>: ) ,3 广 为 Fermi 子 的 自 旋 ,m, = + 地 为 自 旋 在 z 方向 上 的 投影 7 和 为 描述 


粒子 性 质 的 其 它 量 子 数 ， 比 如 对 自由 电子 用 动量 下 标记 r, y; 中 心力 场 中 的 电子 用 轨道 
角 动 量 ! 及 其 z 分 量 标记 7, y; 分 子 中 电子 用 点 群 不 可 约 表示 标记 7 及 其 分 量 y 标记 , HH 
体 中 电子 7 用 (vk" )( 即 空间 群 不 可 约 表 示 ) , y AEREE k. 

Femi 子 产生 和 消灭 算 子 满足 如 下 的 反 交 换 关系 ， 即 


CN 
[en (27), em (37)] =° (9. 10. 1) 
[a (#7) Cm, "(27)] = Dpr nm yy 


在 这 种 反 交换 关系 的 基础 上 , 可 由 Femi 子 产生 和 消灭 算 子 构成 典型 Lie 代数 ,， 称 为 典 
型 Lie 代数 的 Fermi 子 实现 . 


9.10.2 Femi 子 体系 的 最 大 Lie 代数 x(22) 
Femi PRR, 或 者 简单 说 多 电子 体系 , 由 于 存在 十 的 泊 旋 ， 它 有 两 个 分 量 m = 


+ 六 ,因而 整个 体系 由 偶数 2A 个 粒子 构成 产生 和 消灭 甜 子 简 写 为 
ac, aG, 1i=1,2,.…,2A 


-一 一 -一 — — — —.. — U a a a . r - 
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定义 24 个 产生 或 消灭 算 子 之 积 为 
x i= ajaga 
(a = aG,,G2,-1""*G,;G, (9. 10. 2) 
II 0) =I IT) =1 1, 2, =, 2A) 
107? 为 真空 态 ，! 卫 ?为 全 部 填充 态 . 
定义 粒子 的 产生 算 子 和 消灭 算 子 为 
Pam = aap a 
l É (9.10.3) 
Pom) = G;a, Ua a, 


它们 是 在 2 个 产生 (或 消灭) 算 子 中 任 取 个 算 子 所 构成 ATARKEN n Piot 
(He m Punet) 当 粒 子 数 为 0, 1, 2, …, 2A 时 ,全 部 算 子 已， 的 数目 


x y (>) = 22 . 算 子 P* 作 用 真空 态 得 到 


Pa) 10) =le(n))> =l}, i, °... in) (9. 10. 4) 
为 对 个 电子 的 Slater 状态 . 
定义 算 子 
Ôp = oe HI P pw (9. 10. 5) 


它们 一 共有 2^ 个 . 
用 060, 作用 状态 (9. 10.4) 得 到 
Ôp 1le(n)) =P} II H* P,P} 10) 


容易 看 到 
ñ ñ lID, 234 e=e 
P, l = 

IHT* P,P} 105 l. wy 0 

因而 
Ow lp(n)) =pl p) (9. 10. 6) 
这 表明 Ôp XH! lel) ) |} 构成 的 函数 空间 具有 投影 算 符 的 性 质 . 
另 一 方面 ， 


OO lp} = Spo Oo lp) 
因为 19) 是 函数 空间 {1p) | 中 的 任意 态 , 由 此 可 得 到 
OOo: = yp Qyp 
因而 可 得 到 0yy 满 足 的 交换 关系 


[0,,, O00] = Spey - dye Op (9. 10.7) 
这 表明 2” 个 算 子 0。。 构 成 一 个 Lie 代数 ,其 结构 常数 为 
CN pp: = yp doad per — 8 5 3 (9. 10. 8) 


令 


| 
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| ， 则 
= 


[ñ,, 0,,] = (Spo - Spp) Opo: 
[Oy 》 0,, ,] = 8, Ovo - Hyp Oo 


群 


这 说 明 { H,, Ôp , 9p 关 9 构成 C-W 基 , 它们 为 典型 Lie 代数 u(2%). 这 是 由 Fermi 子 产 
生 和 消灭 算 于 所 构成 的 最 大 的 Lie 代数 . 以 这 个 Lie 代数 为 无 小 算 子 的 Lie 群 为 U(2”) 


在 上 述 讨 论 中 , 实际 上 已 经 说 明 2“ 维 的 函数 空间 { 1p?} 是 它 的 不 可 约 表示 空间 . 


9.10.3 zxf(22) 的 子 代 数 o(4A +1) 和 o(44) 


1. Lie 代数 o(4A +1) 
取 算 子 集合 


fa; , ai, Haj, a], ataj, ajaj, i,j = 1,2, `... 2a} 


共 2A(2A +1) 个 算 子 , 它们 在 交换 关系 之 下 构成 一 个 封闭 的 集合 , 因而 构成 一 个 子 Lie 


代数 
+ 


; = [aš a] =at a, — + 


2? i=l, 2, 2A 


于 是 算 子 集合 


构成 这 个 Lie 代数 的 C-W 38, Bm 

[H,, H] =0 

[H., aj] = Sya; 

[H,, a;] = Š;a; 

[m. [et, a11] = (a ~ 80) Tat, a 
i? 2 ks wi ik u 2 ks MI 

[H,, aza, ] = (Š, + Sy)arar 

[H,, a,a,] =- (Š, + Š,)a,a, 


它 的 根 为 +e;:，+e; +e;，+ei 干 6;, 为 典型 Lie 代数 Ba, 也 就 是 Lie 代数 so(4A +1) 相 应 


的 Lie 群 为 SO0(4A +1) 群 
用 这 些 算 子 作用 于 函数 空间 {19)|} 可 看 到 


19)， 若 psi ， 
H;lọ) = 1 
- yle), #si 


x fH, at, ai, Ha af, a], a; ar , GG, 天) i, j=l,2, = 2a} 
i . 
I 
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Ami le>] 也 是 Lie 代数 so(4A +1) 的 不 可 约 表示 空间 . 
由 于 在 Lie 代数 so(4A +1) 中 包括 or 和 a;, 它们 满足 反 交 换 关系 (9. 10.1), 因而 
Lie 代数 so(4A +1) 为 超 Lie 代数 , 相应 的 Lie 群 SO(4A +1) 是 超 Lie 群 . 
2. Lie 代数 so(4A) 
取 Lie 代数 so(4A +1) 算 子 集 合 (9. 10. 12) 的 子 集 
{[a; , aj], ata, aa, ij, i,j=1,2,., 2A} 
共 2A(2A -1) 算 子 , 它们 构成 Lie 代数 Da, 亦 即 so(4A), BP 
[B ajai] = (Š; + Sx)o7 ar 
[H,,aa,] =- (3 + $4)aai (9. 10. 13) 
[H;, Lai, a,]] = (Š; 一 õa) lar, a] 
根 为 +e; te, Łe te. ' 
与 so(4A) 相 应 的 Lie 群 为 SO0(4A ) 群 . f 
利用 so(4A) 的 算 子 作用 于 空间 { 19} 可 把 {19)1 分 为 两 个 子 空间 { 19), 偶数 粒子 | 
Mile), 奇数 粒子 | .每 个 子 空间 是 SO(4A ) 群 的 不 可 约 表示 空间 . 
由 这 两 节 讨论 可 看 到 由 2A 个 Femi 子 的 产生 和 消灭 算 子 可 构成 一 个 Lie 群 链 ， 即 
U(2*) DSO(4A +1) DSO(4A) 
而 由 2A 个 Femi 子 状态 构成 的 函数 空间 对 U2 ) 群 和 SOCA +1) 群 都 是 不 可 约 的 表示 
空间 , 而 对 SOA 群 分 解 为 两 个 不 可 约 表示 空间 的 直 和 ， 即 
U(22) D SO(4A+1) D SO(4A) 
， 1 I [pez] 《偶数 粒子 空间 ) 
[1, 0, …, 0] 一 | 却 ， > > | ! 
[zn z] 奇数 粒子 空间 ) 
9.10.4 SO(4A) 群 的 子 群 SVU<(2)6Sp (24) 及 其 群 链 
l. 准 自 旋 与 su(2) 代 数 
ELEF a(z) 为 
1 


a(z), =[-1]7=( -Da( 37), (9. 10. 14) 


它 与 o (3r) 一 样 都 是 点 群 不 可 约 表示 7 的 不 可 约 张 量 算 子 ， 对 于 原子 轨道 r = ! 为 
50(3) 群 不 可 约 表示 ,于 是 (9. 10. 14) 式 为 
(2 =(-1)7™( -TD (Taa 
现在 考虑 混合 组 态 |7,，7,，…, 7 | ， 如 过 滤 金 属 原子 中 电子 为 混合 组 态 11=0， 1, 
2 或 (s, p, d), 具有 0 群 对 称 性 的 分 子 混合 组 态 ta h e, bl, 它们 为 0 群 不 可 约 表 


示 . 此 时 混合 组 态 维 数 入 为 入 = JAC), ACT), e ACT L, ACO ARTAR r, 的 
维 数 , 对 原子 轨道 和 (1) =21+1. 


, 
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定义 如 下 算 子 : 


— 
_ 
Nr 
O 
à 
— 
— 
<~ 
= 
s 
—. 
Ka 
~ 一 
-一 一 
— 


TMY; 


(9. 10. 15) 


-yZ leli) e(t) -4 
由 产生 和 消灭 算 子 的 Femi 反 交 换 关系 (9. 10. 1) 容易 证 明 (9. 10. 13) 式 定义 的 三 个 
算 子 满足 如 下 的 交换 关系 ， 即 
[Q., Q.] =20。 
[Qo, Q.] =+ Q. (9. 10. 16) 
这 说 明 (Q。, 8,, 0- ) 生 成 一 个 Lie 代数 su(2), 相应 Lie 群 为 SU4(2) ， 称 为 准 自 旋 群 
( Quasi-Spin group). 而 且 


my Han (9. 10. 17) 
[9 a(r ) |= “ (2 msy; 
[oala Jala), 
[eade], = 


这 说 明 fe (gn) (a [22) ]2238 8 6m su (2) 的 地 秩 的 不 可 约 张 量子 ， 
E (TE) PAT (E) 

由 于 产生 算 子 ““ (7n) SEREF ayr) ， 分 别 为 自 放空 间 SUO RAA 
空间 群 6 的 不 可 约 张 量 算 于 ,而 现在 又 证 明了 它们 还 是 准 自 央 群 SO2(2) HRT AKR 


的 权 为 - 广 ( 关 于 权 的 定义 在 下 章 中 将 讨论 ) 
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算 子 . Am, 可 把 它们 视 为 准 自 旋 、 自 旋 和 轨道 空间 直 积 群 
SUQ (2) SU(s) OG 
的 三 张 量 算 子 
+/1 _ 1 
A l, i (T) 15 2 
ae = (9. 10. 18) 


上 指标 广 为 SU?(2) 群 的 不 可 约 表示 ,4 为 它 的 分 量 , 第 二 个 才 为 自 旋 群 SU(2) 的 不 可 约 
表示 , m, 为 它 的 分 量 ,r; 为 轨道 空间 G 群 的 不 可 约 表示 (对 原子 轨道 C= S0(3)) , y; X 
它 的 分 量 . 

因而 可 定义 这 三 个 群 的 艳 合 张 量 算 子 


WS #, Y (T r,) = > > y (+ 2 ,91921 e)( >. m, m,, | SM) 


9192 msims2 r;rj 


L ri + L 
2 


` Cry, Ty | TPA S, wag 3, 2 (9. 10. 19) 


(IPn), (FFs 1SM;], Cry Ty17y) 分 别 为 三 个 群 的 C-G 系数 
利用 SU(2) 群 的 C-C 系数 


和 群 G 恒 等 表 示 A 的 C-G 系数 . 
(Ty, T/yj À a) =3. .8 


Tr; A 
可 得 到 (9. 10. 14) 式 定义 的 准 自 旋 算 子 为 


0. =a JEE /tm 
Q =- E VAIN $ irm) (9. 10. 20) 


2. Lie 代数 sp(2A) 与 SP(2A) 群 
定义 算 子 


( -Dr 


S 
Wo Ms TUTT) 


N > y(+aq 


Q1q2 Mss) Tij 


1 1 1 1 
TT nT s 
° Criyi，T7 TYi | Ty) a m. Yilan m, y; 


SMs) Criyi, 7 Ti l Ty) 


1 1 1 
Z. 2 2 mama 
ka 


-fa (77). laa), ,~ (3) a (3) ] (9.10.21) 
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由 有 反 交 换 关系 (9. 10. 1) 可 证 明 | 
[ W, ° WGT), Wo x. (Tr) ] =0 I (9. 10. 22) 


这 表明 算 子 集合 

I: x, yC TT) ls=1, M,=1,0, -1; s=0, M, =0; Ti, el=T Tas t, Tp T e r,@r;! 

与 Wl 9 A(riri) 是 可 交换 的 ， 它 自身 构成 一 个 Lie 代数 Sp(2A). 下 面 就 证 明 它 . 
为 了 得 到 Lie 代数 Sp(2A) ,把 算 子 Wo m (T ri) 变换 为 


E(T,T;) myi, my 


= Di™ [- 125 > [ 


Tm gm’ | SM.) 


CTY» Ty; l Ip Wo u M, PATT) 


=a* (a) 25),, = (= 1) [ — 116 Yat (35) a 人 (二 > 

+28, Dna By, | (9. 10. 23) 
显然 对 交换 my: 5 m'y, 它 具有 对 称 性 , Bl | 

ECT:T;) myn mey = (TL) tmeme[ LJE, TT) ny, my (9. 10.23') 


而 且 
E(T;T;) m ngi =20* (37) a37) M (9. 10. 24) 
因而 独立 算 子 数 为 2A(2A 二 1 + 2A =2X? + 和 +. 


为 了 符号 简单 , 用 a, 代表 riyim,， 则 上 述 算 子 可 写 为 已。。, 并 令 Ena Ha 于 是 
可 得 到 它们 的 交换 关系 为 
[B., B,] =0 
Lh, Ej, ] = G. - Bop, + Bag, = OaE aa (9. 10. 25) 
[Ean a> ad =- R, + H, 
这 说 明 2A? +A PRT {Huo E. ¿1 ARA Lie 代数 Ci, 它 的 实 型 为 Lie 代数 sp (2A2). 因 
而 , 生成 Lie 群 sp(2A)，, 得 到 Lie 群 链 . 
U(2*) DSO(4A +1) 3S0(4À) SSU2(2)@Sp(22) 
3. Sp(2A ) 的 子 群 
Lie 代数 Sp(2X ) 包括 两 个 子 代数 , 它们 为 


= > W u. (Tiri) b {Wm 0 2 (zr)! 


算 子 
ŠL = Y Wo m (Tiri) 
-1 1 1 , [- 1] ” 
5A, (F#m,, > In, | Ms) G) 


一 一 ， ”一 一 -一 一 一 
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. [z (+) A(;=) n +4(2n a (77) " (9. 10.26) 
容易 证 明 它 它们 构成 Lie 代数 su(2). 相应 Lie 群 为 SU(2) 描述 Femi 子 自 旋 ， 而 且 
[Wo w. (Tiri), 可 970rm)]=0 


算 子 
9 f(z,) 
= K riy z; | To) F, Heia- F> TERE 
-72 (Gray Ty; | Tp) 
Zooe (za) (22). (22) 2 (22). | 
= Cry, ry 1 To) [° (2 pila, 
-et (n) al) e, e 
a) e (#5), ] (9. 10. 28) 
它 具 有 对 称 性 


Wo N a (Ti7)) =( -1)'* W 0 p (zi) - 2⁄7 A(Ti) SSrma (9. 10. 29) 
即 当 T; =T; 时 ， 


wo 0 (TIT) = —VA(Ti) 


当 ( -1)7 = -1 时 ， 


wo > TOTT) #0 
因而 独立 算 子 为 A 个 , 它们 构成 Lie 代数 wx(A) , 相应 Lie REX ul A). 
比如 对 原子 轨道 + =!， 于 是 


Wo o tll) =$, U, mm, | LM,) 
-E ZODII a i ol, (9.10.30) 
` [Wo o m, (I), Wo o yD] 
=X Y[GL+1)GU + 1) (ED +1)]? 
vm [L D D (L D I 
.(-1 r 
CD f; I AM M, i) 
“(CD +(-1)72)(1-(-1)53)W0 0 K.(1D (9.10.31) 
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它们 构成 一 Lie 代数 , 维 数 为 


n = $ (+1) = (21+1) 
因而 得 到 群 链 
1(22) DSO(4A +1) D SO(4A) 
DSU9(2) @ [Sp(2A) D SU(2) @ U(A)] (9. 10. 32) 
对 1=3 的 原子 轨道 , 群 链 (9. 10.32) 具体 化 为 
U(2*) 3S0(29) 3S0(27) 3ƏSU°(2)@[ Sp(14) DSU(2) x U(7)] 
ATM ! 和 (3, 3) 中 工 =1, 3, 5 的 21 个 算 子 由 交换 关系 (9. 10.31) 可 得 到 它们 构成 一 
个 封闭 的 子 集 , 即 
{We 0 6 (3,3), L=1,3,5) (9. 10. 33) 
这 个 子 集 为 Lie 代数 S0(7) , 由 于 9 -~j 符 号 
5 5 3 
Ë 3 , |= 
因而 S0(7) 的 子 集 {W。 o m (3,3) 上 =1, 5} 也 是 封闭 的 , 它们 共 14 算 子 , 为 Lie 代数 


GC 而 {天 o w (3, 3)]} 也 是 一 个 封闭 的 子 集 , 它们 为 Lie 代数 š(3). 因而 得 到 群 链 
U(7) 3S0(7) D6, S50(3) (9. 10. 34) 


9.10.5 SO(4A) 群 的 子 群 7Z(2A) 及 其 群 链 


通过 类 似 讨论 可 得 到 
Wo ms p(T 六)，(2A) 个 算 子 } 
构成 一 个 封闭 的 集合 ， 它们 为 Lie 代数 u(2A) ,相应 Lie 群 为 (2A). 重复 上 节 讨 论 可 得 
到 群 链 | 
U(222) DSO(4A +1) D SO(4A) D U(2A) 
DSU(2) @ [U(A) D SO(A) D S0(3)] (9. 10. 35) 
同时 由 群 UV( 和 A) 也 可 得 群 链 
U(A)DU(A-1)D-DU(1) . (9.10.36) 
这 些 群 链 对 研究 原子 和 分 子 问 题 是 很 有 用 的 .如果 对 核子 , 可 引入 同位 旋 (Isospin) 
群 $S (2), 这 些 理论 便 可 应 用 于 核 理论 了 . 
本 节 内 容 基 础 部 分 引 自 Wybourne. B. G. ,“ Classical Groups for Physicists” , 其它 部 分 
参阅 孙 家 钟 , 李 伯 符 , 李 泽 生 著 《 量 子 化 学 中 的 不 可 约 张 量 方法 》. 


第 十 章 Lie 群 与 Lie 代数 的 表示 理论 


在 本 章 中 一 般 地 讨论 半 单 紧 致 Lie 代数 和 Lie 群 的 表示 理论 , 并 简单 讨论 直 积 表示 
及 其 分 解 , 最 后 讨论 Cassimir 算 子 的 本 征 值 问题 . 


10.1 Lie 群 与 Lie 代数 的 表示 
10.1.1 表示 的 一 般 概念 


第 一 章 中 关于 有 限 群 的 表示 的 定义 对 连续 群 (包括 Lie 群 ) 仍然 适用 .如果 Lie 群 G 
与 n 维 线性 复 空间 C" 中 的 线性 变换 群 同 态 , 亦 即 Lie 群 G 与 复 空间 C" BJ n x n IERE 
ERAS, 则 称 n x n 的 非 奇异 矩阵 群 为 Lie 群 G 的 表示 . A Lie 群 每 一 个 元 素 g 都 对 应 
一 个 nm xz EBE Dlg), # g,, g, e Ç, 它们 分 别 与 矩阵 D( z, ) MD) TEXT, 同 态 要求 
8182 对 应 于 D(g1g;). 由 于 是 Lie 群 还 要 求 
(g, Eo) = CL, (10.1.1) 
(D(g,), D(g,)) = Cio DCE) (10. 1.2) 
Cio H Lie RE G 的 结构 常数 ,g,, g。, 8。 为 Lie 群 G 的 无 穷 小 生成 元 . 
这 种 关于 Lie 群 的 表示 的 定义 , 也 适用 于 相应 的 Lie 代数 , 即 Lie 代数 的 表示 是 HE 
空间 上 的 线性 变换 Lie 代数 . 
Lie 群 的 表示 同样 可 分 为 忠实 表示 和 非 忠 实 表示 . 如 果 Lie 群 与 它 的 表示 和 矩阵 群 一 
一 对 应 ,或 者 说 同 构 , 则 为 忠实 表示 ,否则 为 非 忠实 表示 . 
如 果 Lie 群 或 Lie 代数 的 两 个 表示 Dlg), (g e 6) 和 R(g) (ge G) ,存在 一 个 矩阵 户 
使 


Pp(g)P`!=R(g), 对 全 部 geG (10. 1. 3) 
则 称 两 个 表示 D(g) 和 R(g) 为 等 价 表 示 . 
如 果 一 个 表示 , 除了 零 元 素 外 , 在 表示 空间 R" 中 不 存在 其 它 不 变 子 空间 , 则 称 为 不 
可 约 表示 . 如 果 存在 一 个 n, 维 的 不 变 子 空间 RCR, 则 称 是 可 约 表示 , 可 约 表示 的 表 
示 和 矩阵 在 适当 选择 基 矢 后 可 变换 为 


D. (8) B, xn (8) 

; ， ntm En 
: 0 D. <. (g) 

如 果 可 约 表示 通过 基 矢 选择 可 变换 为 


D, xn (8) 0 
D(g) -| 0 pi, (o PPO Danta (10. 1.4) 


由 一 般 微 分 法 则 
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则 称 为 是 完全 可 约 的 表示 .. 

Lie 群 的 表示 也 可 分 为 西 表示 和 非 西 表 示 , 所 谓 本 表示 就 是 表示 矩阵 为 西 矩 阵 . 

由 于 Lie 群 是 连续 群 ， 因 而 它 的 表示 比 有 限 群 更 为 复杂 既 有 有 限 维 的 表示 ， 又 有 
无 限 维 的 表示 ;有 本 表示 也 有 非 酉 表示 ;有 完全 可 约 表示 也 有 非 完 全 可 约 表示 . 

关于 连通 单纯 Lie 群 及 其 Lie 代数 的 表示 有 以 下 两 个 重要 定理 . 

定理 10.1.1 连通 紧 到 单纯 ie 群 的 不 可 约 西 表示 都 是 完 多 可 约 的 有 限 维 表 示 ， 而 
其 它 表 示 都 是 无 限 维 的 不 完全 可 约 的 非 西 表示 . 

定理 10.1.2 连通 非 紧 臻 单纯 Lie 群 的 不 可 约 本 表示 除了 平庸 的 1 维 表示 外 , 都 是 
无 限 维 表示 . 

这 些 定理 的 证 明 有 兴趣 读者 可 参阅 原始 文献 G. L. Mahta “ Clssification of Irreducible 
Unitary Representations of Compact Simple Lie Groups 工 ”， 以 及 工 ; J. Math. Phys. 1, 1824, 
1883(1966). 

由 定理 10. 1. 1 可 看 到 连通 紧 臻 单纯 Lie 群 的 无 限 维 表示 都 是 非 酉 表示 , 也 是 不 完全 
可 约 表示 . 由 定理 10. 1. 2 可 看 出 连通 非 紧 致 单纯 Lie 群 的 不 可 约 西 表示 除 1 维 表示 外 ， 
都 是 无 限 维 的 , 而 有 限 维 表示 除 1 维 表示 外 都 是 非 酉 表示 . 

在 本 章 中 只 讨论 单纯 紧 致 Lie 群 的 有 限 维 的 完全 可 约 的 西 表示 . 


10.1.2 群 上 不 变 积分 与 紧 致 Lie 群 不 可 约 表示 的 广义 正 交 定理 


在 有 限 群 的 情况 下 , 定义 在 群 C 上 的 函数 /(g) , g e G, 对 群 元 素 5 求 和 具有 不 变 
性 : 
Ze = Bee = YG), se 6 (10.1.5) 


这 个 等 式 由 有 限 群 的 重 排 定理 很 容易 得 到 证 明 . 


当 群 G 为 连续 群 时 , 对 人 群 函数 的 求 和 应 变 为 积分 , 等 同 于 上 述 不 变量 应 为 群 的 不 变 
积分 , 即 


Jaar = [sa)are = [sy ar," (10.1.6) 


dr, 为 久 城 0(8) 中 群 的 体积 元 , drs 和 67。 分 别 为 过 0(se) 和 0(&) PERT, RA 
称 为 邻 域 0(8) 或 0(sg) ,0(gs) 中 的 测度 (measure). 
对 于 连续 附 ， 儿 上 不 变 积 分 (10.L 6) 式 在 什么 条 件 下 才 成 立 , 是 一 个 需要 研究 的 加 
题 | 
对 于 Lie 群 , RTX s 可 由 参数 空间 R 中 的 向 量 a 描述 ,因而 az, TSA 
dr, =p(aw)da 
p(a) 为 处 群 元 素 的 密度 而 sg=h, s 和 的 相应 参数 向 量 为 B 和 y, 而 合成 函数 为 
MP) =s(B)ela), y -Ap, 0)- 
于 是 
dr, ,pW ay 
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dy; -AE a) dæ; 
由 此 得 到 
dy=J(B)d(ao) 
其 中 Jacobi 行列 式 为 
afila, B) fla, B) 
O01 aza ða aza 
J(8) = : : (10.1.7) 
ða, a= ða, a0 
因而 密度 函数 p(7?) 为 
p(y) =p(œ)/J(B) (10.1.8) 
于 是 
dr =p(y)dy =d7, =p(ao)dao (10.1.9) 


这 表明 只 要 给 定 a 处 的 密度 函数 p(ao ) ,就 可 由 (10. 1.8) 式 通过 Jacebi 行列 式 得 到 和 群 
空间 的 密度 函数 p(y) , 从 而 得 到 群 上 的 不 变 积 分 . 


[fg)ars = [Ase) dr (10. 1. 10) 


称 为 左 不 变 积分 , (BER JB), BERS py) PK pily). 
同样 可 讨论 右 不 变 积分 ， 即 
dra =pr(Y)dy =p( a ) da, 


其 中 右 密度 函数 pa(?) 为 
_P(Cao) 
pa( y) =R) (10.1.11) 
Jrn(B) 为 Jacobi 行列 式 ， 
afi(B, a) YB, a) 
ðA aza ða “=a 
Ja(B) = : . : (10. 1. 12) 
3f (B, æ) (Bp, a) 
ða, aza ða, “=a 


如 果 J.(B) =Jr(B8), 则 左 不 变 积分 等 于 右 不 变 积分 , 于 是 群 上 不 变 积 分 (10. 1. 6) 
成 立 . 在 群 空间 内 可 定义 一 个 密度 函数 
p(y) =p(œ)/J((B)) (10. 1. 13) 
可 以 证 明 对 于 紧 致 Lie 群 满足 这 个 条 件 . 由 定理 10. 1. 1 知道 连通 紧 致 单 Lie 群 的 不 
可 约 西 表 示 都 是 有 限 维 的 , 因而 它们 满足 积分 形式 的 广义 正 交 定 理 ， 
foe (g), DË (g);,dz, = Car， (10. 1. 14) 


其 中 n 为 不 可 约 表示 DO 的 维 数 . 
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同样 特征 标的 正 交 定理 为 
KOOK? (e) ` ar, = 8, Jar, (10.1.15) 


下 面 举 两 个 简 例 说 明 群 上 不 变 积 分 问题 . 

例 1 2 维 旋转 群 0(2). 

它 是 一 单 参 数 紧 致 Lie 群 , 参数 为 旋转 角 o, MH 

R(e,)R(ea;) =R(ej + 0) 
于 是 合成 函数 为 
Qs =G, +e, 

可 得 到 Jacobian 为 J, = J, = 1, 单位 元 为 a =0, 密度 函数 为 p(0) ,因而 存在 群 上 不 变 积 
分 . 

例 2 1 维 Euclide 群 . 

这 是 一 个 二 参数 的 非 紧 致 ie 群 , 群 元 素 为 


g(a) = La la} 


乘法 规则 为 
g(a)g(B) = lala} IB, 1B,| = {apBi la, B, +a) 
因而 合成 函数 为 | 
y =fi(a,B) = op, y = (e, B) = aß +o, 
由 此 得 到 


B. 0 0 2 
1 = 人 | -ea， no = 人。 a.) 76 

这 表明 J,(y) = J,(y) ， 即 不 存在 群 上 不 变 积分 . 
10.2 半音 Lie 代数 的 表示 与 权 


10.2.1 半 单 Lie 代数 的 表示 与 权 
#|H,,i=1,2,-, r, E | EFH Lie 代数 g 的 C-W 基 , 则 8 为 下 列 元 素 集合 : 


g = |aH, +aE,l a, a eC} ` (10.2.1) 
En 维 表示 空间 V, 中 , 它们 为 n xn 的 矩阵 ， 即 


A(g) = Í|a'A(H,) +a“A(E,)] (10.2.1') 
RME ACH,), 4(E,) 满 足 如 下 交换 关系 : : 
[A(H;), A(H)] = 0 
[A(H,), A(E,)] = a'A(E,) 
[A(E,), A(E_.)] = a'A(H,) l (10. 2. 2) 
[A(E,), A(Ep)] = Waaa “+B e> 
0 a +B ë 


空间 了 为 半 单 Lie 代数 g 的 表示 空间 , 空间 V 中 的 矢量 记 为 10)， 由 于 Lie 代数 g 的 
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Cartan 算 子 H(i=1, 2, =, r) 是 相互 交换 的 , BH[H,, H] =0, 因而 在 表示 空间 中 可 找到 


r 个 Cartan -F H, , H,,…, H, 的 共同 本 征 矢 量 , 它 这 种 共同 本 征 矢量 为 
| UG an =, a) ) 
它们 在 H, EAFA 
H; Uor, a2, =, a) = 和 Ai Uca, …， 4)> (10. 2.3) 
这 组 A, 可 看 成 7 维 矢量 空间 4 中 的 一 个 矢量 , 记 为 4= (Ar, Ans t, A,) AEA, RA 
为 表示 空间 V 中 矢量 106,%,… 4) 的 权 , 并 把 100,,，,,.…;)) 记 为 104). 
容易 看 到 如 把 H, 写 为 行 矩 阵 , 即 


H=(H,, H,, +, H,) (10.2.4) 
则 
HlIU,=(À,, MA, 0, A 1U, =AIU,)5 (10. 2.5) 
HT[H,, E, | =a,E, RH, E] =aE,, 可 看 到 
HE,lU,) =É,HIU,) +teE ly=(4+a)1》 (10.2.6) 


这 表明 HIU ) 仍 然 是 权 , 为 A 的 本 征 矢量 , M E4104) 的 权 为 A+a 

下 面 可 以 证 明 具 有 不 同 权 的 本 征 矢量 是 线性 无 关 的 . 

定理 10.2.1 如 果 半 单 Lie 代数 z 在 表示 空间 V, 上 存在 一 系列 权 A, i=1, 2, 
…，P,， 相 应 本 征 矢量 为 1Vae >, BB 


H, Uso?) =A% lUo) 或 HIU,o) =A®P Uo 
RAP (AP, AP, es Ai )， 如 果 还 有 一 个 权 为 4 的 本 征 矢量 10》, 而 且 4 SAPR 
同 , 则 本 征 矢量 ! Z 与 1 Uio > 线性 无 关 . 
证 明 反 证 法 . 假定 1 与 174o ) 线 性 相关 ， 则 
IU) = $al Vo) (10.2.7) 
定义 算 子 
Ê = TIpe2 (a, -a®) (10. 2.8) 
其 中 外 为 任意 复数 .用 算 子 户 作用 于 10》, 则 得 到 
ÊI U) = [a A -a)i U) 
A; 为 10) 的 权 的 分 量 . 另 一 方面 
ÊI U) = PX œl U) = Dal aP -a®)l U) =0 
因为 在 积 [ut aP - AG) 中 总 存在 A 人 9 -A =0 的 项 , 因此 
ID AP -aA®)1 Uy = 0 
T AZAP (CA 与 4 人 2 全 不 相同 ) , w 岂 是 任意 复数 .因而 只 能 17》 =0, 这 就 证 明了 除 10) 
=0 外 ，(10. 2.7) 不 能 成 立 , 因而 证 明了 此 定理 
由 这 个 定理 可 看 到 在 维 表示 空间 中 最 多 只 能 有 n 个 权 . 一 个 权 可 以 有 > 个 本 征 矢 
#, 即 权 是 退化 的 , BEE > 称 为 这 个 权 的 重 数 .如果 权 是 非 退化 的 , 则 称 之 为 单 权 . 
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为 了 对 表示 空间 中 有 限 的 权 排列 一 个 顺序 ， 称 第 一 个 非 零 分 量 A, 为 正 值 的 权 A 为 
正 权 . 对 于 两 个 权 4 OMA”, WMR 
AP -AP = AJP) -AP =: = À Q ABA =0, AP -AP >0 
WEA” 比 42 高 ， 于 是 可 在 全 部 权 中 排列 出 一 个 最 高 的 权 ， 称 为 最 高 权 (highest 
weight). 一 个 不 可 约 表示 4 的 全 部 权 的 集合 记 为 A,， 对 于 具体 的 不 可 约 表示 权 综 合 As 
是 完全 确定 的 . 


10.2.2 权 与 根 的 关系 


半 单 Lie 代数 一 定 表示 的 权 和 标记 这 个 Lie 代数 结构 的 根 都 是 > 维 向 量 , 它们 之 间 存 
在 着 重要 的 关系 ,下面 的 定理 揭示 了 这 种 关系 . 
定理 10.2.2 A 是 半音 Lie 代数 g 一 定 表示 4 的 权 , a 为 它 的 根系 中 的 一 个 
根 , UO ARA 对 应 的 本 征 矢量 , 如 果 E104) 0, W| a +A 也 是 表示 4 的 一 个 权 , 与 
之 对 应 的 本 征 矢量 为 E, lU, ;如 果 aw+4 不 是 权 , 则 E104》=0. 
证 明 由 交换 关系 
[H, E,] =aE。 (H=(H,, H, +, H) 
得 到 
HE,lU,) =(E,H+aE,)|U,) = (A +a)E,1U,2 
若 
E,1U,) #0 
则 EIU4) 为 的 本 征 矢量 , 本 征 值 为 4+a, 2 亦 即 +a 是 一 个 权 # E,lU,2 =0, WI 
Ata 不 是 权 . 这 就 证 明了 本 定理 . 
表示 空间 V, 可 分 解 为 一 定 权 A 的 本 征 矢量 张 成 的 子 空间 , 即 VCV, V4 是 由 权 A4 
的 本 征 矢 量 104 ) 张 开 的 子 空间 .因为 权 A 具有 不 同 退 化 度 ， 不 同 权 4 张 成 的 子 空间 维 
数 不 同 ， 因 而 
El U) e V", Ata: 
El U4)=0， 若 4 +a 不 是 权 ， 
如 果 表 示 4 是 不 可 约 表示 ， kas 10. 2. 2 可 得 到 一 个 推论 ， 即 表示 空间 可 分 解 为 
= È vi (10.2.9) 


也 就 是 说 半 单 Lie 代数 g 的 不 可 约 表示 A 的 表示 空间 V, 是 全 部 权 所 标记 的 子 空间 的 直 
和 和. 

权 和 根 之 间 的 关系 , 还 存在 如 下 的 定理 . | 

定理 10.2.3 WR A EFA Lie 代数 g 的 表示 A 的 一 个 权 ; a 为 g 的 一 个 根 , 则 ; 


(1) KAD yap, A4- KAG) y 是 权 , 而 且 与 4 有 相同 的 重 数 ， WA- -14a 
A 的 等 价 权 ; 
(2) MRA 是 单 权 , 则 存在 A KE a 的 权 链 | 
A-ga, A-(g-l)a,…, A, A+ea, .…, Á +paæ 
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而 4-(9+l)a, A+(p+1)e 均 不 是 权 , 而 且 
2(Aa) _ (10. 2. 10) 


(aa) =q -P 

证 明 与 定理 9. 5. 1 的 证 明 相 似 , < 4 为 Lie 代数 g 表示 4 的 一 个 权 , 相应 本 征 矢 

为 104), a 为 g 的 一 个 根 , a e X, WJ 
EV) =CIU,-.,) = IU! a) #0 (10. 2. 11) 
APIU, ABIA- -a 的 归 一 化 本 征 矢量 , C 为 归 一 化 常数 的 倒数 ，|U.,) 为 非 归 一 
化 体征 矢量 ， 
al Ua) = lUi 2) 
如 此 下 去 可 得 到 
E «lUz my》 = lUi -Gra 

由 于 权 是 有 限 的 , 这 种 过 程 到 


E alU -ga =0 (10. 2. 12) 
PHA -qa ER, 而 4 (q +1)a REPL 
令 
E,lU q, Spa l Uha) (10. 2. 13) 
万 本 为 常数 ， 由 此 可 得 到 
Ma | Uga? =E! U,- Gia = al U,- a) 
=E „E.l Ui o) aH U a 
=[; + a(A -ja)] | Uza) (10. 2. 14) 
而 
Hi =H + (GA) -aa) (j>1) (10. 2. 15) 


与 定理 9. 5. 1 的 证 明 一 样 , 令 p =0, 即 假定 A +a 不 是 权 , 可 得 到 
Ww =j(aA) -LD aa) 


另 一 方面 由 于 104 u-d) =0, 因而 ,1 =0, 于 是 由 (10.2. 15) 式 得 到 
(a4) = 区 (aa) 或 at) -， (10. 2. 16) 


(aa) ` 
这 就 证 明了 此 定理 的 第 一 部 分 ， 即 (4 = q, q 为 整数 ,而且 人 -ga =A -HA a 也 
是 权 . 
如 果 A 是 单 权 , 即 只 有 一 个 本 征 矢量 104) 用 E。 作用 于 104) 可 得 到 
Esl U4) =! Us) = 0 
E, | Zai》 =l U) = 0 
Esl Taso-os》=1 Uiwa) = 0 


Eal Usira) =0 
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即 4+a, À +2e, …,4+pa 是 权 , 而 4+(p+1)e 不 是 权 . ， 
此 时 令 A+pa =A', 则 A'+a 不 是 权 . 重复 上 述 论证 , 可 得 到 
2(ah4) ww 2(eA) 
(aa) “P+9 或 (am) 
这 就 证 明了 定理 的 第 二 部 分 , 即 存 在 权 列 
A-ga, A-(q-1)æ, =, A, A +æ, +Tpa 
EFA SA-A a 两 个 权 有 相同 重 数 (退化 度 ) 这 里 就 不 证 明了 , 有 兴趣 的 读者 可 
参阅 万 哲 先 著 ( 李 代数 》. 


这 个 定理 证 明了 对 任 一 个 权 A, TA- (AG), ae y, WEB, 即 对 于 Lie 代数 5 


=-q+p 


(aa) 
的 任 一 个 根 a, 权 空 间 中 存在 一 个 线性 变换 


Sa: 4 一 4 = 人 


-HAR y (10. 2. 17) 


aa) 
Weyl 证 明了 这 些 线性 变换 具有 仿 射 反射 的 形式 , 它 使 垂直 于 .a 的 超 平面 中 的 所 有 向 量 
不 变 , MEK a 变换 成 -~a 这些 反 射 S, 生成 一 个 有 限 的 线性 变换 群 , 称 为 Weyl. E 
然 Weyl 群 由 r+1 个 元 素 构 成 , r 为 Lie 代数 的 秩 , 可 把 根 @ Rir ARR, Weyl 群 为 
Sa = lei, So, Ss, Sa lo eI 
由 Weyl 群 的 变换 所 得 到 的 权 称 为 等 价 权 , 上 述 定理 证 明 . 了 等 价 权 A 与 4 有 相同 的 
重 数 . 


10.2.3 半 单 Lie 代数 不 可 约 表 示 的 标记 


1. PŽ Lie 代数 不 可 约 表示 概要 - 

半 单 Lie 代数 g 的 CW ÆA |A, i=1,2, 0, r; Ea, we X) , 作为 线性 Lie 代数 , 它 
作用 于 一 定 的 =” 维 空间 V, 在 空间 选 定 基 矢 后 ，Lie 代数 的 基 都 表现 为 n xn 的 矩阵 ， 仍 
RA H, M E, 描写 这 些 表示 和 矩阵 ,一般 称 Cartan 子 代数 的 算 子 H, 为 Cartan 算 子 , ,为 
BRAF. 对 于 表示 空间 Va, 可 求 出 Cartan 算 子 H(i=1, 2,…, r) 的 共同 本 征 矢量 { 18 
(M)M)1, M 为 权 , 使 ' 

H,Ik(M)M5 =p;lk(M) M} 
u: 为 权 M 的 第 i 个 分 量 , 对 于 退化 权 M, KM) 标记 它 的 退化 度 , k(M) =1, 2, 0, kas 
表示 对 应 同一 个 权 M W k, 个 不 同 的 本 征 矢量 .对 于 n 维 表 示 空 间 { Ik( M)M) A n 
个 基 矢 LE(MND)M). 以 VY 标记 V, 的 权 为 M 的 子 空间 VY, V 对 HH 是 不 变 子 空间 , 邯 
HIEC(M)M) e VÚ 

而 根 算 子 E, 则 具有 性 质 

eVtt, GE M+aeA, 

Ekan | ' 

=0 #M+eeA, 

A, 为 表示 4 的 权 系 . 
车 表示 是 不 可 约 表示 , 则 V 中 不 存在 Lie 代数 g 的 不 变 子 空间 ， 于 是 V, 可 表示 为 
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不 可 约 表 示 权 系 的 所 有 权 的 子 空间 的 直 和 ， 即 
V, = > @ Ve 
这 些 Cartan 算 子 的 共同 本 征 矢 是 线性 无 关 的 , 因而 它们 构成 表示 空间 的 基 矢 . 

E, 作用 于 权 M， 则 成 为 权 为 M HER, WRM +a 也 是 权 , 则 使 之 成 为 权 为 M +a 
HEK, 如果 M +a 不 是 权 则 为 零 ， 因 而 Ela HER) 是 使 权 增 加 的 算 子 , -是 使 权 
下 降 的 算 子 , 也 就 是 说 记 ,。 具 有 权 的 升降 算 子 的 作用 , 它们 使 不 同 权 的 子 空间 中 的 基 矢 
相互 转化 . 

任 一 不 可 约 表示 的 权 系 , 都 有 一 个 最 高 权 , 最 高 权 是 非 退 化 的 ( 见 定理 10. 5. 2) ， 以 
A 记 最 高 权 , 则 最 高 权 的 基 矢 为 14〉 , 因而 

E14 =0， a 为 正 根 
相互 等 价 的 不 可 约 表示 有 相同 的 最 高 权 , 因而 可 用 最 高 权 来 标记 不 可 约 表 示 . 这 样 ， 以 
最 高 权 A 标记 的 不 可 约 表示 的 基 矢 | 1k(M)MM)| 可 示 记 为 {14, kK(M)M)]) ,A 为 最 高 
权 , 代表 所 属 的 不 可 约 表 示 , M 是 具体 权 M 所 属 的 基 矢 , 54(M) 标 记 同 属于 退化 权 M 的 
不 同 基 矢 . 

2. 半 单 Lie 代数 不 可 约 表 示 的 标记 

为 了 标记 半 单 Lie 代数 的 不 可 约 表示 , 下 面 介绍 一 个 重要 定理 . 

定理 10. 2. 4( 最 高 权 定理 ) 半音 Lie 代数 g 的 不 可 约 表 示 4 的 最 高 权 4 是 单 权 , 其 
它 权 可 表示 为 

人 -和 -上 -ie 万 为 素 根 
而 且 zg 的 两 个 等 价 的 不 可 约 表示 A, 和 A, 的 最 高 权 相 等 . 
这 个 定理 的 证 明 可 参阅 G. Racah“ Group Theorg and Spectroscopy”. 

这 个 定理 说 明 不 可 约 表示 可 用 它 的 最 高 权 来 标记 . ' 

关于 最 高 权 ，Dynkin 证 明了 下 面 的 定理 ， 即 

定理 10.2.5 构成 半 单 Lie 代数 g 的 不 可 约 表示 4 的 最 高 权 A 的 充 要 条 件 是 


= (10.2. 18) 
为 非 负 整数 , 其 中 a, e II E: g 的 素 根 . 若 174 是 最 高 权 A HER, MH 
i =0, k>àÀ; 
CE a) Wf o k<A, 
这 个 定理 的 证 明 读 者 可 参阅 万 哲 先 著 《 李 代数 》. 
由 于 最 高 权 为 不 等 价 不 可 约 表示 的 标记 , 亦 即 不 等 价 不 可 约 表示 各 自 具有 自己 的 互 
不 相同 最 高 权 ,， 因而 可 由 本 定理 给 出 的 A 和 A。 =Ai(i=1, 2,…, r) 来 标记 半 单 Lie 代数 的 
不 可 约 表示 . 
于 是 可 在 素 根 构成 的 半 单 Lie 代数 的 Dynkin 图 上 , 在 代表 相应 素 根 mw 的 圈 式 点 上 
TERE w, 从 而 就 由 Dynkin 图 表示 出 了 相应 的 不 可 约 表示 ,， 即 描述 最 高 权 4 的 jw 标 出 
了 最 高 A. 
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10.3 ”典型 Lie 代数 不 可 约 表示 的 标记 及 其 维 数 
10.3.1 单 Lie 代数 的 Chevalley 基 


C-W 基 在 讨论 半 单 Lie 代数 结构 上 面 是 十 分 方便 的 . 然而 对 于 描述 单 Lie 代数 的 表 
示 ，Chevalley 基 更 加 方便 , 下 面 讨论 Chevalley 基 . 
秩 为 > 的 单 Lie 代数 g 的 第 mm 个 素 根 为 an, 用 它 可 引入 3r 个 8 的 生成 元 ,， 即 
2 


= H 

hs STara) P 

e = |E (m =1,2, =, r) (10.3.1) 
en N Tanan) °" aTh 

o a Z 

an A (ae...) 


其 中 五 为 Cartan 子 代 数 中 的 元 素 , E. , E a, JI C-W 基 中 相应 于 来 根 。 #l- a, 的 元 素 . 
其 中 
(on, Qn) = QQ a H =œ H, 


om, 为 根 空间 向 量 =, 的 协 变 分 量 ，am 为 遂 变 分 量 容易 看 到 (10. 3. 1) 式 定义 的 生成 元 满 
足 交换 关系 


[hano ha] =0 
[hans Esa s] = t AmE sa; t (10.3.2) 
Lean» ew] = Snan 


其 中 4 为 (9.7. 5) 式 定义 的 Cartan 矩阵 的 矩阵 元 ， 这 种 交换 关系 十 分 简单 . 
这 3r 个 元 素 并 未 充满 整个 Lie 代数 ,其 它 生成 元 可 由 (10.3.2) 式 得 到 ， 即 
esa =L ean len e lJ] (10.3.3) 
定理 10. 2. 5 给 出 的 (10. 2. 18) 式 , 由 Chevalley ETAS u HERIU XIF ha ,的 
权 的 分 量 ， 即 


hal U) =T (a | Ua) = Ç Ta) 1 Ua) = A:I Ua) (10.3.4) 


i) a) 
这 表明 如 果 选 择 Chevalley 基 , 最 高 权 A BEA N AERES 因而 可 使 用 Chevalley 4 
下 的 最 高 权 的 分 量 (A , A，,…, A,) 标 记 半 单 Lie 代数 的 不 可 约 表 示 . 

由 (10.3. DANES Chevalley 基 下 权 的 分 量 z, 实质 上 是 在 根 空间 ( 亦 即 权 空间 ) 选 


取 r 个 归 一 化 素 根 [< Q Zm iT 2, … "| 为 基 矢 ， Ë M 是 在 这 组 基 矢 下 的 分 量 . 


10.3.2 ”典型 Lie 代数 不 可 约 表示 的 标记 


1. 典型 Lie 代数 A, 
典型 Lie 代数 4, 与 特殊 线性 Lie 代数 sl(n+1) 同 构 ， su(n+1) 是 它 的 紧 致 实 形 . 
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EKI n ARRAN 
@ =e, —-€6;,, i=1,2, e,n 
Dynkin 图 为 
o—o—o—o 
素 根 的 内 积 为 (a;, a) =2. 因而 由 (9. 8.7) 式 定义 的 C-W 基 可 得 到 (10. 3. 1) 定义 的 
Chevalley 基 为 


2 
h, = — oH) = E. - E... , 
aj (aa) (a; ) ï 'j-1,j+1 
_ 2 1⁄2 _ 
fa T em E, = E; jn (10.3.5) 


以 Chevalley 基 下 的 最 高 权 4 = (Ai ,As,…, A,) 表 示 它 的 不 可 约 表示 , 并 把 n 个 分 量 A, 
记 在 Dynkin 图 上 , Bp 
Ai À AM An-l Ar 


O—o—oh hh 
a ea e Qa an 


代表 最 高 权 为 (A , A,，…, A,) 的 不 可 约 表示 . 

对 于 非 负 整数 和; 定义 | 

A, = YA YA, = N (10.3. 6) 

可 见 A ZA,2A RAZO, 这 恰 是 第 七 章 讨 论 的 对 正 整数 N 的 一 组 分 割 ，[ 4 ，4。 ， 
°... 4 同样 也 可 代表 不 可 约 表示 (Ai， À), `... Àn) 多 第 十 二 章 将 看 到 [4,， A,, “9 A, ] 
恰 是 SU(n) 群 不 可 约 表示 的 Young 图 . 

由 (10. 3.6) 式 可 解 出 

À, =4 -A,, À; = À, -A,, Ai FAnn- TAa Àn = A, 

对 于 Lie 代数 A, (sk su(n +1)), 由 Chevalley 自 交 换算 子 


(ID =E -Euas j=1,2, =, n 
可 得 到 
ha | Ua) =A/| = (E, - Eiai) | Us) 
=(4; - A) | Ua) 
这 表明 


E;lU 2 =A;1U,) 
RILA, As,，…, A, ] 为 算 子 1 =H, j=1,2, =, nj 的 权 . 
B| Lie 代数 A, ~su(3) 的 不 可 约 表示 . 
Lie 代数 4: ~su(3) , 相应 Lie 群 为 SU(3). 它 的 素 根 为 m =e, -ex， a, =e, ~@3, (e, 
=(1,0,0),e,=(0,1,0),e=(0,0,1)). (aa ) =2， (a, e,) =2, (G, a,) = 
—1. Dynkin 图 为 


O—O 
a a 
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以 最 高 权 (4: ,42 ) 标记 它 的 不 可 约 表示 . 按 定义 `. 


2(A, a) _ _2(A, a) _ . 
À, “Ta a) TA a), À “Tæ, æ) =(A, œ) 


4 为 最 高 权 , (A, A) 为 Chevally 基 下 最 高 权 4 的 表示 , A, A, 为 非 负 整数 . 
全 部 素 根 (al , a) HR Lie 代数 4 根 空间 的 基 矢 , 因而 最 高 权 4 可 在 这 个 基 矢 中 展 
开 为 
A=As a + Åna 


由 此 可 得 到 
Á, = (Ana Aya, ay) = Aa Aa 
A, = (An @ + Axa, a,) =- Aa +2A5 
由 这 个 方程 可 解 出 
A, = An sH +2A,) ， 
因而 最 高 权 在 素 根 坐标 系 中 为 


A =+, +À)@, ++, +2A,)@ ` 
如 果 不 可 约 表示 为 (1, 0) Æ Dynkin 图 上 标 为 ' 


1 
oO 一 


此 时 最 高 权 为 A =a, + 二 ae 
如 果 不 可 约 表示 为 (0, 1), 在 Dynkin 上 标 为 
o_ 8 


最 高 权 为 4 = 二 ou tio, 


对 于 不 可 约 表示 (和 i, A;) = (1, 0), 此 时 (10.3.6) 式 给 出 的 Al = Ai = 1, A =À; + 
和 =1, ATILA, A] =[1, 1] 为 Young 图 口 描述 的 SU(3) 群 前 不 可 约 表示 . 不 可 约 表 


示 (A 和 1, A2) = (0, 1), A, =0, 4,=1, 即 [1, 0129 Young 图 口 所 代表 的 不 可 约 表 示 . 
2. 典型 Lie 代数 B. - 
典型 Lie 代数 B, 的 Chevalley 基 由 (9. 8. 14) 式 定义 的 C-W 基 可 以 得 到 | | 
ha; = H, - Ha = iC, yi -Liaja), J=1, 2; ,nn-l l 


ha, = 2H, = 2il, 2n-1 


f (10.3.7) 
e, = z Uza, z- + baaa) F (Lia,y ~ bia, 3-1) 
Csa, = i Dns, an + Dons, 2n-1 " 
其 中 万 由 (9. 8. 12) 式 定义 ， 由 此 得 到 Chavalley 基 下 最 高 权 和 A = (A1, Azs s An) 其 中 
hy! Ua) = M| Ua) =i (Lega -Tyr,yn) | Ua) 
ha, | U.) = A, | Ua? =2i Da, 21 l Ua?) | 
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C-W 基 下 的 权 为 人 4= (41, A，,…, An), 由 (9. 8. 14) 式 得 到 
HlU,) =i L; y-11U4?) =4;1U4),j=1, 2, e,m 
因而 
他 = Aj -Åm jJ=1,2,,n-1 (10.3.8) 
À, = 2A, 
由 (10. 3.8) 式 可 解 出 
4; = Ya, + Mu， i=1,2,.…,n-l 
A, = A./2 
Am A SASAS, # A DER, A DEER, E 和, 为 奇数 , A; 为 半 整 数 , 它 
们 都 可 用 来 标记 高 权 , 从 而 标记 不 可 约 表示 . 
用 Lie 代数 B, 的 Dynkin 图 表示 不 可 约 表 示 为 
4 3— 93.5 ha 9 
与 之 相应 的 也 可 用 A = (A, A, e, A,) 描 述 不 可 约 表示 , 此 时 出 现 半 整数 表示 , 它 为 
旋 表 示 . 
3. 典型 Lie 代数 C, 
由 (9. 8. 15) 式 可 得 到 Lie 代数 C, 的 Chevalley 基 为 
h, = H; ~- Ha = E; - Ej ja — E 
ha, = H, = Em — Ey,, 2 
-E 


ntj, ntj + Enja, n+j+1 


e =E. 
aj 


Ea = Eag T Enjin j=1,2,.%,n-1 (10.3.9) 
Ca, 7 ÉE, 2a 
: €, = Ean, n 
FP H, Jy Lie 代数 C-W 基 的 Cartan 算 子 . 
因而 最 高 权 4 在 这 种 基 下 的 分 量 为 4 = (A, Ars s Àn) BB 
ha, | Ua) = (H, -H,..)! U,» = À; U.) = (A; - Aa)! U 
ha, | U.) =H,l U =ÓX 1 Ua) = A,l U3) 
HFA 24e z A,]28 C-W 基 下 的 最 高 权 . 因此 
À; =Å; -A J=1,2, 0, n-1, X, = A, (10. 3. 10) 
由 此 可 得 到 
全 È Ai» i=l, 2, oenl (10. 3. 11) 


因而 A zÁ 2e ZA, =0, mE A, 也 是 正 整 数 ， 表示 相同 最 高 权 A 的 两 种 形式 (A， , À; $ 
`... À,) MLA, 9 A; x °t’ A, ] 同样 都 可 标记 不 可 约 表示 . 
用 Dynkin 图 标记 这 种 不 可 约 表示 为 
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> 
h 
> 
1 > 
m 


2 Àn- Àn 
@—@—- @==@ 


4. 典型 Lie 代数 D. 
H (9. 8. 18) 式 Lie 代数 D, 的 C-W 基 可 得 到 它 的 Chevalley 基 的 Cartan 算 子 为 
ha = H, - -Hi 
| ha, = H, + H, 
H, J C-W 基 下 的 Cartan AF, 因而 最 高 权 的 分 量 为 
ha | Us) =(H,- - Ha) | U.) =A l = (A, - A;a) | U.) 


ha | Ua) =(H,, + Hp) | U = Àl U, = (Anai +A,) 1 Ua) 


(10. 3. 12) 


由 此 得 到 . 
A, =A A i=l,2,-,.n-l, A =A +A, (10.3.13) 
从 中 可 解 出 . 


n-2 ' 
= Y À, + (Ani tA)/2, j=1,2, =, n-2 
i=j 


Ana = (Ana +À,)/22, A, = (À, - A,.)/2 
因而 A2A,>2-.--z 1A,120, JEF A, As，…, An AER, A, MERG. M Ani +A, 
为 偶数 时 ，4 ,42 ，…， A. HERG M Ani + 和 A, 为 奇数 时 , A1 A; ，…， A, 为 半 整 数 , 也 
是 旋 表 示 . 
用 它 标记 不 可 约 表 示 的 Dynkin 图 为 
Angl 
CE 
Ri 
在 上 述 四 种 典型 Lie 代数 中 , 最 高 权 在 C-W 基 下 的 表示 式 A= [A,, A2, …，, A,] 均 
具有 性 质 


L 


A SA4 IA, I =0 I 
而 且 除 D, 外 , 它们 都 是 正 整数 ,因而 通常 用 [ 4，42，…， 人 而 (Ai， 


As，*…，, 和.) 表示 最 高 权 的 方便 之 处 在 于 它们 是 在 根 空 EL Ta, æ) 


n) 下 的 分 量 , 在 计算 4 5 a, 的 内 积 时 十 分 方便 ， 因而 在 计算 不 可 约 表示 维 数 时 是 十 分 
有 用 的 . 


10.3.3 典型 Lie 代数 不 可 约 表示 的 维 数 


定理 10. 1. 1 已 指出 紧 致 单 Lie 代数 不 可 约 西 表示 都 是 有 限 维 表示 ,因而 讨论 典型 
Lie 代数 不 可 约 西 表示 的 维 数 是 十 分 重要 的 . Weyl 证 明了 以 最 高 权 A 标记 的 不 可 约 表示 
的 维 数 公式 (参见 H. Weyl 著 “The Classical Groups” ). N 

下 面 不 加 证 明 地 给 出 这 些 维 数 公式 . 

半 单 紧 致 Lie 群 G 的 以 最 高 权 A 标记 的 不 可 约 表示 T WERD) H 


D(T) = TI, ta : (10.3.14) 


— n, i=l, 2, 
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其 中 8 为 正 根 e+ 之 和 的 一 半 , 即 
g = 7 Det, d 为 正 根 , a 为 根 ,a e X 
we x+ 


经 过 具体 计算 , 对 四 个 典型 Lie 代数 系列 可 得 到 下 面 的 结果 . 
1. Lie 代数 4, 或 Lie 群 SU(n+1) 不 可 约 西 表示 的 维 数 | 
对 于 最 高 权 为 (Ai ，A2，…， An) 的 Lie 代数 4, 或 Lie 群 SU(n+1) 的 不 可 约 表 示 维 数 


. + À. tee + À... 
D, (ài, A;, ttg Àn) = HO. LA Ain Aa), 


ij J+l 
j=0,1,2, =, n-1, i=1,2, =, n-j (10. 3. 15) 
或 等 价 地 表示 为 
Dy (Ais Aas s AO = JI(: patiu ti +A) 
j=0,1,2, e,n, i=1,2,,j (10.3.15) 
下 面 给 出 (10. 3. 15) 式 的 几 个 具体 例子 . 
1° A, (SU(2) ) 


此 时 只 有 一 个 A, 于 是 由 (10. 3. 15) 式 得 到 
D (A) =1 +A, A HIEMER 
WRG A =2j, W 
Ds (7) = 1 +2j 
这 正 是 众所周知 的 SU(2) 群 不 可 约 表示 (7) 的 维 数 , j 为 半 整 数 或 整数 . 
2° A,(SU(3)) 


此 时 最 高 权 为 (Ai，Az)， 由 (10. 3. 15 ) 式 得 到 


D, (Ài; À,) =(1+À,)(1 + h) (1 + 了 全 ] 


= (A, - A, +1)(A, +1)(A, +2) 
3° A, (SU(4)) 
此 时 最 高 权 为 (A; A2, A3), 由 (10. 3. 15 ) 式 得 到 
Da(A， Azs A3) = + 1) (Aa +1) (A; +1) 
` (À, + A +2) (A; + À; + À; +3)(A + À; +2) 
= 五 (4 -4 +1)(A, - A + 1) 
` (À, - A, +2)(A,; + 1) (A, +2)(A, +3) 
在 上 面 的 公式 中 也 用 A, = Y A, 给 出 了 相应 的 表达 式 , 
注意 (10. 3. 15 ) 式 中 按 j=0， 1, 2, n-i, i=l, 2, s n -j 对 一 定 7 取 尽 允许 的 过 
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2. Lie 代数 B,(SO(2n +1) 群 ) 不 可 约 表 示 的 维 数 
典型 Lie 代数 B,, n=2( Án =1 时, B, 与 4 局 部 同 构 . 当 n=2 时 , B, 与 C, 局 部 同 
H). 最 高 权 为 (A , 和 A, ,…, ADAT, 不 可 约 表示 的 维 数 为 


D, (ài; A2，…， À,) 
À; tAn + ° + 2A; + +2À,. + À, 
=D, (A1, À>, tts ADITI +" itl mrii 1 ) 


i =0,1,2,:,n-1, 1=1,2, (10.3.16) 
下 面 给 出 n=2, n=3 的 具体 公式 . I 
1° B,(S0(5) 群 ) | | 
RABA = (A; ,Aa) ,此 时 (10. 3.16) 式 第 二 项 只 有 i=j =1 的 项 (j=1, 2，…, n- 
1, 4 n=2 f, j=1, i=1,2, =, j) FE 7 : 
Dp, (Ài, A,) =Ds, (Ai, hz) 人 1 — i 


2° B,(S0(7)#Ë) 
.最 高 权 4= (À,, Az, A3), (10. 3.16) 式 第 二 项 中 只 存在 j=1, i=1;j=2, i=1;j= 
2, i=2 的 三 项 , 于 是 ' 
Dp, (Ai, À>, À3) 


( 2 + + |] 人 


=D} (Ài, Àz, As) [1 AATA, t A) [ p2 tA) 


l+ 1 
3 
3. 典型 Lie 代数 C. (POA ETARTE f 
典型 Lie 代数 C., n=3. RANCA, A2 ，…， 和 从 ,) 标 记 的 不 可 约 表示 的 维 数 为 


D. (Ài, À, `... À,) 


À; tAn + +2A T +2À 
=D; (Ài, À>, `", Àn ( & ta TEE Ett), 
4 人 1， 人 2 IJI l+ Dn +2 -i2 
j=0,1,2,.,n, i= 1,2, -1 (10.3.17) 


1° Lie 代数 C, 不 可 约 表示 维 数 
最 大 权 为 (A1, Aa), 此 时 (10. 3. 17) 式 第 二 项 只 包括 j=1, i=1 的 项 , 于 是 


À, +2À 
D. (A), A,) =D,, (À), adh 1 3 J 


因为 C, 的 Dynkin 图 为 
— 
而 B, 的 Dynkin 图 为 
Š g—é 
因而 C, s D, (Ai， A; ) 互 换 ， 因而 D. (Ai, À; ) = D,,(À;, À, ), iB, 与 C, 相互 同 构 
2° Lie 代数 C, 不 可 约 表示 的 维 数 
RAIA (A, À>, Àz), (10. 3. 17) 式 中 只 存在 j =2, i=1;j =3， ¿=1;j=3, i =2 的 
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项 , 于 是 得 到 
De, (ài, À>, Àz) 
=D, (A,, Àz» a) (1 + àL tA + IAs + 22 22), p h EZA t 225 ta :al 人 ts + 22) 
4. Lie 代数 D,(0(2n) 群 ) 不 可 约 表 示 的 维 数 
以 最 高 权 A = (A1, A2, ts A,) 标 记 的 Lie 代数 D, 的 不 可 约 表 示 的 维 数 为 
D, (À), Àz ts Àn) 
a aasma ra) 
À, t Air + e +2À; + +2À,2 tAn + À, 
: Hü + 2n ij ) 
E= 1,22, n 2, j=2,3,=,n-2, i=1,2,=,j-2 (10.3.18) 
Lie 代数 D, 的 Dynkin 图 为 


ji 


o 
o—0o—o--------0——O 
o 
可 见 , H n =2 时 , Dynkin 图 为 6, 它 是 两 个 Lie 代数 A, 的 直 和 , BID, =41@41; 当 n=3 
时 ,Dynkin 图 为 o—o—o , 为 Lie 代数 A, AMRA n=4 的 Lie 代数 D.. 
1° Lie 代数 D, 不 可 约 表示 的 维 数 
最 大 权 (A1, A,, A3), 由 (10. 3. 18) 式 可 看 到 第 二 个 连 乘 项 只 能 k=1, 第 二 个 连 乘 
项 不 存在 , 因而 
2D,,(A1, Àz, Às) 
2 + À, + À3 
=D,,(À, , À;) 
2° Lie 代数 D, 不 可 约 表示 的 维 数 
最 高 权 为 (A1 ,和 A， 和 3, 和 A4). 〈10.3.18) 式 中 关于 天 的 连 乘 项 为 下 =1,， 2, 第 二 个 连 
乘 项 只 有 j=2, i=1 的 项 . 因而 


Do, (A1, A2, A3) = (1 + (À; + As)/2) 


2D, (Ais A2, A3, À,) 
D; (Ai, À), Às, À.) = (1 -tA ths tA) 


2 + À; +À, 
(1 Hh tA, 2: 2ds ids tda) 


10.3.4 由 最 高 权 计 算 权 系 的 方法 


以 最 高 权 4 = (Ai，Az，…， As) 表示 的 不 可 约 表示 的 维 数 , EECA, Azs ts A.) 
利用 上 节 的 公式 求 出 . 由 定理 10. 2. 2 可 知 以 最 高 权 A 表示 的 不 可 约 表示 的 全 部 权 都 是 
A REHAR, 因而 可 由 最 高 权 求 出 它 所 代表 的 D(47 维 的 不 可 约 表示 的 全 部 
D(4) 个 权 ( 包 括 退 化 权 ) ， 即 这 个 不 可 约 表示 的 权 系 . 
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由 最 高 权 求 出 全 部 权 系 的 方法 是 Dynkin 建立 的 
由 定理 10.2. 3 知道 , 对 于 权 M, UO C) 为 一 整数 , we 总 而 定理 10. 2.5 说 明 对 


(æ, æ) 
最 大 权 A, A: 为 非 负 整数 ， 因 而 定义 
2(M, < 


6(M) = 2 Ý las K, = la, a’ w 1 (10. 3. 19) 
它 为 整数 , 而 当 M = À 为 最 高 权时 
DD A =a) ,uc H (10.3.19”) 
aell (æ, a) 
8(4) 为 正 整数 , 令 
r(M) = 六 (5(4) -6(M)) L 、 (10.3.20) 


因为 4 为 最 高 权 , 因而 (M) HERS, r( M) 的 意义 是 权 M 是 从 最 高 权 作 HRE r(M) 
个 素 根 而 得 到 的 . 称 r(M) =k HEM 的 层次 , 第 # 个 层次 的 权 都 是 由 最 高 权 4 FRE k 
个 素 根 而 得 到 的 权 , 以 AG 表示 以 最 高 权 A 代表 的 不 可 约 表示 4 的 层次 的 权 的 集合 
最 高 权 为 零 层 次 的 权 , 最 低层 次 的 权 记 为 T, 层次 . T, 称 为 不 可 约 表 示 4 的 高 度 ， 即 不 可 
约 表示 4 的 全 部 权 有 T, +1 个 层次 (包含 0 层次 的 4). 显然 ` 

r(A)=0, r(A')=T, I (10.3.21) 
A' 为 最 低 权 , H A RE T, 个 素 根 而 构成 . 

于 是 不 可 约 表示 4 的 权 系 4, 可 分 解 为 各 种 层次 的 权 集合 的 合集 ， 即 


A, =A UAP UAP Ue UA a (10. 3. 22) 
定义 3 (4) 为 不 可 约 表示 A 的 天 层次 的 重复 度 之 和 ,于 是 
So(4) +S (4) + +S, (4) =D(A) (10.3.23) 
D(A) 为 不 可 约 表示 4 的 维 数 . | 
对 于 最 高 权 A 和 最 低 权 A', 存在 公式 
5(4) +ë8(A') =0 - (10. 3. 24) 
H (10. 3. 20) 式 和 (10. 3. 21 ) 式 可 得 到 ; 
6(A) +ë(A') =2T, : (10.3.25) 
由 此 得 到 : 
8(A) =T; . (10.3.26) 
即 由 A 利用 (10.3. 20) 可 求 出 不 可 约 表示 的 高 度 , 而 且 
8(M) =T, -2r(M) (10. 3. 27) 


对 于 不 可 约 表示 8(M) 对 所 有 权 的 奇偶 性 都 是 相同 的 、 当 5( M) 为 奇数 时 , 称 不 可 约 
表示 为 奇 型 的 表示 ;68(MM) 为 偶数 时 , 称 为 偶 型 表示 . 
Dynkin 对 寻求 权 系 给 出 如 下 的 两 条 定理 ， 即 
定理 10.3.1 如 果 4 为 半 单 Lie 代数 g 的 不 可 约 表示 4 的 最 高 权 ， 则 
T, = > Àa ir (10. 3.28) 


对 单 Lie 代数 Dynkin 在 下 图 中 给 出 了 (10. 3. 28) 式 中 re 的 数值 ; 
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A Z g- 1)2 E -2)3 E + Dn 1)2 6 
` a a 名 Pi m -1 an 
2n (n-1)2 (n-k +1)(n tk) (n + 2)(n +3) (n = Darg +D 
Bp: 0 一 0 一 一 一 一 一 
2n-1 (2n - 2)2 g k+1)(n+k- -0- D+2) Gn = DO + Ds 


n(n -1)⁄2 
° 


(2n -2) 人 3)2 (n-k+1)(n+k-2) (n-3)(n -2) (n -2)(n+1) 


x 了 
 — prangan aC 


nína - 1)⁄2 


把 r, 标记 在 典型 Lie 代数 的 Dynkin 图 相应 的 素 根 的 旁边 于 是 , 利用 定理 10.3. 1 就 可 
计算 出 典型 Lie 代数 不 可 约 表 示 ( 和 A ,入 ,，…, 入 ,) 的 高 度 Tp 

定理 10.3.2 半 单 Lie 代数 g 的 不 可 约 表示 4 的 权 系 A, 各 层次 的 重复 度 之 和 
Sx(4) 呈 纺锤 形 分 布 ,， 即 


这 里 | 
2 对 偶 型 表示 
| 


> > 对 奇 型 表示 


由 这 条 定理 可 得 到 $.(4) 最 大 值 , 称 为 不 可 约 表示 的 宽度 . 

利用 这 些 结果 和 定理 10. 2. 3 就 可 由 不 可 约 表示 4 的 最 高 权 4 求 出 权 系 A4. 具体 方 
法 是 逐 层次 求 出 A4, A4,…, Ar, 此 时 (7 -1) 层 次 以 下 的 权 都 是 已 知 的 了 , 这 时 再 寻求 
A, 层次 的 权 . 对 A ' 层次 的 每 个 权 M, 只 须 计 算 M -a(a;e3) 是 否 属 于 As 就 可 以 了 . 

定理 10.2.3 第 2 点 说 明 权 M 的 含 根 a 的 权 链 为 

M --qa, M - (q -1)a,, -, M, M +a, M +2aæ, MT+pa 
M-(q+l)a, M +(p+1)a 都 不 是 权 , 而 且 
HMA) gp (10. 3. 29) 

因而 对 r-1 BKA PRE—RM, 由 于 (7r -1) 以 下 层次 的 权 全 部 求 出 了 , 它 的 含 根 w 
的 权 列 中 的 p 是 知道 的 (r -1 层次 以 下 各 层次 的 权 包 括 了 全 部 M + ka 的 权 ) ,因而 


2(4, e) 
(Ca a) +p>0 (10. 3. 30) 


则 说 明 (10. 3. 29) 式 中 的 g 宇 1, AMAA a 的 权 列 中 包括 M-a, BI M -a e A,. 因而 由 
(10. 3. 30) 式 就 可 对 A ' 层次 中 的 每 个 权 M 对 每 个 根 w 判断 出 M -a 是 否 为 权 , 于 是 就 
求 出 了 A%. 如 此 就 可 全 部 找到 权 系 A4 T. 

例 1 计算 Lie 代 数 4,(SU(3)) 不 可 约 表示 (0, 1) 的 权 系 . 


在 前 面 , 我 们 已 得 到 了 这 个 不 可 约 表示 的 最 高 权 为 A= 地 (a4 +20). 由 表 10.3.1 
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可 查 到 对 Lie 代数 A, (10. 3. 28 ) 式 中 的 > 值 为 m =2, rw =2. 于 是 , 由 (10. 3.8) 式 求 出 
不 可 约 表示 (0, 1) 的 高 度 为 | 
Tao, = 2 
即 存在 三 个 层次 的 权 集 合 , Ao. =Ato,1) UA, 1) UAG.: 
首先 来 寻求 集合 4 p 中 的 权 . 由 于 A 是 最 高 权 , 4 +w 不 是 权 , 对 于 含 根 a 的 A 权 
系 (10. 3.29) 式 中 p=0, 因而 


而 对 于 最 高 权 A 已 知 
2(A, æ) _ 2(A, œ) _ 
(aa) ° (œ, œ) ` 


从 而 说 明 A -Aa 不 是 权 , M A -Aa ÆI, BD 
M=A-ea, =H la +2a2z ) —@, = 二 (wa —a,) e AG. 


不 可 约 表示 (0, 1) 的 维 数 为 3, 由 (10. 3. 23 ) 得 到 
S,(0,1) +S,(0, 1) +S,(0, 1) =3 
由 定理 10.3.2 知道 5,(0, 1) =S,(0, 1) =1( 最 高 权 为 单 权 $5。=1), 因而 3 (0, 1) =1， 
说 明 Aç, 1) Z 只 有 一 个 权 . 
RUS M 出 发， 寻求 Ai 中 的 权 ,由 于 M +o =A Aon, 因而 说 明 售 a 的 M 

权 列 p=1. 而 

2(M, a,) 

(œ, œ) 
因而 (10. 3. 29) 式 中 4g =0, M -a, 不 是 权 , XF a, M +a, 不 是 权 , 即 (10. 3.29) F p 
=0. 


=l (ei, as) = (as, as) / (as, as) = -1 


于 是 
M'=M-e = -+ (2 +e) e At, 5 
这 样 就 全 部 找到 了 权 系 Ato.3). 
Ao, = [y +2e;), (a -,), -于 (2m +a) | 


例 2 不 可 约 表示 (1, 0) 的 权 系 . 
Lie 代数 A, 不 可 约 表示 (1, 0) 是 三 维 表示 , 最 高 权 为 (1, 0), 高 度 也 为 2, 因而 , 只 


存在 三 个 层次 的 权 ， 最 高 权 为 A= 地 (2a4 +a). 由 (10,3. 29) 式 容易 算出 A -a = 


i- -a +a) ER, A-a, 不 是 权 ， 最 后 再 由 A -a 求 出 第 二 个 层次 的 权 ， 因 为 对 根 
mm ，(10. 3. 29) 式 为 
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2(A-a,, œ) _ 
(a, œ) 


2(A-a,, æ) 
(œ, @) =q -l= =l, q=0 


因而 4 -a -am =+ -a -2m) 是 权 , 于 是 权 系 为 


Ao. = [T Ge +a), 3-a taa), 3 -26,) | 
例 3 A, 不 可 约 表示 (0, 2) 的 权 系 . 
不 可 约 表示 (0, 2) 是 6 维 表示 , 它 的 最 高 权 为 人 = 了 (2a +40). 由 (10.3.28) 式 


可 计算 出 它 的 高 度 T(0, 2) =4, 有 5 个 层次 的 权 集 合 
So(0， 2) =5,(0, 2) =1, 
$1(0, 2) =S;(0, 2) =1, S,(0, 2) =2 


它们 描述 了 每 个 层次 中 权 的 数目 . 
ËH A R AQ 200, 2) 中 的 权 , 对 于 4, (10.3.29) 式 中 p =0, 而 
2(A, æ) _ 2(A, a) =2 
(ar, a) , (œ, œ) _ 
说 明 : 


1 
A 一 全 @Ao,> , M? =A -a = 了 本 (2a +a) E€ Åi, 2) 


再 由 MO = 村 (2 +o) 求 第 三 个 层次 中 的 权 . 由 于 MO + o 是 权 , MO +a, 不 是 
$, 因而 (10. 3. 29) 式 变 为 


2(M°, a) 

(æ, œ) =q -Pi =Q =1 (p =0) 
2(M® a,) 
Cæ, a) “Q UP = q -l=0 (q =0) 


因而 


M? =M” -a = 本 (下 +æ) € åo, 


， 1 
MO =M” -am = 本 (2m —2e,) € Ao. 


这 就 得 到 了 第 三 层次 A, 中 的 两 个 权 . 
H MORMO 的 表达 式 可 看 到 : 
MO) +a, 是 权 ， M? +2a 不 是 权 ， M” +a, 不 是 权 
因而 (10. 3. 29) 式 中 pl =1, p, =0. 同样 ， 
M +a,, M?” +20, 是 权 , MO +3a 不 是 权 ， M +a, PER 
因而 (10. 3. 29) 式 中 p,'=0, p," =2. 


2(M®?, ax ) 
a “h UP =-1 (q = 0) 
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2(MŠ) , æ) 
—— =q -p = q = lÍ 


(œ, œ) 

2(M® a) _ , Suara 
(æ, æ) qı Pı qı 

2(M® , æ) 

— =Ma -DpD, =0, -2 = -2 “=0 
læ, æ) q>; P2 q; (q ) 


MY =M?” -q = Hoa -2a,) = M° 


=M 一 本 一 CGI -a ) e Ao, 
最 后 由 于 9: =2, ME a, 权 系 还 包括 权 
MY =M” -2 =3( -4a —2e,) 


这 是 第 4 个 层次 中 的 权 ， 
由 上 述 讨论 得 到 不 可 约 表示 (0, 2) 的 权 系 4o,?) 为 


1 1 1 
Ao, - [7 Ca +4), y Qe, +æ), z(a +œ), 
1 1 1 
y Ce, —2a,), 了 了 (aa 一 aa )， 3z ( 74a -2o) } 


10.3.5 Lie 代数 4, 的 反对 称 表 示 与 对 称 表 示 


典型 Lie 代数 以 (A，Az ，…， 入 ,) 表示 的 最 高 权 , 如 果 + À, 中 只 有 

1, ` ¿=k 
ro X ik, i=1,2, =, k-1, k+l, =, n 
则 它 所 标记 的 不 可 约 表 示 称 为 基本 表示 (basic representaion). 用 Dynkin 图 标记 不 可 约 表 
示 时 , 基本 表示 只 在 Dynkin 图 的 一 个 素 根 上 有 一 个 1( 其 它 素 根 上 均 为 零 , 这 些 零 并 不 
标记 出 来 )， 在 Dynkin 图 端点 上 为 1 的 基本 表示 称 为 初等 表示 (elementary represen- 
taion). 

对 于 Lie 代数 4,, 它 的 基本 表示 的 最 高 权 为 

(0,0, 0,1,0,0, =, 0) 
kE A, =1， 甚 它 为 零 . 

这 种 最 高 权 用 (10. 3. 6) 式 定义 的 [4 ,42 ，…， A,] 标 记 则 为 [1, 1... 1.0, +0] 
=[1*, 0, 0, =, 0], 这 种 不 可 约 表示 为 反对 称 表示 . 这 种 不 可 约 表示 的 维 数 ,由 
(10. 3. 15) 式 容易 求 出 为 

" 


D, (0, 0, =, 0, 1,, 0, =, 0) =| N 


这 便 是 相应 Lie 8 SU(n +1) 不 可 约 表示 [1'1 的 通常 所 给 出 的 维 数 公 式 . 这 种 不 可 约 表 
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| 


Ai,As se, Ns) = (k,0,0,:,0) = [k,0,0,--., 0] 
所 标记 的 不 可 约 表示 , 称 为 对 称 表示 . 它 的 Young 图 为 
ENIE 
是 全 对 称 表示 ， 由 维 数 公式 (10. 3.15) 容易 得 到 它 的 维 数 为 


示 的 Young 图 为 


对 于 最 大 权 


D,((k, 0, =, 0, 0)) -| 


这 是 SU(n +1) 群 对 称 表示 [4] 一 般 所 知道 的 维 数 公式 . 

典型 Lie RÆ A, B., Cr, D, BE n 个 基本 表示 , 其 它 例外 Lie 代数 也 有 与 它 的 
Dynking 图 上 素 根 数目 相同 的 基本 表示 . 

在 理论 上 可 以 证 明 Lie 代数 的 所 有 表示 都 可 由 ”个 基本 表示 的 直 积 分 解 而 得 到 ， 而 
n 个 基本 表示 又 可 由 2 个 或 3 个 Dynkin 图 端点 上 为 1 的 初等 表示 短 习 积 的 全 反对 称 化 和 
对 称 化 而 得 到 . 这 些 间 题 就 不 讨论 了 . 


10.4 典型 Lie 代数 的 直 积 表示 


n+1 +k 
e) 


10.4.1 直 积 表示 


1. 典型 Lie 群 的 西 表示 

Lie 代数 g 的 m ERR, 为 m xm 矩阵 A(X), Xe g, 对 于 n 维 Lie 代数 g 的 一 组 基 
R(X, X,, ---, X.) ,表示 矩阵 A(X,) 存 在 如 下 交换 关系 : 

[ACX;) , A(X)1 = CHAGX,) 
CA Lie 代数 g 的 结构 常数 . 
由 Lie 代数 g 的 表示 通过 指数 映射 , 可 得 到 相应 Lie 群 G 的 表示 , 表示 矩阵 为 
M(a) =exp[e=;A(x,) ] 
X, 为 Lie 代数 g 的 基 矢 , 也 是 Lie 群 6 的 无 穷 小 生成 元 ，a 为 群 参数 ，M(a) 为 群 元 素 
gela) RIRE. 

对 于 典型 Lie 代数 4,, Bu, Cn, D, 的 实 形 su(n +1), o(2n + 1), s, (2n) Fl o(2n), 
A(X;) 都 是 反 Hermitian EE BF. P m h È AIAS 38 2k ph Ay 4R 2J j 82 J 8 SU (n +1), 
SO0(22+1)，Sr(2n2)，S0(2n) 的 表示 和 矩阵 都 是 酉 矩阵， 因 都 是 酉 表示 . 

典型 群 都 是 紧 致 Lie 群 , 由 定理 10. 1. 1 可 知 这 些 群 不 可 约 西 表示 都 是 有 限 维 的 ， 因 
而 讨论 典型 Lie 代数 的 有 限 维 不 可 约 表示 , 就 全 部 讨论 了 典型 群 的 所 有 不 可 约 西 表示 . 
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2. 典型 Lie 代数 的 直 积 表示 
在 上 节 中 已 讨论 了 典型 Lie 代数 z 有 限 维 不 可 约 表 示 4 可 由 最 高 权 A” 来 标记 . 对 
一 个 n 维 不 可 约 表示 存在 n 个 权 A® A? , AP, e, AC? ,构成 这 个 表示 的 权 系 41, 
其 中 4@) 为 最 高 权 , 它 是 单 权 . 其 它 (n -1) 个 权 42(i=1, 2, 3,…, n 一 1) 可 能 是 退化 
权 , 即 若干 个 权 是 相同 的 , 表示 空间 V, 可 分 解 为 以 权 4@ 标 记 的 子 空间 VO WEM, BD 
V, = DV (10.4.1) 


权 系 中 的 权 可 由 最 高 权 A” 减 去 一 定 的 根 而 得 到 . 
不 可 约 表示 的 基 矢 可 表示 为 {18,4”)| ,A 为 权 系 中 的 权 , B. 标记 不 同 的 退化 权 ， 
比如 权 A? 退化 度 为 上 , i=1, 2,…, k. 这 些 基 矢 在 Lie 代数 基 矢 H, E, 作用 下 
H, | BA) =AL BA 或 HVi = AVA 
E, | B.A') - | o Atach, (10. 4. 2) 
0, A +a gA, 
A; HA 的 第 7 分量. 
与 有 限 群 的 直 积 表示 一 样 ,也 可 定义 Lie 代数 g 的 直 积 表示 . 如 果 和 矩阵 {4(X)| 是 
Lie 代数 g BJ n 维 表示 4 的 表示 和 矩阵 , Xe g. m HERE | B(X) | 是 Lie 代数 g 的 表示 B 的 
RRE, 定义 矩阵 的 直 积 
C(X) =A(X)@B(X) 
为 Lie 代数 g 的 直 积 表示 , WA C =AG@B. 
在 有 限 群 的 直 积 表示 中 , 已 指出 矩阵 4 与 也 的 直 积 C = AGB 为 nxm 维 的 表示 , E 
阵 C 是 (nxm) x (nxm) 的 矩阵 , 它 的 矩阵 元 由 4 个 指标 标记 ， 即 
Cj, u = Gu bó i, k=1,2,--, n, j, 1=1,2, ,mm 
显然 直 积 表示 有 如 下 性 质 : 
(1) A@B = B@A; 
(2) (A@B)@C =AQ@(BG@C) ; 
(3) (AGB)@C =-AG@C@BG@C. 
如 果 表 示 4 与 4' 等 价 (4 ~4') , 表示 B 与 B' 等 价 (8~B'), 则 
A@B=C, A'@B'=C', C~C' 
如 果 Lie 代数 g 的 ERR 4 和 m 维 表示 B 都 是 不 可 约 的 , 但 是 nxm 维 的 直 积 表 
示 C=4@B, 一 般 也 是 可 约 的 . 这 种 可 约 表示 可 约 化 为 不 可 约 表示 的 直 和 ， 即 
A®B = > BadC (10. 4.3) 


C 


其 中 @ 为 不 可 约 表示 C 在 直 积 表示 AGB 中 出 现 的 重复 度 . 
直 积 表示 的 不 可 约 表示 分 解 是 十 分 重要 的 问题 , 从 原则 上 讲 , 这 种 分 解 归结 为 直 积 
表示 权 系 的 最 大 权 分 解 . 


10.4.2 直 积 表示 的 权 系 与 直 积 表示 的 分 解 
n 维 典 型 Lie 代数 g 以 最 高 权 A 标记 的 m。 维 不 可 约 表示 4 的 权 系 为 As， 其 中 包 


第 十 章 Lie 群 与 Lie 代数 的 表示 理论 505 


Hm, ALA AO, AQ)... A), m 个 权 中 除 最 高 权 4 Sh, HR m, -1 个 权 
有 若 于 个 是 相同 的 退化 权 . 以 最 高 权 M O 标记 的 ms 维 不 可 约 表示 B 的 权 系 为 A, CE 
fam, PAMO, MY, =, M™ ,其 中 , 除 MD 外 ,有 若干 退化 的 权 . 
直 积 表示 AGB 的 表示 空间 为 直 积 空间 ， 
Vior = V, @ V, = > > @ V! @ V# (10.4.4) 


ASA M cig 
Lie 代数 g 的 Cartan AF H, 作用 于 表示 空间 为 
HV; @ Vz = (H,V1) OV + Vi @ (H,Vz) 

= (V, + M,) V: Q V (10.4.5) 
这 说 明 V.G V, 为 H, 的 不 变 空 间 , 这 个 空间 的 权 为 4+M. 直 积 空间 mes 是 权 为 4+M 
的 子 空间 的 直 和 ,因而 直 积 表示 的 权 系 由 A 和 4s 中 任意 两 权 的 和 构成 从 而 得 到 直 积 
表示 AGB 的 权 系 Agh A” +MOWR, A m,m, 个 权 . 其 中 有 若干 个 权 是 重复 的 ( 即 
退化 的 ). 

直 积 表示 不 可 约 分 解 可 分 按 如 下 三 步 进行 : 

(1) 在 直 积 表示 权 系 4ues 中 选 出 最 高 权 4 +M ， 它 们 分 别 为 不 可 约 表 示 4 和 号 
的 最 高 权 ， 当然 它 是 Ases 的 最 高 权 , 这 就 是 直 积 表示 AGB 中 包括 的 以 4% + MM 为 最 
高 权 的 一 个 不 可 约 表示 . 然后 按照 这 个 最 高 权 寻 求 出 它 所 代表 的 不 可 约 表示 的 权 系 . 

(2) 在 权 系 Lor PRELUA” +M 为 最 高 权 的 权 系 语 , 在 剩余 的 权 中 再 找 出 一 个 
最 高 权 , 这 个 最 高 权 代 表 的 不 可 约 表 示 是 直 积 表示 AGB 中 包括 的 另 一 个 不 可 约 表示 . 
并 用 这 个 最 高 权 寻 求 出 以 它 为 最 高 权 的 权 系 . 

(3) ERZ Ases 中 除去 上 述 两 个 不 可 约 表示 的 权 系 , 在 剩余 的 权 中 再 重复 上 述 处 
理 , 直至 分 解 完毕 . ， 

这 种 处 理 只 是 直 积 表示 不 可 约 分 解 的 处 理 原则 . 实际 使 用 中 , 特别 是 对 高 维 数 不 可 
约 表示 的 直 积 分 解 中 , 这 种 方法 是 十 分 复杂 的 , 甚至 是 不 可 能 的 . 因而 对 具体 的 Lie 代 
数 或 Lie 群 ,都 发 展 了 直 积 分 解 的 方便 方法 ,比如 对 SU(n) 可 用 Young 图 表示 不 可 约 表 
示 , 用 Young 图 直 积 的 图 形 规则 发 展 了 直 积 分 解 方法 (这 种 方法 将 在 第 十 二 章 SU(n) 群 
不 可 约 张 量 表示 理论 中 讨论 ). 

在 B. G. Wybourne 的 专著 “Symmetry Principles in Atomic Spectroscopy” 给 出 了 很 多 有 
用 的 直 积分 解 表 . 

直 积 分 解 举 例 : Lie 代数 A, 直 积 表示 (0, 1)@(0, 1) 的 分 解 . 

在 上 市 中 已 给 出 Lie 代数 A, 有 两 个 素 根 a, , a, (œ, œ) =(@,, a,) =2, (a), a) 


= -1 它们 所 代表 的 不 可 约 表示 (0，1) 维 数 为 3， 最 高 权 4 = 了 (am +20), 权 系 Au 
为 
Ao, = {4 = +20, ) ， M= (a, -a,), M' = -42a +a) } 


直 积 表示 (0, 1) 四 (0, 1) 的 权 系 4 为 4+4,4+M, A+M', M+A, M+M, 
M+M', M'+A, M' +M, M'+M', 由 此 得 到 9 个 权 的 集合 为 
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3 ° 3 3 3 
-a +e, 2at+t2a -æ -2CGa, -oa -20, 4a — 21 
3 o”? 3 o”? 3 , 3 , 3 


A = [2 12 2a, +o 2a, to -a + G; 
kd 


其 中 最 高 权 为 4 = 和， 它 所 代表 的 不 可 约 表示 为 (0, 2), 是 一 个 6 维 不 可 约 表示 . 


在 上 节 的 例 3 PAUTA 为 最 高 权 的 权 系 . 在 直 积 (0, 1) x (0, 1) 的 权 系 4 中 去 掉 6 
个 (0, 2) 的 权 系 Aon 还 剩 三 个 权 


2al + 4a, 2a + a, 2a ~ 2@, 
3 , 3 ’ 3 
2æ ztn, 


这 正 是 最 高 权 A9 = 一 一 一 所 代表 的 不 可 约 表示 (1, 0). 


因而 直 积 表示 (0， D x (0, 1) 的 分 解 为 
(0,1)@(0, 1) =(0,2)@(1, 0) 


10.5 Casimir 算 子 及 其 本 征 值 
10.5.1 Casimir 算 子 


在 9.4.2 节 中 定义 了 Lie 代数 g 的 C-K 张 量 , 即 
ge = CC, (10.5.1) 
其 中 C5 为 Lie 代数 g 的 结构 常数 . 根据 定理 9.4. 1 半 单 Lie 代数 g 的 C-K 度 规 张 量 是 非 
退化 的 , 即 
+ detg #0 (10.5.2) 
因而 半 单 Lie 代数 的 度 规 张 量 8 FEME g, 
Eio Bor “BoBo =Ó, 
一 般 把 道 张 量 的 矩阵 元 记 为 g, BI 
g” En = 6, 
可 由 度 规 张 量 gw 的 道 g EX Casimir 算 子 . 
定义 10.5.1 LAF Ê H 
P = zX. X, (10.5.3) 
为 半 单 Lie 代数 g 的 Casimir 算 子 , X. , X, 为 半 单 Lie 代数 的 基 矢 . 
Casimir 算 子 具有 一 个 重要 的 性 质 : 半 单 Lie 代数 g 的 Casimir $F P 5 Lie 代数 g 的 
所 有 元 素 都 是 交换 的 . 下 面 就 来 证 明 这 一 重要 结果 . 
< X, 是 Lie 代数 g 的 一 个 基 矢 , WH 
[BP, x.) =g”[X, X, , X,] 
=g”X,[X,, X ] +e [X,, X, ]X; 
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=g" C} XX, + ger” Ch X, X, 
=g C} X X, + g“ C X,X, 
在 上 式 的 第 二 项 交换 一 下 o, p, 由 于 g% =g", 于 是 得 到 
[P, X 1 =g” CL (X,X, +X,X,) (10.5.4) 
利用 (9. 4. 20) 式 定义 的 反对 称 张 量 
Cor =zg, C, 
可 得 到 : 
C, =8C (10.5.5) 
由 此 得 到 
LÊ, X,] sz”z”C, (XX +X,X,) 
在 上 式 中 对 求 和 指标 进行 交换 ， 即 pA, voo 得 到 
LÊ, X.] =8” 8” Co (XX, + X,X,) 
= 一 ge C, (XX, + X,X,) 
=-[Ë, X. ] = 0 (10.5.6) 
(Con = -C,,,) , REAT P 5 Lie 代数 中 任意 元 素 都 交换 . 

Casimir 算 子 与 Lie 代数 中 任意 元 素 都 交换 的 性 质 是 十 分 重要 的 , 这 一 点 在 下 面 的 讨 
论 中 将 看 到 . 

利用 半 单 Lie 代数 的 归 一 化 C-W 38, C-K 度 规 张 量化 为 (9. 4. 20) 式 , 于 是 (10. 5.1) 
定义 的 Casimir 算 子 变 为 

Ê = giHH, + > EE- (10. 5.7) 
其 中 g* 为 由 Cartan 算 子 H, 决定 的 Cartan 子 代数 的 度 规 张 量 8 的 道 . 

以 半 单 Lie 代数 g 的 基 矢 为 无 穷 生成 元 的 Lie 群 G 的 群 元 素 可 表示 为 Lie 代数 g 的 
元 素 的 指数 函数 , 因而 Lie 代数 g 的 Casimir 算 子 一 定 与 Lie 群 G 的 所 有 元 素 都 交换 . 由 
Schur 引 理 知道 Casimir 算 子 一 定 为 恒 等 算 子 的 常数 倍 , 因而 Casimir 算 子 也 称 Casimir 不 
变 算 子 . 

Racah 推广 了 上 面 定 义 的 Casimir PRAT, 定义 了 高 阶 Casimir 不 变 算 子 .他 定义 
半 单 Lie 代数 g 的 新 的 基 矢 

X°“ = (10.5.8) 
利用 它们 定义 算 子 
P, = Ch Cy C XSX X", i=2,3,4=-r-l (10.5.9) 
FK P, H í W Casimir 算 子 , 当 i=2 时， 
PÊ, = CP p Ch XTX. = Cb Chang y X, 
由 于 Co Ca = oq 因而 
Ch Ca Bg = g. g = 8 


于 是 
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P, =8 gX, X, 8X, X, = P 

这 表明 (10. 5. 9) 式 定义 的 广义 Casimir 算 子 中 的 二 阶 算 子 P, 就 是 (10. 5. 1) 或 定义 的 通 
常 的 Casimir 算 子 ，Racah 证 明了 r 秩 的 半 单 Lie 代数 存在 > 个 独立 的 广义 Casimir 不 变 算 
子 , 对 全 部 单 Lie 代数 ，Casimir 不 变 算 子 为 

A,: Ê, i=2,3,.……,n+l 

B.: Ê, i=2,4,6,.,2n 

C,: Ê, i=2,4,6, =, 2n 
i=2, 4,6, =, 2n-2,n 
3: Ê, i=2,6 
F,: Ê, i=2,6,8, 12 
Es: Ê, i=2,5,6,8,9,12 
F,: Ê,, i=2,6,8, 10, 12, 14, 18 
Es: Ë, i=2, 8, 12, 14, 18, 20, 24, 30 


t 


由 于 Casimir 不 变 算 子 与 Lie 代数 的 听 有 元 素 都 是 交换 的 , 因而 它们 在 半 单 Lie 代数 
和 半 单 Lie 群 的 表示 理论 研究 中 是 十 分 有 用 的 , 可 用 它们 的 本 征 值 标记 不 可 约 表示 的 基 
矢 . 

由 于 度 规 张 量 非 退 化 是 半 单 Lie 代数 的 充 要 条 件 , 因而 非 半 单 Lie 代数 度 规 张 量 一 
定 是 退化 的 , 不 存在 道 ， 这 样 便 不 能 定义 Casimir AF. 不 过 对 于 非 半 单 Lie 代数 也 可 用 
其 它 方法 定义 与 代数 的 所 有 元 素 都 交换 的 算 子 , 一 般 称 为 不 变 算 子 . 这 里 就 不 进行 讨论 
f. 


10.5.2 二 阶 Casimir 算 子 的 本 征 值 

1. 最 高 权 所 对 应 的 基 矢 |4A) 的 Casimir 算 子 的 本 征 值 

以 最 高 权 4 代表 的 不 可 约 表示 的 基 矢 | A, k(M)M)| 中 属于 最 高 权 A 的 基 矢 中 有 
一 个 (4 HFR KECA) =1), 可 简 记 为 14). 在 C-W 基 中 , 二 阶 Casimir 算 子 ,由 (10.5. 
6) 式 表示 , 它 作 用 于 14) 为 

P| A) = gHHIA)+ X EE „l A) 
we > 
因为 若 a 为 正 根 , E14〉=0, 于 是 上 式 可 写 为 
Bl A) = giHHIA)+ Y [IE,, Ea]! A) (10. 5. 10) 
aeyt 


容易 得 到 
gHH! A) = Si14)》 = P Adil A) = (4,4)1 A) (10.5.11) 
Ao A 为 4 的 第 i 个 和 第 j 分 量 , Hi14〉=Ai14), (4, 和) 为 最 高 权 的 内 积 (注意 重复 指 
PRERA). 而 
[E,, Ea] =w =aH, H=(H,, H,, …, H,) 
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因而 
Y [E,, Ea]! A) = $ aHl A) 
ae X+ ae yt 
=2gH! A) = 2(z, A)! A) (10. 5. 12) 
其 中 
g = 了 Yu (10. 5. 13) 
we x+ 
为 正 根 和 的 一 半 . 
最 后 得 到 
P,1A) =(A +2g, A) 1A5 (10. 5. 14) 


2. Casimir 算 子 Ë, 对 不 可 约 表示 从 的 所 有 其 它 基 入 的 本 征 值 
以 最 高 权 4 标记 的 不 可 约 表示 , 全 部 基 矢 {14, K(m)M) | 都 可 由 基 矢 !47 通 过 五 _。 
作用 而 得 到 .比如 若 4 -we44(44 为 不 可 约 表 示 A RR), M 
E JA) =alA, -a)lA, 4-a) 
a(4，-a) 为 归 一 化 常数 ， 因 而 任何 基 矢 14, K(m)M) 都 可 表示 为 特定 算 子 函数 
fl-a EFIA RAR, 即 
1A, K(m)M) =É ( -a)1A) (10. 5. 15) 
HT Ê, 与 Lie 代数 的 所 有 基 矢 都 交换 ,因而 
[BP,, fF.( —a)]=0 或 Bf.( -a) =f,( -a)Ë, 
由 此 得 到 14k(m)M) 对 Ê, 的 本 征 值 为 
Ê l A, k(m)M)} =ËP,f(— a) | A) = f.( - a)Ë, | AY 
=(A +2g, A)fF.(-@)1 A) 
=(A +2g, A) 1 A, k(m)M} (10.5.16) 
这 一 点 是 十 分 重要 的 , 它 说 明 对 于 以 最 高 权 4 标记 的 不 可 约 表 示 , 它 的 全 部 基 矢 对 
Casimir 算 子 忆 有 共同 的 本 征 值 (4 +2g, A). 或 者 说 , 不 可 约 表示 A 的 表示 空间 V, 中 
任 一 向 量 都 是 记 的 本 征 向 量 , 本 征 值 为 (4 +2g, A). 
显然 对 (10. 5.9) 式 定义 的 广义 高 阶 Casimir 算 子 也 具有 相同 的 属性 ， 即 Lie 代数 的 
所 有 元 素 都 是 ; Br(2 <i=r)Casimir AF P, 的 本 征 矢量 , 而 且 有 共同 的 本 征 值 . 


10.5.3 二 阶 Casimir 算 子 本 征 值 的 计算 


二 阶 Casimir 算 子 的 本 征 值 (4 +2g, A) 对 每 种 典型 Lie 代数 都 可 统一 地 计算 , 给 出 
明确 表达 式 . 

在 第 9.7 节 中 , 我 们 用 维 空间 的 单位 正 交 矢量 e; = (0, 0, …, 0, 1, 0, =, 0)( 第 
i 个 分 量 上 为 1 ,其它 分 量 都 为 0) , 描述 了 典型 Lie 代数 A... Ba C, 和 D, 的 根 矢量 和 
素 根 .为 了 使 用 度 规 张 量 gy =65( gs 为 度 规 张 量 中 Cartan 子 代数 的 部 分 ) , 典型 Lie 代数 
的 根 向 量 需要 进行 了 归 一 化 , 9. 7 节 已 给 出 了 归 一 化 常数 为 
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A,:[2(n+1)] 7, B,:[2(2n -1)] "£ 
| C, [2(2n +2)] 7, D,:[2(2n -2)] 7? 
BENA C, 
现在 讨论 Casimir 算 子 的 本 征 值 也 把 最 高 权 按 这 组 基 矢 展开 , 把 正 根 和 8 也 按 这 组 
ERF, 即 令 
[n] . 
A = > xie (对 4,[n] =n +1, X} B., Ca, Da, [n] =n) (10.5.17) 
因为 4 为 n EREC X Lie 代数 的 秩 ), 对 于 4,, 基 矢 有 n+1 个 , 因而 这 种 展开 是 不 唯 


一 的 , 为 此 限定 Sa = 0. 这 样 , 展开 式 (10. 5. 17) 就 完全 确定 了 . 
同样 ， 矢量 5( 正 根 之 和 的 一 半 ) 也 对 1e ， i=1, 2,…, [n] ] 展开 为 


[n] 
8 = 了 8iei (10.5.18) 
TE Ê, 的 本 征 值 为 
(A +2g, A) = C, > $, (z; +28i)%(0i, e.) ` (10. 5. 19) 
对 于 归 一 化 基 矢 {e,} , 内 积 
(e;, ej) =ó; (10.5.20) 


C, 为 典型 Lie 代数 g 的 归 一 化 常数 , 对 上 典型 Lie 代数 4,，B,,C,, D, 前 面 已 给 出 了 归 一 
化 因子 C Ar f 
(A +2g, A) = C, > (x + 28:)%, (10.5.21) 
面 只 须 对 一 定 Lie 代数 求 出 g;, 对 一 定 最 高 权 求 出 % ， 由 (10. 5.21) 式 就 具体 计算 出 了 
全 从 
1. Lie 代数 A, 的 Casimir 算 子 本 征 值 
9.7 节 已 给 出 了 Lie 代数 A, 的 根系 为 
53:{e,-e, i, j=1,2,.…%…,n+1} 
¿<j 的 根 为 正 根 , 因而 


_ 1 _ 1 
g = z% (e =e) = 7a (n -2i +2)e, (10. 5. 22) 


对 一 定 的 最 高 权 人， 为 求 出 (10. 5. 17) 式 中 的 展开 系数 ， 计算 (人 +, 


= HA, a) _ ntl n n (eo œ) 


即 


(10. 5. 23) 


œ c II HRR, A, 的 素 根 为 =- eai’ j= 1,2, . “sn, HT Ca, a) = (e, - esis @; — 
e; ) =2， 
1, i=l 
(e,, œ) =(e,, e, -—e, A) =} -1, i=j+l (10.5.24) 
0， 其 它 
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由 此 得 到 
A u, i=1, 2, .…,n (10. 5. 25) 
ab ac) 
由 (10. 5. 20) 式 可 得 到 
As San 1 (10. 5. 26) 
i=} 
容易 得 到 
n+1 
Yi, = 2“: - (n +1)x,,I = N 
i=k 


对 最 高 权 和; 为 非 负 整数 ,因而 Ya, = N 为 由 最 高 权 决定 的 正 整 数 ， 而 对 Lie 代数 4,， 


n+1 


2a = 0 ,因而 


于 是 (10. 5.26) RH) x, 为 
(10. 5.27) 


把 用 最 高 权 (Ai， À>, tts An) 和 > iÀ, = NN 表示 的 x,(i=1， 2,……， n+1) 的 (10. 5. 27) 式 
代入 (10. 5. 19 ) 式 就 可 计算 出 Lie 代数 4,( 或 su(n+1) 以 (A1, As,…, 和 A,) 标 记 的 不 可 约 
表示 的 Casimir AF Ê, 的 本 征 值 . 


C, (A) = (A +2g, A) = 


EEES +1) Z > 
2. Lie 代数 B, 的 Casimir 算 子 的 本 征 值 
9.7 节 已 给 出 Lie 代数 B, 的 根系 为 


x=! te;, i=l, 2, teg n; +(e, +e), i<j, i,j=1, 2, ets n} 


(x; +n+2-2i)x, (10.5.28) 


正 根 为 
Xt =le,i=1,2, ~., nie te, i<j=1,2, ..., n} 
因而 
g=7 a a, -312e + Ze, +e) + X Ce -e)l 
-7È S (2n + 1 -2i)e = Yee, a =n +> i (10. 5. 29) 
最 高 权 A 的 展开 式 为 


A = 》 xe (10. 5. 30) 
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y = (A) _ 宁 。 2(e a) 


K: 
= x. 
(a, æ) 台 ' (e, æj) 


Lie 代数 B, RIS (TI R) H a =ei-ei， i=l, 2, -ta n-l, æ, =e} 9 因而 
2, 。 


2 =1 .. -1 
(a; æ) =] , : , , 
1, ¿=n 
于 是 得 到 
À; = S zle; ej) = x; — X;,15 7]=1,2,.…,n-l 
N = 2F (0,, am) = 2x, 
izi 
由 此 得 到 


À, 


把 (10. 5.29) 式 和 (10. 5. 32) 式 代 人 (10. 5. 19 ) 式 得 到 Casimir 算 子 本 征 值 为 


C (A) = D) > (x; + 2n + 1 -2i)x; 


1 
2(2n -1) 
3. Lie 代数 C, 的 Casimir 算 子 本 征 值 
Lie 代数 C, 的 根系 S ARER II H 
X: |2e;, i=1,2, =, n, +(e, +e), i<j=1,2, =, n} 
I:le,-e;,,, i=1, 2, =, n-1, 2e,} 
通过 与 前 面相 同 的 计算 可 得 到 


n 


x, = À 


t 


WA 


k=i 
由 此 得 到 
Co (A) = Im ry Dy (x, +2n +2 — 2i)z; 
4. Lie 代数 D, 的 Casimir 算 子 的 本 征 值 
D, 的 根系 和 素 根系 为 
X:| +e, +e, 1<i<j=ni 
H:{e;-e;, i=1,2, e, n-1, ISi<j&n, e1 +e,l 


通过 与 前 面 同 样 的 计算 可 得 到 


Casimir 算 子 本 征 值 为 


(10. 5.31) 


(10. 5. 32) 


(10. 5. 33) 


(10. 5. 34) 


(10. 5.35) 


(10. 5.36) 
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Cp (A) = g A + 2n — 2i) (10. 5. 37) 


10.5.4 Lie 代数 A, (su(3) ) 的 Casimir 算 子 及 其 本 征 值 


作为 例子 讨论 一 下 Lie 代数 A, (su(3) ) Casimir 算 子 及 其 本 征 值 ，Lie 代数 A, 根 空间 
是 二 维 的 , 共有 6 个 非 零 根 t+a，+B，+ (a+B)，, 在 归 一 化 È aia; = 6; 条 件 下 它们 为 
__l. -1 _ _ 
asy l 43), B W B), a+ß= zg% 0) 
利用 这 组 根 ，C-W 基 的 代数 结构 为 
[H,, E, ] =e;E,, [E,, Es ] = =NarpEasg> [Ea Ea] =a;H, 


其 中 Ng 对 hs 为 Np = -Nu (asp) = 具体 写 出 结构 常数 , 可 计算 出 度 规 张 量 为 


因而 Casimir 算 子 Ë, 为 
Ë, =B +H +E, E „+E E, 
+ EpE p + ESE, + EgE (wp) + Etap Eag 
取 最 高 权 A 标记 的 不 可 约 表示 中 对 应 于 A 的 基 矢 为 14, A), L ,作用 于 这 个 基 矢 为 
P, 1 A, A) 

=(4 +A2)1 A, A) + [EE a] +[E,E p] + [Eng Ea 11 l A, A) 

=[At +4} + (æ&+ßB+a+ß, A)] I A, A) 

=(A +2g, A) | A, A) 
在 10.3 节 的 例子 中 已 给 出 了 Lie 代数 4, 的 最 大 权 为 
2A1 +à, A,+2A 


A = 3 DEEN 
_24 人，a) A, B) 
C3 a) ” -7 B) 
a, B 为 素 根 , 于 是 
(A +2g, A) 
(Priha at 2À2 +2a +2, atA Là +2 ) 
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_2A1 + À, +O2A + À; 


3 — (a, a) | 
À +2AM +6 2A1 +A, 2A+AT6 À +A? l 
+| ——,. —— + 一 -一 一 一 一 一 一 |(a， 
[ 3 ' 3 + 3 ， 3 je p) 
À, +2À, +G À 2 
+ 一 -一 一 一 3 — (8, p) 


(e, a) = +, QB) =L. (æ, B) =- + | 
于 是 
(A+2g, A) =Q +À)+À À, +3À, +3A,) 
由 公式 (10. 5.27) 可 得 到 
4 
代入 (10. 5.28) 式 得 到 


(A +2g, A) = 二 [x +2) + x,x, + xs (x, — 2)] 


1 
- (À, - A,)2 + (x, +2A2) (x + 2À; + 6) ] 
=Q + A2 +AIA +3A + 3A,) 


这 两 个 结果 是 完全 一 致 的 . 
如 果 取 A, 的 根 为 a, =ë, -@;, @; =@, —ës , as=el-es=a+ 呈 ,由 此 得 到 的 结构 常 
数 与 前 面 的 归 一 化 根 的 结构 常数 是 不 一 样 的 ， 由 而 用 这 种 结构 常数 得 到 的 度 规 张 量 也 有 


不 同 的 形式 , 从 而 Casimir AFERA, 这 种 差异 就 是 归 一 化 常数 [5 ri 5); 因而 对 


于 这 种 形式 的 根 , 在 本 征 值 方程 中 要 乘 以 ri 


第 十 一 章 Lie 代数 su(2) ,so(3) 和 
Lie 群 SU(2) , SO(3)B9 


不 可 约 表示 


本 章 首 先 讨 论 三 参数 单 Lie 代数 的 实 形 , 由 此 得 到 紧 致 和 非 紧 致 三 参数 Lie 群 , 然后 


详细 讨论 SU(2) 和 50(3) 群 的 有 限 维 不 可 约 酉 表示, 在 此 基础 上 研究 不 可 约 表示 的 直 积 


分 解 和 C-G 系数 ,以 及 Racah 系数 ,而 后 讨论 了 不 可 约 张 量 算 子 和 W-E 定理 
11.1 Lie 代数 A， 的 实 形 


11.1.1 Lie 代数 4, 的 实 形 


典型 Lie 代数 A, ~ B, ~ C, 是 唯一 的 一 个 三 参数 复 单 Lie 代数 . 它 的 根 空 间 是 一 维 
的 , 只 有 两 个 一 维 的 根 a，-a, 取 a=1， 于 是 C-W 基 为 1, E, E} Lie 代数 为 
[H, E, ]=+E,, [E,,E.]=H (11.1.1) 
这 个 Lie 代数 与 9. 2 节 中 (9. 2. 39) 式 给 出 的 S0(3) 群 的 的 无 穷 小 算 子 | 瑟 ,三 ,无 } 是 很 
有 关系 的 , 可 以 令 


H=L,=L,, E, = P sit) =La 


这 说 明 复 Lie 代数 4 与 1m , Lail 构成 的 实 Lie 代数 同 构 , 而 S0(3) 群 的 无 穷 小 算 子 {L,， 
L,, L 构成 实 Lie 代数 so(3), 它们 的 Lie 代数 为 
[L,, L] =iL, [L,, L] =iL,, [L,, L,] =it, (11.1.2) 
HFL, Lo L E H, 五 .存在 同 构 关 系 ,， 因 而 复 Lie 代数 A, 为 实 Lie 代数 so (3) 的 复 扩 
充 , 也 就 是 说 so(3) 为 4, 的 一 个 实 形 . 
9.2 节 也 给 出 了 SU(2) 群 的 无 穷 小 生成 元 , Bp 


_ 0 1 0 -i ø 0 
ma 中 a= 路 nm- 人 。 _1) 


L. =o, La -了 +ig,) (11.1.3) 
则 它们 的 Lie RULE | Lo, Lai} Lie 代数 , 因而 Lie 代数 su(2) 5 so(3) 同 构 , 它们 都 是 
复 Lie 代数 A, 的 实 形 . 
根据 定理 9. 9. 3，Lie 代数 A, 的 实 形 基 矢 应 当 取 iL, iL, iL, AM A, 的 实 形 实 Lie 
代数 so(3) 的 基 矢 为 1 ， 记 这,} , so(3) 的 Lie 代数 为 


[iL , 这] = -这 ， [这 , iL] = -iL,, [iL, iL,] = -iL, 


如 果 令 
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结构 常数 为 C5 = Cs = CX = -1, 因此 得 到 Cartan-Killing 度 规 张 量 为 
-2 0 0 
0 -2 0 
0 0 -2 
即 so(3) 的 度 规 张 量 是 负 定 的 , 根据 定理 9.9. 1, 它 是 紧 致 Lie 代数 , 这 便 进 一 步 证 明了 
so(3) ~su(2) È A, 的 紧 致 实 形 . 

如 果 令 


b=-iL, b=-iL, L =L, 
则 得 到 Lie 代数 
IL, L]=-L, [L, L]=-L, [IL,L])=-L, (11.1.3) 
它 的 复 扩充 也 是 Lie 代数 4 , 因而 由 i, L, L; HRK Lie 代数 记 为 so(2, 1), 它 的 复 


扩充 也 是 Lie 代数 A, FFE so(2, 1) 3 A 的 另 一 个 实 形 . 由 (11. 1. 3) RERE RER 


张 量 为 
-2 0 0 
g=| 0 -2 0j, detg=8 


.0 0 2 
因而 so(2, 1) 是 4, 的 非 紧 致 实 形 , so(2, 1) Lie 代数 su(1, 1) F. 相应 的 Lie 群 为 
SO0(2, 1) 和 SU(1, 1). 
把 这 两 种 情况 归纳 在 一 起 ,(11. 1. 1) 式 可 写 为 
[Los Lj= La, [Li, LL] =qL, (11.1.4) 
当 g=1 时 , 为 实 Lie 代数 su(2) ~so(3), 当 g= -1 时 ,为 so(2, 1) ~su(1, 1). 由 
(11. 1. 4) 式 得 到 度 规 张 量 为 


2q 0 
g 的 逆 为 
1 
> 0 0 
_1 1 
g =|0 0 P 
1 
0 27 0 
定义 Casimir 算 子 为 


É =2e2X.X, = G + (Laba 二) 
Ú +U +DÚ = É, = 1, so(3) ~ su(2 
-人 人 q o(3) ~ su(2) (11.1.5) 
-DL -D +P, q=-1, so(3,1) ~ su(l, 1) 


Casimir 算 子 的 定义 (11. 1. 5) 式 与 第 十 章 的 定义 差 2 倍 , EATE C = P , 物理 意 
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义 更 加 明显 . 这 两 个 定义 对 讨论 任何 问题 都 没有 影响 .由 (11. 1. 5) 式 看 到 so(3) 的 


Casimir 算 子 就 是 轨道 角 动 量 平方 ， 即 吕 ,su(2) 的 Casimir 算 子 就 是 自 旋 角 动量 算 子 的 平 
JP, ERRA S. ¿L.L 或 $,,$,, $, 就 是 轨道 或 自 旋 角 动 量 算 子 , 因而 它们 都 是 
Hermitian 算 子 . 

为 了 不 限于 描述 SO(3) 群 的 轨道 角 动 量 ,， 同 时 也 描述 SU(2) 群 的 自 旋 角 动量 , 以 后 
EL, L, LAL UAR 8., $, Š. TI 9 均 写 为 J, Jp LAJ. 

Lie 代数 A, 的 实 形 除了 上 面 讨论 的 两 种 外 , 还 可 以 使 (11. 1.4) 式 中 g=0, 即 

[Jas Jaa] =0, [Jos Ja] = tJa (11.1.6) 
这 个 Lie 代数 为 二 维 空间 的 Euclide 代数 E, 它 可 表示 为 二 维 平移 代数 T, 和 二 维 旋转 群 
的 Lie 代数 so(2) 的 半 直 和 ， 即 
E = T,@,so (2) 


11.1.2 非 紧 致 Lie 代数 su(1, 1) so(2, 1) 


为 了 说 明 非 紧 致 Lie 代数 su(1, 1), so(2, 1), 下 面 简要 说 明 一 下 非 紧 致 Lie 群 
SU(m, p) SO(m, p). 
XIF n 维 复 空间 定义 一 组 基 矢 e,, i=1, 2, …, n, 空间 中 任 一 向 量 工 都 可 表示 为 
x 


定义 向 量 内 积 (inner product) 为 
(x, Y) = Yala 


其 中 
f Er 二 (ei， e;) 
以 gj 为 矩阵 元 的 矩阵 g 称 为 度 规 张 量 , 如 果 
Bi = Š;£; 


称 为 正 交 基 矢 , 于 是 
(X, Y) = D xí guy, 
称 
(X, X) = > =: Eiki 
为 二 次 形 . 如 果 g; = 6s, 称 为 厄 米 空间 (Hermitian Spaces) 或 西 空间 .保持 酉 空间 二 次 形 
不 变 的 矩阵 为 本 和 矩阵, 这 种 矩阵 构成 的 群 为 丁 群 ，U(n). 由 单 模 本 矩阵 构成 的 U (n) 的 
子 群 为 单 模 西 群 SU(n). 
XF n 维 实 空间 g; = 5;, 称 为 Euclide 空间 . 保持 这 种 空间 二 次 形 不 变 的 矩阵 为 正 
EERE, 它们 的 群 为 0(n) 群 ,其 单 模子 群 为 SO(n). 
如 果 度 规 张 量 
òjo i=l1,2, +, m 
Bi = | 


. | (11.1.7) 
— 6;,， i=m+1, m+2, ,m+p=n, n=m+p 
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二 次 形 为 
(X, X) = > si x, - PEL 
这 种 空间 称 寿 酉 空间 (pseudo-unitary spaces). 保持 n =m +p HRAS -KE EKE 
MERKER. EARI pi == LERE BS E BEAN PR REA U(m, p), 它 的 单 
模子 群 为 SU(m, p) 群 . 
由 保持 寿 西 空间 二 次 形 不 变 , Ep 
(AX, AX) = (X, X) 
可 推导 出 n=m + p ER AER 4 具有 性 质 
g 'Atg=A" (11.1.8) 
RF z 为 寿 丁 空间 的 度 规 张 量 ,显然 厢 丁 抢 阵 之 积 还 是 用 丁 矩阵 , 因为 若 4, BEREE 
阵 ， 即 
(AB) -1 = BA” = g'B* gg`'A* g 
=g"B* A* g = g" (AB)" g 
因而 AB = C 也 是 硅 酉 抢 阵 ， 它 们 构成 一 个 群 ， 即 U(m, p RE, 单 模子 群 为 SU(m, p). 
n=m +p 维 实 空 间 , 若 度 规 张 量具 有 (11. 1.7) 式 的 形式 , 则 称 为 尾 Euclidean 空间 . 
RRF Euclidean 空间 二 次 形 不 变 的 矩阵 为 履 正 交 竹 阵 , 它们 构成 的 群 为 0(m, p) , 单 模 
子 群 为 S0(m, p). 硒 正 交手 阵 具 有 性 质 


g Ag=A"! (11.1.9) 
H (11. 1.8) REBRE, 矩阵 元 的 条 件 为 f 
È, agua Zi = dg, D eiai aygu = By (11.1.10) 


H11 1. 5S ATEA RELEE RETRA. 

由 度 规 张 量 的 定义 可 以 看 到 , Æ n =m +p 维 厦 本 空间 或 性 正 交 空 间 中 , m 个 坐标 是 
实 的 , p 个 坐标 是 虚数 .因而 , SU(m, p) 和 SO(m, p) 群 所 作用 的 m 维 空间 除 m 个 实 坐 
标 外 , 还 有 p 个 虚数 坐标 . 

SU(1, 1) 群 的 矩阵 是 2 x2 单 模 和 矩阵 ,， 形 如 

(， 让 ad-bc=1 
c d 
它 的 逆 矩 阵 为 


由 条 件 


得 到 
d=a*,b=c*, cd-be=a"a-c"`e=1 


因而 SU(1, 1) 群 的 元 素 为 
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* 

a c * * 

, Ga" -ce =1 

* 
c a 


只 有 三 个 实 参数 , 条 件 aa” - ce” =1, 并 不 要 求 ae "和 cc" 有 界 , 因而 它 是 非 紧 致 的 . 
而 (9. 2. 21) 式 已 给 出 SU(2) 群 的 矩阵 为 
a c ' ._ 
| _ ah aa" +ce* =1 
因而 是 紧 致 的 . 
同样 5S0(3, 1) 的 群 元 素 具 有 性 质 


由 此 得 到 和 矩阵 A 
Gn an üg 
A= Ë G ~ 
a3 an Gs 
REREN 
Gn G 一 013 
A! | a2 an G; | 
G “an3 A3 
由 此 得 到 


an +ab 一 al =1, a?) +a -az =1, - a3 +a% +a =1, ° 
因而 S0(2, 1) 群 也 是 非 紧 致 的 . 群 S0(2, 1) 可 表示 为 
SO(2， 1) = {4sSO(3， C) las, a3, (31 » an MER, 其 余 为 实数 } 


11.2 Lie 群 SU(2) 和 SO0(3) 


11.2.1 Lie 群 SU(2) 及 其 定义 域 与 连通 性 
把 SU(2) 群 的 无 穷 小 生成 元 记 为 w =0,, oc, =0,, 03 =0,, 并 令 


o=o, tao: to, 


于 是 Lie 代数 su(2) 中 任意 元 素 耻 =xi, +yi, +z, H 
ro =o, ty0, +20, = | Z =»), Vx +y +Z =r (11.2.1) 


x+iy -z 
单位 元 邻 域内 群 SU(2) 的 元 素 为 
M(8x) = x0 = 8,.0, + 6,0, +8,0, 
因而 有 限 参数 的 群 元 素 为 


. .1 y . 
lim(E -i aro] =exp( — ira) 
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利用 矩阵 指数 函数 的 级 数 展开 公式 可 得 到 


exp( ~ iro) = y 1- iro)" 


n=0 

由 于 
(ro)" =| z x 一 ui _ ES 
x+iy -z 
Z Z _ > 
(ro)? ”| r r I (11.2.2) 
r r 

可 得 到 


(11.2.3) 
x 


Z. .x . 1 Y. 
cosr +i —sinr í —sinr + -sinr 
. r r 
exp( ~ iro) = 
r 


a% , - . Z , 
1 -一 SIn7 一 sınr cosr — 1 一 SII7 
r r 


由 于 ( -iro)* =iro 是 反 Hemitian 矩阵 ,因而 exp( - iro) 为 单 模 丁 和 矩阵 . 
取向 量 的 单位 向 量 为 z, TE r=rn, (n: +n +n) = 1. n, n,n 为 ?的 方向 余 


3). EJ =e, 则 (11.2.3) 式 变 为 
| U(n, r) =exp( - irnJ) 


cos — + in sin — in sin — + n sin — 
2 : 2 x 2 M 2 ; 
= (11.2.3’) 
in sin — -~ n sin — cos — -in sin — 
* 2 7 2 2 Ë 2 


由 此 可 看 到 
exp( —irnJ) =exp( ~i(r+4m)n]) = -exp( -i(r +2%)nJ) (11.2.4) 
这 表明 可 用 3 个 独立 参数 mw, n (n, =/1 -n -n,) A r WR S7(2) 群 的 矩阵 .mn ，m, 是 
方向 余弦 ,它们 的 变化 范围 为 -rSn Sm, -rSn S7, 由 (11.2.4) 式 看 到 参数 > 是 以 
4 为 周期 变化 的 , Kr =r+2"7 时 , 和 矩阵 变 为 参数 为 > 的 负 和 矩阵 . 
由 此 得 到 SU(2) 群 三 个 参数 的 定义 域 为 R 空间 半径 为 2r 的 球 , 球面 上 的 全 部 点 


-1 0 
(Oa 对 应 于 元 素 -五 = | 0。 _ 1], 而 球 内 每 一 点 对 应 一 个 元 素 U(r, n, n), BRA 


0 
上 的 点 都 是 等 价 的 . 
在 半径 为 2r 的 球 上 , 任意 一 点 都 可 经 过 参数 (n,, n,, m) 的 连续 变 而 变 到 坐标 原点 
( 球 心 ) , 因而 SU(2) 群 是 连通 群 。 球 的 任 一 直径 的 两 个 端点 是 等 价 点 , 因而 7 在 x 决定 
的 一 个 直径 上 由 经 过 EA 2r IF, 球 心 点 a 变 到 直径 端点 8, 再 经 过 3m, 变 到 4m. 与 
点 等 价 的 直径 另 一 端的 端点 5' 沿 同一 直径 变 到 球 心 点 a. 这 表明 5U(2) 群 是 单 连通 的 . 


11.2.2 SO(3) 群 及 其 定义 域 与 连通 性 
取 (9.2.19) 式 给 出 的 50(3) 群 的 三 个 无 穷 小 生成 元 构造 S0(3) 群 .并 令 记 = 忆 ， 雇 
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=L, ih} =L,, T=iL, +i,L, +i,L,, i, i, š, 分 别 为 x, y, z 方向 的 单位 向 量 . 

e=ne f 
n=(n,, nys n,) 为 向 量 Po 的 单位 向 量 ， n; +m; +n; =1, n, n,, n, 为 方向 余弦 .于 是 由 
L,, L,, L, 构成 的 Lie 代数 o(3) 的 元 素 可 写 为 
0 -pn Pn, 
pn, 0 — @n, 


X=ienL = (11.2.5) 


-en, pn, 0 
显然 它 是 迹 零 的 反对 称 和 矩阵 ， 因 而 通过 指数 映射 得 到 SO(3 ) 群 . 
经 过 指数 映射 后 群 元 素 为 
R(n,, n,, n,, p) =exp( —ienL) (11.2.6) 


0 -n n, 
(~ in Ly?” | n, 0 i 
0 


=n, n, 


利用 公式 


l- -~ n,n, ~ nn, 
(- inL)”™ =(- v- nn, l-r - 5 (11.2.7) 
-nnm -nn, l-r 
(11.2.6) 式 指数 展开 后 可 得 到 
R(n,, n,, ns, @) = exp( - ignL) 
n (1 -cosp) + cosp n,n,(1 ~ cosp) — nsing n,n,(1 - cosg) + n,sing 
=| n,n,(1 - cosp) + n,sinp nm(l ~ cosp) + coso n,n,(1 — cosg) - | 
n,n,(1 ~ cosp) - n sing n,n,(1 - cosp) + mssinp nil(l ~ cosp) + cosg 
(11.2.8) 
其 中 9 为 转动 角度 , 转动 轴 为 n= (n, , n, n,) ， 这 也 是 第 二 章 给 出 的 转动 公式 . 
由 (11.2.8) 式 可 看 出 p 以 2 为 周期 . 
R(n, , ny, n,, p) =R(n,, n,, n,, @ +2+) 
由 此 三 个 连续 参数 (ns, n, n, = /1 — nini, p) 的 定义 域 为 R' 空间 中 半径 为 z 的 球 每 一 
个 直径 在 球面 上 的 两 个 交点 nn 和 -mn 对 应 于 一 个 元 素 , 即 每 个 直径 在 球面 上 的 两 个 交点 
描述 一 个 群 元 素 , 因而 , 它们 是 等 价 点 . 在 半径 为 的 球 内 Lie 群 S0(3) 是 单 连 通 的 . 


11.2.3 SU(2) 群 与 SO0(3 ) 群 的 关系 


由 于 SV(2) 和 SO(3) 的 无 穷 小 生成 元 构成 同一 个 Lie 代数 ， 因 而 在 原点 的 无 穷 小 邻 
域内 , SU(2) F 50(3) 群 的 元 素 存 在 一 一 对 应 的 关系 , PB SUV(2) 群 和 50(3) 群 局 部 同 
构 , 但 在 整体 上 SU(2) 群 的 定义 域 是 R 中 半径 为 2r HR, SO(3) 群 的 定义 域 是 R° 中 
半径 为 «的 球 , 因而 两 者 在 整体 上 不 可 能 同 构 . . 

为 了 检查 SU(2) 群 与 S0(3) 群 群 元 素 的 对 应 关系 , 把 50(3) 群 的 定义 域 扩展 到 半径 
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为 25 的 球 上 , 此 时 的 50(3) 记 为 50(3)". 在 这 个 定义 域 中 当 把 球面 上 的 点 视 为 等 价 点 


时 ,每 个 点 唯一 地 对 应 一 个 SVU(2) 群 的 元 素 . 但 是 对 SO0(3) RE, 34 o H -a 33] z BF, 
ENT S0(3) 群 的 全 部 元 素 , WQ e M w EE 2 时 和 由 -T 变 到 -2m 时 , 又 经 历 了 
S0(3) 的 全 部 元 素 ， 因而 在 半径 为 2r 的 球 内 S0(3) 是 2 度 连通 的 , 或 称 双 连通 的 (在 数 
学 上 说 明 连 通 性 需要 拓扑 空间 道路 同 论 (homotopy) 的 概念 ). 
因而 在 半径 为 2 的 球 内 一 个 50(3) 群 的 元 素 对 应 于 两 个 SU(2) 群 的 元 素 , 即 SU(2) 
群 与 $0(3) 群 在 整体 上 是 2 对 1 的 同 态 ， 比 较 (11.2.3) 式 和 (11.2.8) 式 可 以 看 到 
R(n, e) — U(n, @/2) 


R(n, gp +2T) = R(n, 2) — U(n, $ +r) =- U(n, > 


即 
U(n, p/2), E, ys 
"ln, a un, 9/2), -Ezy 

即 同 态 核 为 SU(2) 的 元 素 | Er, -Eal 它们 构成 2 维 空间 的 反 演 群 , 它 是 SU(2) 
群 的 不 变 子 群 ， 因 而 它 可 构成 SU(2) 群 的 商 群 SU(2)71,, WE SU(2)/1, 与 50(3) 群 同 
构 , 即 SU(2)/h =S0(3)* -SO(3), 称 S0(3) "和 群 为 双 值 S0(3 ) 群 . 

这 个 结果 是 定理 9. 2. 4 的 具体 例证 ，Lie 代数 A, 的 实 形 可 生成 两 个 Lie 群 SU(2) 和 
3S0(3)，SU(2) 是 单 连通 Lie 群 , S0(3) 是 复 连通 的 , SU(2) 是 $0(3) 的 覆盖 群 . 

在 第 三 章 为 了 讨论 点 群 的 双 值 表示 , 已 简单 地 说 明了 这 些 问题 


11.3 Lie 代数 su(2) 和 Lie 群 SU(2) 的 不 可 约 表 示 


根据 定理 10. 1. 3， 紧 致 连通 的 单 Lie 群 的 有 限 维 不 可 约 表 示 都 是 酉 表示 , 而 无 限 维 
不 可 约 表示 都 是 非 西 表示 , 因而 Lie 代数 su(2) 的 有 限 维 表示 是 反 Hermitian 表示 , 指数 
映射 后 得 到 Lie 群 SU(2) 的 有 限 维 酉 表示 , su(2) 的 无 限 维 表示 都 不 是 Hermitian 表示 ， 
指数 映射 后 得 到 SU(2) 群 的 无 限 维 表示 也 不 是 西 表示 . 

本 节 具 体 讨论 Lie 代数 su(2) 和 Lie 群 SU(2) 的 这 些 不 可 约 表示 . 


11.3.1 Lie 代数 su{2) 的 不 可 约 表 示 


1. su(2) 不 可 约 表 示 基 失 
(11. 1.2) 式 给 出 的 Lie 代数 su(2) 的 C-W 基 为 


r(n, 0) | 


用 =， Ja -7 +ig,) (11.3.1) 
其 中 | 
aE J l Fh eG S 
为 Pauli 矩阵 . 


su(2) 只 有 一 个 基础 表示 , 它 也 是 初等 表示 , 这 个 表示 在 Dynkin 图 上 标记 为 6， 由 


— -= 一 一 .一 一 一 一 一 - 
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_2(A,o) _ 
À = ( =1 


a, a) 


得 到 相应 的 最 大 权 A => 表示 是 2 维 的 . 因而 这 个 不 可 约 表示 的 基 矢 是 二 维 的 旋 量 ， 


Bp 
sfo) $l) 
容易 得 到 
Jê = >ë 
J =- 3E 


Jag - /3s (11.3.2) 
Ié = ie 


EHER |E, &| 构 成 的 旋 空间 中 , 可 定义 SU(2) 群 的 无 穷 小 算 子 , 即 


TD _, ð 

h = > [ë s= FA 
_ l. ð 

J, = $e, 2E, (11.3.3) 
_ l. ð 

ENE 


容易 证 明 它们 满足 交换 关系 (11. 1. 3) , 即 Lie 代数 su(2) , MAS |é, é AEREA 
(11.3.2) 的 结果 , 它们 为 SU(2) 群 的 无 穷 小 算 子 . 

n # Lie 代数 的 n 个 基本 表示 的 各 种 直 积分 解 可 得 到 该 Lie 代数 的 所 有 不 可 约 表示 ， 
因而 (所 , &) 构成 的 旋 空 间 的 各 种 直 积 , 可 构成 Lie 代数 各 种 不 可 约 表示 的 空间 于 是 可 
定义 

la, b) =N(a, b)& £, (11.3.4) 
N(a, b) HIERZ, FEC +b) = 少 为 一 定 值 的 全 部 可 能 的 le，8》, 构成 以 少 标 
记 的 旋 空间 V,, Bl | 
V, = lla, b) I5 (a +b) =y 848] 


下 面 可 证 明 它 是 Lie 代数 su(2) 表 示 空 间 . 
用 (11.3.3) 定 义 的 su(2) 的 C-W 基 中 的 J, 作用 基 矢 la, 58) 得 到 


hla, b) =N(a, b) 3 (ab) Ee = (a-b)la, b) (11.3.5) 


这 表明 1a, 8) 的 权 为 广 (a -5) , J i fEJIRIS 
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Jala, b) A baa 
N(a, b 

-FNG +1,b-1) 

Jala, b) =Ma, b)at® e” 


_a Na b) _ 
= NG -1 pleh b +1) 


从 而 说 明 J .使 基 矢 la, b) 在 空间 V, 中 变化 , BB V, 是 Lie 代数 su (2) 的 不 变 空 间 , 用 
(11.1.4) 式 表示 的 Casimir 算 子 C 作用 la, b> 4838] 
Ĉi a, b) SIP +2(JaJa +J.Ja)1l a, b) 
=y(y +1)1a, b), y = (a +b) (11.3.6) 
这 证 明 空 间 V, 的 所 有 矢量 都 是 Casimir 算 子 的 本 征 矢量 , 本 征 值 为 y(y +1), 而 且 
Jala, b) = (Ja tJa) la, b) =[%22 1], (11.3.7) 


lJa+1,b - 1) 
(11.3.5') 


这 表明 J. la, 8) 除了 差 一 个 常 


+s 的 形式 , 其 中 x 为 正 负 整数 ， 因 而 令 
a-b 
2 


=E, +x (11.3.8) 


HETAT y M E, 表示 a, b: 
a=y +E, +x, b=y -Eo-x (11.3.9) 
于 是 把 (11. 3.4) 式 描述 的 基 矢 改写 为 
|p, E, +x) =| a, b) = N(a, b)&£ = N(z)(&£,)*(&Z8,)%* (11.3.10) 
它们 所 张 成 的 空间 记 为 Vy, Eo), B 
Vy, Eo) ={iy, E +z), x=0, +1, +*2, =} 
令 这 种 基 矢 是 正 交 归 一 化 的 ， 即 
Gp, Eo+xly, Eo tx’) =3 
于 是 (11.3.5) 和 (11.3.5 ) 式 变 为 
| Jl Y, Eo +x) =(E +x)! #E, + x> 


Jl y, E, +x) /TF (E, +a)) NG) | Y, E, +x + 1) 


N(x +1) 
(11.3.11) 
因而 矩阵 元 为 
(y, Eo+xtl1l J, | #, ÉE, + x> /Fi - (E, +x)) 
(11.3.12) 


[raana | p, E, +x} -NET +E, + zx) 


第 十 一 章 ”Lie 代数 su(2), so(3) 和 Lie 群 SU(2), 50(3) 的 不 可 约 表示 525 


注意 到 Jia =J 因而 
{ly, E, tx +11 Jal y, Eo+x)} 
=G, Eotxl Jal k, E, +x + 1)" 


由 此 得 到 
N(x) _/N(x+1)\" N 
nai% (E+) = [ NO) ) (+E +x+1) 
即 
N(x) | (# +E +x +I)" 
| ERT = y- (E, +x) (11. 3. 13) 
这 就 确定 了 归 一 化 系数 . 按 Condon-shartley 相 因子 规约 , 由 (11.3. 13) 式 得 到 
N(x) =[(# +E, +x)! (yy -Eo -x)1] 12 (11.3.14) 
由 此 得 到 J ,1 的 矩阵 元 为 
(yy, E +x=+1)] Jal y, E, +x> = [+u -E ~-x2)(y + E, + x +1)] 
Gp, Esta t1) I Jal yp, Eo +a) = [TOy+E +a) -Eo -+1)] ° 


由 基 矢 { pE +x) ,x%=0，+1，+2,…| 所 张 成 的 空间 VO, Eo), WR y A E, 
的 选择 , 可 得 到 su(2) 的 所 有 不 可 约 表示 . 

根据 定理 10. 1. 3, 连通 紧 致 Lie 群 有 限 维 不 可 约 表示 是 西 表 示 , 无 限 维 不 可 约 表示 
是 非 丁 表 示 . 因而 相应 Lie 代数 的 有 限 维 表示 是 Hermitian 表示 , 无 限 维 表示 是 非 Hermi- 
tian 表示 , 下 面 就 来 讨论 这 两 种 表示 . 

2. su(2) 的 有 限 维 表示 


如 果 取 a, b 都 为 下 整数, AT y =F a+b) =j 为 正 整数 或 半 整 数 ， 当 7 为 整数 时 ， 


E, =0; 当 j 为 半 整 数 时 ,Eo = 方 , BL m 为 正 负 整数 或 正 负 半 整数 , 于 是 (11. 3. 10) 式 变 


为 
IU, m) =N(m)ë*"8""1 (11.3.15) 
对 一 定 不 可 约 表示 /为 一 定 值 . BRK m=j Hm= -7 时 
,7 =NGE , j, -D =N -jE 
于 是 
Jalj D =0, J. U, -7 =0 (11.3.16) 
而 且 
Jol! j, m) =mlJ, m) 
Jalj, m} = N(m)/N(m + 1) | i, m +5 (11.3.17) 
JJ. | j, m) = (m += 1)J., | j, m 
APERT 2j + 1 维 的 空间 VG) 
VG) = | m), m=j,j-1, 2, -j} 
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是 Lie 代数 su(2) 的 不 变 空间 , 因而 它 荷载 了 妇 +1 维 的 不 可 约 表示 DP, (11.3. 13) 给 


出 的 归 一 化 系数 在 这 种 情况 下 变 为 
N( +m) =y GFm)Gtm+1) (11.3.18) 
利用 (11. 3. 16) 式 可 得 到 用 , J。 的 矩阵 元 ， 即 
ml Jol jm) = mdym 


(Pm'lJaljm) = Spdw.nu VG- m) Q +m + 1) 
G'I Jal jm) = 868,.. a VG +m) Q — m + 1) 
"i . 1 
Gm1 Jal jm) = 83r[3 a G- mG +m + 1) + 8, i Gtm GQ — m + 1)1 


Q'm' 1 J, 1 jm) = 7 [8 a Vm) +m +1) -nmi VQ +m) -m+1)] 
(11.3.19) 
由 (11. 3. 17) RAB J, = J,, J, 和 上 的 矩阵 元 可 看 到 它们 都 是 Hermiti 矩阵 (了 ， 
Ja, J, 均 为 Hermiti 算 子 )， 即 矩阵 元 由 (11. 3. 18) 式 给 出 的 表示 矩阵 方 (Ja) (a =<, y, z) 
具有 性 质 (Ja ° Š (Ja), 或 (各 和) = (ml, jm: 》 因而 这 种 有 限 维 表示 为 Hermi- 
6 表示 ，Hermit 矩阵 不 经 指数 映射 了 = exp( iX) 之 后 得 到 丁 矩 阵 , 因此 由 Lie 代数 su(2) 
为 Hermit 表示 可 得 到 Lie 群 SU(2) 的 西 表示 . 
3，su(2) 的 无 限 维 表示 
无 限 维 表示 可 分 三 种 情况 , 下 面 分 别 进行 讨论 : 
1。 权 有 下 界 而 无 上 界 的 表示 
Hua 为 整数 ,5 为 任意 数 , WERA la, 0 ，a=0，+1，+2，…, 卫 任意 二 (+ 
= 少 为 定 值 | 中 存在 10, b'), 使 | 
J10, b’) =0, J10, b) = - 10, b’) (11. 3. 20) 


imya +b) = 分 而 


Ja10, b) = yl 1, b’) 


p (11.3. 20’) 
JJa 0, b) = (-3+1)Ja1 0, b’) 


由 此 得 到 权 . 
A=E, +a -Ë +a, x=0,1,2, =, E,= -— 
而 且 
Jla, b’) #0 


这 样 就 得 到 了 无 上 界 的 无 限 维 不 可 约 表示 , 表示 空间 Vy, -4) =F) BRA 
N ` 
` 

¿ ' ` 
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fiy, -È +a), z=0, 1,2, `... °] 


显然 这 无 穷 多 维 的 空间 是 su(2) 的 不 变 空间 , 给 出 了 权 无 上 界 而 有 下 界 的 不 可 约 表示 . 
2° 权 有 上 界 而 无 下界 的 表示 
WMR b 为 整数 , a 任意 , 此 时 可 得 到 与 上 节 类 似 的 结果 ， 即 
p=%, A=% =x, x=0,1,2, =, œ 


, 


这 个 表示 权 4 = 入 -RERS EFR RRENA Vy, F) =v[ 到] 的 基 拓 为 
fiy, Zas), x=0,1,2, ==, ”| 
3° 权 上 下 都 无 界 的 表示 
取 a, b 都 不 是 整数 ,此 时 权 为 
A=E +x, %=0, tl1, *, Ł£œ 
1 1 1 
-F<Bo<F, Bo=3(a-b) (11.3.21) 
可 得 到 权 上 下 都 无 界 的 表示 , 它 的 基 矢 为 
{ly, E, +z), x=0, +1, +2, ,+wm} 


记 这 种 表示 空间 为 V(y, Eo). 
4° 无 限 维 表示 是 非 Hermitian 表示 
由 于 
J，=J J, =J 
如 果 是 Hermitian 表示 , 一 定 使 表示 和 矩阵 
D(J,*)=D(J,)* 
由 此 得 到 
Gp, E, +x+11l Jl y, E, +x) 
=(#, E +x+11 J tl y, E, + x5 
=(y, E, +x| Jal p, Es +x + 15 ° (11.3.22) 
利用 基 矢 {1y,E。+x)| 的 正 交 轨 一 性 , 可 得 到 
(p, Eo +x| JaJ al y, Eo +a) 
=Y (y, E, +xi Jual #, E +x') (E, Etx l J, | #, E, + x) 


=(#,E +xl| Jal #, E, +x- 1)(y, E +x- 11 J, l| #, E, +x} 
因而 由 (11. 3. 22) 式 得 到 
(p, E +xl JaJal y, E, + x) 
=| (y, E tx -11l J. | p, E, +x>?1 > 0 (11.3.23) 
代入 (11.3. 12) 式 ，(11. 3. 23 ) 式 为 
Os; +x +1)(W# - E, — x) > 0 


(11.3.24) 
(j + E, +x)(j# - E, —x + 1) 2 0 
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但 是 对 于 三 种 无 限 维 表示 , 无 论 *=1, 2,…, om ,x= -1, -2, =, -0 Ñs +l, + 
2,…，+m 都 不 可 能 满足 (11. 3. 24) 式 ,因而 无 限 维 表示 都 不 是 Hermitian 表示 . 


11.3.2 SU(2) 群 的 有 限 维 不 可 约 表 示 


在 112 节 已 指出 以 Lie 代数 su(2) 为 无 穷 小 算 子 的 紧 致 Lie 群 有 SU(2) 和 50(2)， 
SU(2) 是 S0(3) 的 通用 覆盖 群 . 根据 定理 10. 1.3, Lie 代数 su(2) 的 不 可 约 表示 与 SU(2) 
群 的 不 可 约 表示 一 一 对 应 , 因而 可 从 su(2) 的 不 可 约 表示 通过 指数 映射 得 到 SU(2) 群 的 
全 部 不 可 约 表 示 . 由 于 在 物理 学 和 化 学 中 主要 使 用 SU(2) 群 的 有 限 维 西 表示 ,因而 本 节 
权限 于 讨论 SU(2) 群 的 有 限 维 西 表示 . 


2 x2 单 模 西 矩 阵 为 | 
o= 6 E) ~~. P), detz =œa* +88* =1 


o 中 的 复数 a, B 中 三 个 独立 变化 的 实 参 数 可 取 定 义 域 中 任何 值 , 因而 o 为 SUV(2) 群 的 
任意 元 素 . o 对 和 名 的 作用 为 


g) a +a] |) 


Elera E 
£ B'é + eË, 6 
群 算 子 P ( o) RASNE, £, ) 的 作用 为 
PEKE, &) =flo CE, 6,)) (11.3.26) 
因而 PC(o) 对 (11.3.10) 式 给 出 的 基 矢 Ily, E, +x) 的 作用 为 
Êlo) ly, Eo +x) 

=N(xz)(ae*& - pE) E(B" E + ots) (11.3.27) 
(11.3.25) 式 中 的 (o é -BE OFRE E +ats)*'%“ 按 二 项 式 定理 展开 , RAIE é 
和 所 的 项 合 在 一 起 , 得 到 

Plo) l y, ÉE, + x 


(11.3.25) 


z (y +E, +x)!(y - ÉE, — x)! 
No SD) TE TT E ESP 
._1 
EIk) 
因为 (yy +E +z), (W-E, -2), (+E +x-k), (W-E -x-k') 不 是 整数 , 其 至 是 复 
数 , 在 二 项 式 定理 展开 中 它们 的 阶乘 应 当 为 工 函数 , 即 p! =r(p+1). 
如 果 令 


a *y+Eg+tx- B "VE k o gë ETIE tt ( 1 1. 3. 28) 


k+k'=P-E,-2', k'=W-E -x +k (11.3.29) 
则 (11. 3. 28) 式 变 为 
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Pla) | p, Eo + x) 
- x NC) C _1 1) (y + Ej +x)!(y -E — x)! 1 


N(x') (y +E +x-k)!(x' —x +k)! kiy — E, —x' — k)! 
a * #+E0+z “Bp* PTEE gt Eo gt | e, E, + x' 
即 
Plo) l y, Es +x) = EDP (o), 1 g, Eo + x! (11.3.30) 
其 中 
W) N(x (y + E+x)!l(y -Eo — x)! 1 
DY (oC). = Nx > (y +E, +x —k)!(x'— x th)!kl(y -E -x — k)! 
“Bop (11. 3.31) 


对 于 有 限 维 表示 , Y -E WEM, Wy sE (a +b) =j( 正 整数 或 半 整 数 ) , 取 E, += = 
m, E, +x' =m', 于 是 (11. 3. 30) 式 变 为 


j _ N(m) _ G +m)!(j —m)! 
D? (o), -Nn 1) (j +m iim mi m EN] 


*j+m-k 


: g n tg 
代入 (11.3. 14) 式 给 出 的 N(m) 和 N(m') 4838] 


j (-1)'[( + m)!( - m) 1!(j + m')!(j — m')! 
D? (P) nn -5 k!(j+ m -k)1(j - m' -k)!(m — m +k)! 
. ™ ae *j+m—- "B B* (m'-m+k) (11.3. 32) 
通常 用 Euer Alp, 0, Y) 表示 本 矩阵， 即 


] 1⁄2 


Q B emitety)acosg[2 -~ ei* Wsing/2 
olp, 0, y) = [ )=Í | (11.3.33) 
-~-B” a* el(9-⁄)2sin0/2 ei t2 os0/2 
Bp 
a =e? 200s0/2, B =e Ve-02sin0/2 (11.3.33) 


把 它们 代入 (11. 3.32) 式 得 到 
D? (g, 0, P) nm 
- > (- D*[ (j + m)!(j -— m)! +m)! — m°)! 
k!(j+m -k)1(j-m' —- k)!(m' —m +k)! 
* [cos 8)” [sin 8) P ie (11.3.34) 


对 上 的 求 和 要 保证 上 式 中 阶乘 的 存在 ， 这 便 是 一 般 书 上 用 Euer fle, 0, Y) 表示 的 
SU(2) 群 不 可 约 表 示 和 矩阵 的 表达 式 , 显示 它 是 西 表示 . 
利用 表示 基 矢 1j, m) 的 正 交 归 一 性 , 通常 可 把 表示 矩阵 D) o, 0, P), 5A 
D? (o, 0, Y) = (j, mlP(e, 0, y) 1j, mY (11.3.34') 
其 中 Êlo, 0, #)3895D568 olo, 0, 水 ) 相 应 的 群 算 子 . 
下 面 证 明 (11. 3.34) 式 给 出 的 表示 是 不 可 约 本 表示. 


] 12 ie 
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1. (11.3.34) 式 给 出 的 表示 为 西 表 示 f 
对 于 有 限 维 表示 ，(11. 3. 15 ) 式 给 出 的 基 矢 为 
lj, m =N(m) (46) 6/6)" 


-一 prr, m=-j, -j+1, j 
VOG +m)!(j- m)! f 
其 中 取 (11. 3. 14) 给 出 的 归 一 化 系数 N(m) ,由 此 可 得 到 
` ` 1 * x j+m * \j-m 
> (jm | jm} = > Om mt VGE) 


- l! 0 1° +l £2 1 213 
而 由 (11. 3.2) 式 可 看 到 1 +l’ 是 SU(2) 群 作用 下 的 不 变量 , 因而 > Gm 1 jm) 也 
是 SU(2) 群 作用 下 的 不 变量 . 令 


ó 1 网 
P(o) | im)》 = immy’ =— i my Jm 
T Gim) Gim) ~ 


ch =, _ Gb, = £, 


于 是 
> Gmi jm)’ a z +g 1212 
另 一 方面 
P(o) ljm) = D?) (c) tjm’) 
因而 
> Gml jmy' = $, $, DË (c), D9 (o), Cjm 1 jm) 
= >` (m! jm) 
这 便 要 求 


y> DË (a); DP (o) mm = y> DË (=) mm DË (o) M = Smm 
从 而 证 明了 为 西 表 示 . 
2. (11.3.34) 式 给 出 的 表示 为 不 可 约 表 示 
令 ( 妇 +1) x (+1) 阶 的 矩阵 4 与 所 有 表示 矩阵 D(a) 都 变换 ， 即 
AD? (o) =D” (0)A 
亦 即 
XA. DO (0) wm = 之 D (o), A m'n" 


现在 取 一 个 特征 的 表示 和 矩阵 a =e? , B=0, 它 为 
DP ( e? , O) mm = Spm e 
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和 矩阵 4 既然 与 全 部 表示 矩阵 交换 ,当然 与 DO (e, 0) 交换 , 由 此 得 到 
YA, DO (eË, 0), = Y DP (eÈ, 0) A. 


m 


亦 即 
A. DD (e¥, 0) ,0 = DD (eË, 0) A... 
于 是 
4 (ee -ee)=0，4 = Sprin 
另 一 方面 , 计算 
[ADP (o) ], =[ D?) (c)A];, 


PH. 


> A, D) (o) mm 


m 


. > p? (T) mAn ` 
由 hi = Sunan 得 到 


由 此 得 到 A; Anno BJ 4 为 常数 矩阵 , 由 Schur 引 理 证 明了 DO (o) 为 不 可 约 表示 . 
11.3.3 30(3) 群 的 有 限 维 西 表示 


1. 由 SU(2) 群 的 有 限 维 西 表示 得 到 SO0(3) 群 的 有 限 维 西 表示 
在 (11.2.3) 节 中 已 指出 了 5U(2) 群 与 50(3) 群 同 态 , 而 且 


U(n, £) 
2ni ee. 
T — 
U(n, =£) =- U(r, 2) 
为 了 方便 讨论 , 下 面 把 R(n, p) E Euler lo, 0, Y 表示 出 来 , 由 于 
R(@, 0, Y) =C,(e@)C,(0)C,( u) (11.3.35) 


其 中 C:(p) ,，C,(9) 表 示 在 固定 坐标 系 中 , 2ë z 和 y 轴 分 别 转动 p 角 和 0 角 . 利用 无 穷 小 
算 子 的 指数 映射 可 得 到 
R(ọ, 0, y) = e eL, i, o Hl 


cospcosgcosy — singsiny — cosgcosĝsiny — singsiny cosgsin0 
= Ce + cospsiny ~— singcosOsiny + cospcosy sapai | 11.3.35’) 
— sinĝcosy sinĝsiny cos 
此 即 第 三 章 的 (3. 5. 10) 式 , 与 用 Euler 角 表 示 的 SU(2) 群 的 元 素 相 比较 ,得 到 
Ulp, 0, #) 
Ule Lan. 0 +2w, p +27) = - U(@, 0, 4) ante, 00) (11.3.36) 
由 (11.3. 34) 式 可 看 到 SU(2) BJ SRL 23 EE: , 34 为 整数 时 ， 
D?) (g, 0, Y) =D? (+27, 0 +2m, J +27) (11.3.37) 
而 当 j 为 半 整 数 时 ， 
D? (g, 0, p) = -DI (p+2n, 0 +2m, p +2m) (11.3.37') 
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因而 对 于 j= 整数 的 SU(2) 群 的 不 可 约 表示 ， 同 时 也 是 SO0(3 ) 群 的 不 可 约 表 示 ， 因为 在 
O=e=2zm,0<0=x,0=<J=2= 的 定义 域内 ，SU(2) 群 的 元 素 包 括 Ule, 0, p) 和 
-U(@, 0, Y) =Ulp+2m, 0+2m, 小 +2m)， JH X RE Euler Alo, 0, y), 则 群 SU(2) 
的 元 素 + U( X) JW S0(3) 群 的 元 素 R(X). 对 j=0, 1,2, =, 并 记 为 工 , 则 SU(2) 群 
的 不 可 约 表示 

DP (U(X)) =D 2 ( - U(X)) 
它们 为 S0(3) 群 元 素 R(X) 的 不 可 约 表示 ， 即 

D® (R(X)) =D® (U(X)) =D® ( - U(X)) (11.3.38) 
因为 
DO) (R(X) )D®P (R(X')) 

=D™® (+ U(X))D® (F U(X')) 

=D®(- U(X)U(X')) 

=D®(U(X)U(X’)) 

=D®P (R(X) )D® (R(X) ) (11.3.39) 
这 里 DY (R(X) ) 表 示 50(3) 群 元 素 RO RRE, DP ( U(X) RE SU(2) 群 元 素 
U(X) 的 表示 矩阵. (11. 3. 39) 式 符合 表示 的 定义 . 


Ej =, Z, o, PERR, SU(2) 群 的 不 可 约 表示 DO (U(X) ) 却 不 构成 S0(3) 


群 的 表示 .因为 若 定义 SU(2) 群 不 可 约 表示 DO (j 为 半 整 数 ) 为 50(3) 群 的 不 可 约 表示 ， 
即 
DP (U(X)) =D® (R(X)) 
而 
D? (U(X)) = -DT (U(X)) 
但 是 U(X) 和 -U(X) 对 应 于 S0(3) 群 的 同一 个 元 素 R(X) , 它 对 应 两 个 表示 矩阵 ， 即 
DO (R(X)) = A 
DP ( - U(X)) = -D?) (U(X)) 
于 是 
D? (R(X)) DY (R(X')) 
=D” (+ U(X))D%? (F U(X)) 
= + D? (R(X) )DP (R(X')) 
=+ DÖ (R(X)R(X') (11.3.40) 
这 并 不 符合 表示 的 定义 按 第 一 章 关 于 表示 的 定义 ,一 定 要 求 群 元 素 z, 和 g, HERE 
阵 之 积 为 元 素 积 的 表示 矩阵, 即 
D(g,)D(g,) =D(g18g,) 
为 了 由 SU(2) 群 的 j 为 半 整 数 的 表示 也 得 到 S0(3) 群 的 表示 , 扩 广 表示 的 定义 . 
定义 11.3.1 如 果 群 G 的 所 有 元 素 g, e Ç 都 定义 一 个 n xn WEE Dg), 使 
+ D(g,) 5 g; 相对 应 , mE 


第 十 一 章 ”Lie 代数 su(2), so(3) 和 Lie 群 S7(2),，3S0(3) 的 不 可 约 表示 533 


D(z,;)D(g;) = £ D(g,8g;) 

则 称 矩 阵 集合 {D(e) , g, e G1 为 群 G 的 双 值 表示 . 

这 样 由 SU(2) 群 的 有 限 维 西 表示 得 到 了 S0(3) 群 的 有 限 维 单 值 表 示 和 双 值 表示 . 

所 谓 单 值 表 示 就 是 j=L 为 整数 的 表示 , 与 之 对 应 的 双 值 表示 是 j 为 半 整 数 的 表示 . 

2. S0(3)#t 348 + += 6 RRK + F E B 

群 的 表示 和 矩阵 具体 形式 由 表示 空间 的 基 矢 决定 ,上 节 讨 论 的 SV(2) 群 的 不 可 约 表示 
ERK IIE, +x), x=0, +1, +2, +}. 由 于 SU(2) 与 50(3) 同 态 , 因而 这 些 表示 矩阵 
确实 也 构成 S0(3 ) 群 的 表示 . 但 是 对 SO(3) 群 这 样 的 表示 矩阵 的 相应 的 基 矢 是 什么 ? 下 
面 就 讨论 这 一 问题 . 

50(3) 群 保持 R° 空间 的 向 量 长 度 不 变 、 因 而 函数 ALr) 在 50(3) 元 素 RC(p, 0, yE 
用 下 为 

P(R)/(r) =f(R`'r) = f(r") 
Irl =l 六 | 
因而 在 球 坐标 系 中 讨论 S0(3) 群 不 可 约 表示 的 基 矢 是 方便 的 , 在 球 坐标 系 中 ， 
r=(9, 0, y) 
r 为 向 量 r 的 长 度 , 它们 与 直角 坐标 系 中 的 坐标 x, y, z 的 关系 为 
x =rsinĝcosg, 7y=rsingsinp， z=rcosg 
9 为 7 与 z 轴 的 夹 角 , p 为 r 在 x-y 平 面 上 投影 与 x 轴 的 夹 角 . 因而 S0(3 ) 群 不 可 约 表示 
的 基 矢 为 函数 作 9, e) ,SO(3) 群 的 无 穷 小 算 子 在 球 坐标 系 中 为 
0 


L= iso L, 5e™( sitio E) (11.3.41) 
令 不 可 约 表示 1 的 基 矢 为 {Y,(9, 2), m= -1, =1+1, 0, 中 它 具 有 性 质 
LY, (0, p) = mYi (0, p) 
L. Y,,(0, p) = [(] £ m)(l+m+1)] YZI (0, p) (11.3.42) 
€YL(0, p) = I(1 +1)YL (0, @) 
下 面 讨论 基 函 数 YL (0, e) 满足 的 微分 方程 
利用 元 的 微分 形式 , 得 到 
L,YL (0, 9) = -i aP Y, (6, p) =mY (0, p) 
因而 Y (0, e) 可 分 离 为 
Y, (0, p) =Q%(0)e™ (11.3.43) 
函数 Q, ( 0) 待定 . 
对 于 0:0), 由 于 f 
L.Q1(0) =0= 42 - leotgQ; = 0 (11.3.44) 


因而 
Q'(0) = C,sin!0 = C,( 1 — cos20) 12 (11.3.45) 
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C, 为 归 一 化 系数 . 由 Qi( 9) 可 利用 降 算 子 工 - 求 出 其 它 0.(6) ， 比 如 
LYi(0, p) =[(1+D(1-1+1)]'2Yi (0, p) 
由 此 得 到 
- F00) ~ leot0C,(1 ~ eo20)7 = [(1 +I) (1 -1 +1)]2Q1, (0) (11.3.46) 
如 此 递 推 下 去 , 得 到 
-a0) - (m + 1)0ot8Cha (0) = [C +m +1) C- m) '2Q,(0) (11.3.47) 
考虑 到 (11. 3. 45) 式 , 由 (11. 3.47) 式 可 得 到 
Q. (0) -ola t] (1 — cot0) - +a- —cos20)' (11.3.48) 
(11.3.47) È FS m +1 = -1, BJ 
io, +lcot00' ,=0 


即 
L.Y',(0, e) =0 
归 一 化 系数 可 由 
r |Y!(0, p) Psingdodp = 1 
得 到 


_ (1): CDI 1⁄2 
C, => = `—J (11. 3.49) 


相 因 子 ( -1)' 是 为 了 满足 Conton - Shortley 相位 规约 而 引入 的 
通常 称 Yr (0, e) 为 球 谐 函 数 (spherical harmonics function), 一 般 定义 


YL (0, p) = P(O) e° 
T 
YL (0) = FEO) 


(11. 3. 50) 


I _ pi _ Na ne d'tsin2!9 
Pn(0) = P-n(0) = 2!]! dceos@8!*” 
= [GQ -m1 +m) H +17” 
其 中 
l = _ n 
vsa =Q, (0) 
P! (9) 为 联 属 Legendre 函数 . 


寻求 到 了 满足 条 件 (11. 3. 42) 式 的 基 矢 后 ,因为 这 种 基 矢 所 满足 的 条 件 与 SU(2) 群 . 
中 j 为 整数 的 表示 基 矢 的 代数 结构 是 完全 一 样 的 , 因而 它 的 表示 矩阵 也 就 是 (11. 3.34) 
式 中 j 为 整数 的 表示 矩阵 , 或 者 说 单 值 表示 的 表示 和 矩阵. 
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3. 以 YY(0, p) ARKH SO(3) 群 不 可 约 表示 甜 阵 
按 表示 的 定义 
P(R)YL(0, p) = D D” (R) wn Yh (0, p) (11.3. 51) 
由 Euler H a, B, y 的 定义 (11.3.35) 式 
. R(e, B, y) =C,(a)C,(8)C,(y) 
在 (11.3.35) 式 中 Euler 角 为 (p，6, Y), 39 Y 55 Yr (0, p) 相 混淆 , 取 为 (a, B, y), 
P(R(a,0,0))Y,(0, g) = -PC9)ent = om (0, e) 
T 
ERER 
DP (Cæ, 0, 0) ) p = 8. es 
同样 
DP (R(0, 0，y)) = 8, e” (11. 3. 52) 
因为 R(a, 0, 0) 和 R(0, 0, 7y) 都 是 绕 z 轴 转 a 角 或 转 yA, 在 这 种 转动 下 , 9 角 不 变 ， 
而 g—e +a EK g— + y. 
BP(R(a, B, y))YL(0, e) 
=P(R(a, 0, 0))Ê(R(0, B, 0))YL (0, e)e” 
= $ P(R(a, 0, 0))D® (0, B, O) wnYw (0, e)e"” 
= È espo (0, B, 0), YL, (0, e)e” (11.3.53) 
因而 
D” (a, B, y), =en“DOD(0,B,0) , e”? = dP (g). e” (11.3.54) 
在 数学 上 可 证 明 
D'(0, B> O) nm =d (B) 


=F, (-1)'[(I+m)!(1-—m)1(1 + m' 1(1 -mm) 1112 
SE Frm -k)i m - F)! m- m + h) | 


. cos? ( sin" ( B) (11.3.55) 
即 与 (11. 3.34) 式 完 全 一 致 . 
因为 SO0(3 ) 群 是 三 维 空间 向 量 保持 不 变 的 线性 变换 , 因而 SO0(3 ) 群 单 值 表示 的 
表示 空间 一 定 是 (x*, y, 2 的 2 阶 的 齐 次 多 项 式 所 构成 的 函数 空间 {P(r)} 这 种 多 项 式 满 
Æ Laplace. 方程 
V27(r) - (Hat ta) =0 (11.3.56) 
满足 (11. 3. 56) 式 的 全 部 1 阶 齐 次 多 项 式 f (rz) 构成 了 一 个 函数 空间 和 f(r)}, 这 个 函数 空 
闻 构 成 了 50(3) 的 一 个 不 可 约 表示 空间 ， 因 为 S0(3) 群 算 子 P(R) 与 Laplace 算 子 7? 交 
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换 (这 一 点 由 无 穷 小 算 子 L,, L, LRS V? 交换 可 以 得 到 证 明 )， 因 而 车/ (7) 为 
(11. 3. 56) 式 的 解 , 则 (CR)F(7) 也 是 (11.3. 56) 式 的 解 , 因而 由 Laplace 方程 的 1 阶 多 项 
式 f(7) 构 成 的 空间 [f(r)} 是 50(3) 群 的 不 变 空间 . 
下 面 令 Laplace 方程 的 1 阶 齐 次 多 项 式 解 为 
f(r) = 2 C. (z + iy)? (x — iy) Ze" (11.3. 57) 
BB 
vf(r) = 2 Cal4ab(a + iy)" (x - iy)*!z 


+(I-a-b)(1-a-b-1)(x+iy)°%(x- iy)’z 2 ] 
-0 (11. 3. 58) 
(11.3. 58) 式 给 出 了 C, ,的 递 推 公式 , 对 a -5=m，-1<m1,(11.3. 58) 式 给 出 一 组 
C, ,构成 一 个 函数 f(r) , 因而 可 能 的 m 共 21+1 个 ; 因而 满足 Laplace 方程 1 阶 齐 次 多 项 
式 构成 21+1 维 的 函数 空间 , 它 给 出 了 50(3) 群 的 一 个 (21+1) 维 的 不 可 约 表示 D®. 
具体 由 (11.3. 58) 式 解 出 以 m=a -b 的 全 部 Coo 便 得 到 了 所 (r), 具体 计算 后 可 得 
到 
f(r) =r!YL(, 0, 9) (11. 3. 59) 
由 (11. 3. 56) 式 看 到 SO0(3) 群 的 基 矢 户 (r) 与 (11.3. 10) 式 定义 的 SU(2) 群 不 可 约 基 
撩 在 结构 上 十 分 相似 , 因而 在 这 种 结构 相似 的 基 矢 上 , 得 到 共 辣 的 表示 矩阵 就 不 奇怪 
T. 当然 , 这 种 结构 相似 只 是 一 种 形象 的 说 明 , 本 质 上 还 在 于 两 个 群 的 两 种 基 矢 对 无 穷 
小 算 子 和 Casimir 算 子 有 相间 的 代数 结构 ,因而 才 有 相同 的 表示 和 矩阵. 


11.3.4 ”SU(2) 和 SO(3) 群 的 表示 和 矩 阵 D) (a, B, y) 的 性 质 与 特征 标 


1. D? (æ, B, 7y) 的 性 质 
HFD? (a, 8, y) 是 酉 矩阵 ,因而 
DP (a, B, y) =DP(-y, -B, -a) =D (a, B, y) * 
或 写 为 矩阵 元 形式 ， 
DË (æ, B, y), =D (- Y, - B, - 0) mn 
=D (a, B, y) L, (11.3. 60) 
而 且 
Y DO (a, B, y) D) (a, B, y) = Drm 
m (11.3.61) 
YX DO? (a, B, y), DO (a, B, Y) uen = Òmar 
另 一 方面 由 (11. 3. 34) 式 可 看 出 
(-1)2DO(a， B, y) =D9) (a +2m, B, y) = D? (a, B+2r, y) 
=D” (a, B, y +27) (11.3.62) 
tE 38 2; 15 2m 或 2m' 有 相同 的 奇偶 性 . 
(2) D? (a, B, y) 满 足 如 下 的 偏 微分 方程 ， 即 
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[2 * 9046 E * E T (e, 8, 7 


=j( +1)DP, (e, B, y) (11.3.63) 
(11.3. 63) 的 证 明 可 由 


R(a, B, y) = e ie Pre: (11.3.64) 
AF. 容易 得 到 
ƏR(e, B, y) = iJ.R(a,, B, y) 


ða 
ala By) = iR(e,, B, y)J, (11.3. 65) 
Ela By) = e™(- i) J,e Pre hb 
由 交换 关系 
[J,, J,] =iJ,, [也 ， J,] =iJ,, [J,, J.) = J, 
并 利用 指数 展开 式 
e = Y TC y" (11.3. 66) 
可 得 到 
[Re B, = — i( — sinaJ, + cosaJ.)R(a, B, y) 
3B x z , , Y 
lad 2 = ~ i(cosasingJ, + sinasingJ, + cosBJ.)R(a, B, y) 
— g, y) X) ziJ R(a, B, y) 
l (11.3.67) 
整理 后 可 得 到 
JR(a, B, y) = -icR(a, B, y) 
J,R(&, B, y) =- i( cosacotg <— — sina % + sinB Z)RCa, B, y) 
J, R(e, B, y) =- i[ sinacog — + cosa 39 + sina > )R(e, B, y) 
由 此 得 到 
J'R(e, B, y) = (J; + J +J) R(e, B, y) 
=-Í Š + col8 + ag t Za -2c0sp 3 —)lxee, B, y) 
(11.3. 68) 


由 于 
DË (e, B, y), = Cm’lR(a, B, y) ljm) 
由 (11. 3. 68 ) 式 立即 可 得 到 (11. 3. 63) Ñ. 
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这 个 方程 在 描述 分 子 转动 时 十 分 有 用 . 

2. S0(3), SU(2) 表 示 的 特征 标 

1° SO(3) 群 和 SU(2) 群 元 素 的 类 

用 绕 转 轴 方 向 n 和 转角 表示 的 S0(3) 群 元 素 R(n, e), 由 (11.3.9) 式 为 
R(n, e) =exp( -ipnL) 


Ql an Gs 
4=|a ap as |, A=A71. detA=1 


G Gp Gs 


现在 用 转动 矩阵 


#EHIR(n, e), 得 到 
AR(n, ep)4-1=exp( -—igAnLA 1) 
利用 (11. 2. 6) 式 容易 得 到 


0 -@, ọn, 0 - en; on, 
AnLA™ =A| ọn, 0 -gpn ñ = en, 0 _ en; 
Pn, Pn, 0 一 en, en, 0 


n, 
n, 
n, 


这 便 证 明了 SO(3)RErh22 (Ef hhstaB F| 8 Bu S RS AE k — 4258. 
对 于 SU(2) 群 由 (11. 2. 4') 式 也 可 证 明 同样 的 结论 ，(11. 2. 4') 表示 的 SU (2) 的 元 
K, 对 各 种 方向 矢量 n= (n,, n,, m) 只 要 有 相同 的 r 的 元 素 就 是 同一 类 . 
2° SO(3) 群 和 SU(2) 群 的 特征 标 
群 S7(2) 不 可 约 表示 (7) 的 特征 标 为 
tD” (a, B, y) = XDP (a, B, Y)an =xX (æ, B, y) (11.3.69) 


而 取 (a, B, y) = (e, 0, 0), 即 绕 z 轴 转 a 角 的 元 素 的 特征 


其 中 


, 


n Gr Qi Gs 

, 

n=An 或 |n, |=|G2 G> Gs 
n, 


Gy Gs 033 


由 于 特征 标 是 类 的 西数 ， 因 
标 为 
; sing +—)e 

X Ca) = 2 e = sina? (11. 3. 69”) 
即 SU(2) 群 不 可 约 表示 j 的 特征 标 , 对 于 S0(3) 群 ,， 当 7 = ! 为 整数 时 ， 

xË (a) =y” (æ +27) 

为 单 值 表示 的 特征 标 . 当 7 = 半 整 数 时 ， 
x” (a) =y” (a +47) ， y? (o) = 一 (a +27) 


为 双 值 表示 的 特征 标 . 
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11.3.5 SU{2) 和 SO(3) 群 的 上 积分 和 不 可 约 表示 的 广义 正 交 定 理 


1. SU7(2) 群 和 SO(3) 的 密度 函数 与 群 上 积分 

在 10. 2 节 中 已 在 原则 上 讨论 了 Lie 群 群 函 数 的 积分 , 为 了 进行 群 函数 的 积分 (或 称 
群 上 积分 ), 首先 须 求 出 群 的 密度 p(a) (或 称 权 函 数 ) ， 只 有 当 左 测度 与 右 测度 相等 时 ， 
才 存 在 统一 的 密度 函数 . 在 这 种 情况 下 , 群 上 积分 存在 . 对 于 紧 致 Lie 群 都 满足 这 种 条 
件 , 可 以 讨论 它们 的 群 上 积分 . 

有 限 群 G 情况 下 的 群 函数 f(g) 对 群 元 素 求 和 , 在 连续 群 下 变 为 积分 ， 即 


—Y.f(e) > [Kede = [Ke(o)p(a)da (11.3.70) 
CEEC ře Ye 
de 为 参数 空间 的 体积 无 , p( a) 为 da 内 的 群 元 素 g(a) 的 密度 函数 , 当 f(g) =1 时 ， 
D> =1, fel = (11.3.71) 
10.2 节 已 给 出 a 点 的 密度 函数 
pla) =y pP) (11. 3. 72) 
p(ao ) 为 原点 处 密度 , J(a) 为 Jacobi 行列 式 . 
按 定义 
af.(B, a) SfB, a) 
. da a=0 ða, a=0 
J(8) = : : 
f(E, a) fB, e) 
ða, a=0 ða, e=0| , 
对 于 SU(2) 群 利用 (11.2.4') 式 给 出 的 群 元 素 
cos > + icosgsin > — isingcospsin > + sinĝsingsin > 
U(w) = 
— isingcospsin z — singsinpsin - cos > — icos@sin > 
n, = cos0, n, = sin0cos@ , n, = singsing ESE n 的 分 量 , 按 定义 可 求 出 Jacobi 行列 式 为 
Peot S 2 0 
2 2 2 > 
J(o)=| o ww ,|=—° (11.3.73) 
TZ 2°%2 Ó 2s 2 
0 0 1 


但 是 一 般 群 元 素 都 用 Euler 角 (a, 6, VRR, 为 了 计算 上 方便 , 需要 Euer ARR 
的 Jacobi 行列 式 . 利用 
U(e, B, y) =U(ia) U(¿8)U(i;y) 
通过 很 复杂 的 计算 可 得 到 
J(a, B, y) = sing (11.3.74) 
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因而 SU(2) 群 的 群 积分 为 
p(0) |” aa singdg[” dy =2p(0) [` da singdp[ ay 
=2p(0)8m =1 
因而 p(0) = [5( 注 意 50(2) 的 定义 城 是 半径 为 2 的 球 ), 对 于 50(3) 群 ,因为 它 的 定 


义 域 是 半径 为 5 的 球 , p(0) == 


2. SU(2) 和 SO(3) 群 的 广义 正 交 定理 
对 于 SV(2) 群 不 可 约 表示 矩阵 D?) Ca, B, y) 的 广义 正 交 定理 为 


a re aÇ pine aD” Ca B, ADP Ca B, Yn 


=z + y 1565.8, (11.3.75) 
代入 (11.3.55) 式 , 上 式 变 为 
+ [ dpsingd® (g) pd? (B), = 87 (11.3.76) 


对 于 $0(3) 群 , 不 可 约 表示 的 广义 正 交 定理 为 
z da[ dpsing[ dyD® (a, B, y) DP (a, B, Y) a 
=+ [ %8singa (g) pd? (p), = SST (11.3.76) 
与 SU(2) 群 完全 相同 ，(11. 3.75) 式 的 证 明 可 参阅 Edmonds A. R 3“ Angnlar Momentum 


ip Quantum Mechonics” 
3. 特征 标 正 交 定理 
SU(2) 群 不 可 约 表示 (7 的 特征 标 XY? (r) A 
x? (g) = EDP (y, 0, 0), 
它 是 对 (11. 2.4') 式 表示 的 参数 下 的 SU(2) 群 元 素 


U(n, y) =exp( -iynJ) (11.2.4') 
所 定义 的 .因而 这 种 参数 的 Jacabi 行列 式 为 (11. 3.73) 式 给 出 的 
a _ ? 
J(y) 4sin’y “2(1 — cosy ) 


对 于 这 种 参数 体积 元 为 
dU = 好 dysingdbdop 
实际 上 是 球 坐标 上 的 体积 元 , 少 相当 于 r, n(0, p) = (sin0cose, singsinp，cosb). 因而 由 
表示 和 拖 阵 的 正 交 定理 得 到 特征 标的 正 交 定理 为 : 
SU(2) 群 : 由 不 可 约 表示 的 正 交 定 理 (11. 3. 75) 式 得 到 
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=[ ef singdg[ dy (1 _ cosp) $, D? (e, 0， 0)D (p, 0, 0) 


Bp 
aah yf singa f ap(1 ~ ceosp)Xo Cox” (p) = 8 
对 6, 9 积分 后 得 到 SU(2) 群 的 特征 标 正 交 定理 
pa - cosp)X "(pM (e)de = 8; (11.3.77) 
S0(3) 群 : $0(3) 群 由 不 可 约 表示 广义 正 交 定 理 出 发 , 可 得 到 S0 (3) 群 的 特征 标 正 
交 定理 
LFA - cosp)x”" (p(y) do = 8 (11.3.77) 
容易 证 明 (11. 3.69) R5 (11. 3. 69') 式 是 一 致 的 . 


11.3.6 SU(2) 群 有 限 维 不 可 约 表 示 的 完备 性 


REIA SU(2) 群 除了 以 最 高 权 j=0, 7 1, 元 ,… 标 记 的 有 限 维 不 可 约 西 表 


示 D? 之 外 , 不 存在 其 它 形式 的 有 限 维 西 表示 . 
这 个 定理 说 明 对 于 SU(2) 群 最 高 权 为 正 整 数 和 半 整 数 的 不 可 约 表示 是 完备 的 . 


证 明 下 面 用 反 证 法 证 明 这 个 定理 , 如 果 SU(2) 群 除 j=0, 十 ,1,… 的 不 可 约 表示 

外 , 还 存在 其 它 不 可 约 表示 , 它 的 特征 标 为 X(p) , 由 特征 标 正 交 定理 (11. 3. 77) 式 得 到 
= [G - cosp)?" (olo) = 0， 对 任意 束 数 和 半 整数 的 ] 
RAKO (OBRAR, 上 式 为 
L sing + 了)Ww(p)a(p) = 0 

但 是 在 0 生 p 生 2T 之 内 , [sin(; +>); j=0, 5 Lı ， Z, -ARRAS ERRE 
ER, 因而 不 可 能 存在 一 个 函数 X(9) 与 所 有 基 矢 sin(j+ 工 )9 都 正 交 , 这 便 证 明了 这 一 
定理 
11.3.7 0(3) 群 的 不 可 约 表示 


三 维 正 交 群 0(3) 是 由 全 部 3 x3 正 交 和 矩阵 构成 的 群 , HBD 
0(3) = 14144 =44 =E,,,} 


它 的 Lie 代数 o(3) j so(3) 相 同 . H AA = 可 得 到 
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detA = +1 
因而 so(3) RE 0(3) 的 子 群 .0(3) 群 是 非 连通 的 , det4 =1 的 子 群 S0(3) 在 0(3) 群 的 
一 个 包括 单位 元 的 叶 上 , 0(3) 群 中 detA = -1 的 元 素 在 另 一 叶 上 . $0(3) 群 是 0(3) 
群 的 不 变 子 群 , 因而 50(3) 群 与 0(3) 群 的 商 群 O(G) A, B 
0(3)/I-S0(3) 
1 为 空间 反 演 群 1= le, i}, e= Ea, i= -xv3, Es, 28 3 x3 的 单位 矩阵 . 于 是 0(3) 是 
SO(3) 与 了 的 直 积 群 
0(3) =S0(3)@!I 
0(3) 群 的 元 素 为 
R(a, B, Y) Exs = R(a, B, y) 
S(e, B, y) = R(e, B, y)( = Esa) =- RCo, B, y) 
空间 反 演 群 是 二 阶 的 Abe 群 , 它 只 有 两 个 一 维 的 不 可 约 表 示 g flu, BH 


根据 直 积 群 表示 理论 , 由 于 子 群 的 不 可 约 表示 的 直 积 是 直 积 群 的 不 可 约 表示 , 可 由 
S0(3) 群 和 7 和 群 的 不 可 约 表示 得 到 0(3) 群 的 不 可 约 表示 . 以 DV 标记 0(3) 群 的 不 可 约 
表示 

DO(R(a, B, y)P) =D (a, B, y) D) (P) 
其 中 p 为 1 的 元 素 p=e 或 i, D*(p) 为 1 群 的 不 可 约 表示 矩阵, A= z, u, B 
D 2) (e) = D) (i) =1, D) (e) = -DD (i) =1 
因而 0(3) 群 的 不 可 约 表示 为 
DP (R(a, B, y)P) =D? (a, B, y) 
或 
DP (R(a, B, y)P) =DD(R(e, B, y)) 
DP (R(e, B, y)i) =D)( -R(e, B, y)) 
而 不 可 约 表示 D? 则 为 
DO(R(a, B, y)e) =D” (a, B, y) 
[porta B, y)i) =-D” (a, B, y) 
显然 0(3) 群 不 可 约 表示 满足 与 50(3) 群 相同 的 广义 正 交 定 理 . 


|=D? Ca, g, y) (11.3.78) 


(11.3.78) 


11.4 SU(2) 群 的 Clebsch-Gordan 系数 、 
耦合 基 矢 和 Racah 系数 


“由 于 S7(2) 群 /为 整数 的 不 可 约 表示 D? E 50(3) 群 的 单 值 表示 , 7 为 半 整 数 的 不 可 


~ 
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约 表示 DO 是 S0(3) 群 的 双 值 表示 , 因而 在 本 节 中 只 统一 地 讨论 SU(2) 群 的 直 积 表示 的 
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不 可 约 表 示 分 解 和 相应 的 Clebsch-Gordon 系数 (简称 C-G 系数 ) , 所 有 结果 对 S0(3) 群 全 


部 适用 . 
11.4.1 3437V(2) 群 直 积 表示 的 不 可 约 表示 分 解 与 Clebsch-Gordan 系数 


1， 直 积 表示 的 不 可 约 表示 分 解 
SU(2) 群 不 可 约 表示 DO 与 DH 的 直 积 表示 为 
DEP DE) = D8) 
D 的 特征 标 为 


ji h 
xI (o) =x (o) (o) = y eiml9 £ ein29 
m=-j m= -j2 
h h 
= elmi tm2)e 


mi = -jm = -j2 


(11.4.1) 


(11.4.2) 


(11.4.2) RP m +m, 的 最 大 值 为 广 + 户 ,最 小 值 为 -h -h, 令 m +m, =m, 于 是 (11. 


4.2) 式 可 表示 为 
ye) (p) =y% (px (o) 


jiti Ji+j2-1 lil 
= 5 e” 十 e teet e" 
m= -ji-j2 m=-(ji+j2-1) m=lji-j2l 
ji tj: 
— G) 
= > x” (9) 
j=lji-jl 


公式 (11.4.3) 给 出 了 不 可 约 表示 直 和 的 分 解 公式 ， 即 
DG) = DŠ) WD = y> Da, DË 


U2 
+ 
aai lo, JARE 


(11.4.3) 


(11.4.4) 


直 积 表示 的 矩阵 DO ODP H2, +1) (2, +1) x (2, +1) (2; +1) 的 矩阵 , CREET 


为 


DP (a, B, y), DP (a, B, Y), = Diepz(a， B. Y) mm: mi 


(11.4.5) 


(mmw) 和 (mims ) 各 有 (2 +1)(27+1) 种 取 值 .〈(11. 4.4) 式 说 明 DH Q@D 可 约 化 为 
2j +1 个 准 对 角 和 矩阵 直 和 的 形式 , RE j Æj Mh 中 较 小 的 数值 . 令 这 个 准 对 角 和 矩阵 为 


0 = Dl) @ p" +1 @ se 由 | DG) 
pihi) 


= Di 


DY +J2) 


(11.4.6) 
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由 于 
> (2 +1) = (2, +1)(2j +1) 


j=lji-j2! 
因而 0 也 是 (27 +1) (2, +1) x (2j, +1) (2, +1) WER, 它 的 矩阵 元 用 7 标记 列 , m 标 
记 行 ,7 = l, —-jbl, ly -Jhl1+1, e, h th, m= -j, -J+1, -:, j, 于 是 Qla, B, y) KE 
阵 元 为 
Qla, B, Y)jmw, im =S DË (a, B, Y) mm (11.4.7) 
2. C-G 级 数 与 C-G 系数 
由 于 DOODO ARER, AMEE +1) (2, +1) x (2j, + 1) (2j, +1) BJ PR SE BE 
C 把 矩阵 DE ODE AKERE Q, BI 


h +b 


CDY (a, B. y) ODP (a, B., y)C* = Q(e, B, y) = PN @ D? (a, B. y) 
(11.4.8) 
或 
Do (a, B, y) WD (a, B, y) =C'*Q(e, B, YC (11.4.8”) 


称 (11.4.8) 和 (11.4.8') 式 为 C-G 级 数 . 它 表 示 直 积 表示 向 不 可 约 表示 的 约 化 ,变换 矩 
RE C 的 矩阵 元 CH nmo TÆ C-G 级 数 的 矩阵 元 公式 为 
[DY (æ, B, y) ODP (a, B, y) l nim; mm 
=D* (a, p. Y) ni, n DP (a, B. Y) mi, m 
= > > Chr Q (e, B, Y) im, pm Cft, mym 
=> X OR nm D” (a, B, Y) nnC mm (11.4.9) 
称 C WEET nm 为 C-G 系数 ， 一 般 简称 C-G Z R, Ch ,, 通常 写 为 
(Jz, m m, |jm). 
3. C-G 系数 的 计算 
1° MEG mim, ljm) tF m 的 取 值 
ATHE, mm jm) 中 的 数值 , 在 (11. 4. 9) 式 中 取 a0, 8 = y = 0 HRPE 
阵 . 由 (11. 3. 34) 式 看 到 
d, (8) = Sr 
因而 (11. 4. 9) 式 为 


DE (æ, 0, O) ni, m DP (e, 0, O) ni, m 


mi, my 


(mi +m) 8 Š 


=e mmz 


mimi 
= >, 2 Gm’ jij, mim.) ` e“8,,, (Ju, mm, | jm) 
j mw 
=}, $, Gm! jj, mim, ) ` e“ (jy, mim, | jm) 
j m 
即 
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emie = 》 | (j, mm | jm) I?e™ (11.4. 10) 
jm 
因为 在 [0, 22] JE M BRrB,, e™ 是 完备 的 集合 , 因而 只 能 是 
(ju, mmz ljm) = őn, m +m CJ1j2» mim, ljm) (11.4. 11) 
这 样 连同 j= lÀ -h!l , lji -jal +1, e, h +h REAT (J, mm, ljm) 的 两 个 非 零 条 件 
m, +m, =m 
. . . L ee aer ,| (11.4.12) 
j, h jh 满 足 三 角形 条 件 A GJJ) 


所 谓 三 角形 条 件 , REA, s 7 为 边 的 三 角形 , 任意 两 边 之 差 一 定 小 于 或 等 于 第 三 边 ， 
任意 两 边 之 和 一 定 大 于 或 等 于 第 三 边 . 
2° C-G 系数 的 相位 规约 和 表达 式 
利用 m =m, +m, 的 条 件 (11. 4. 8) 式 可 写 为 
D(a, B, Y) mi, m DP (æ, B, Y) mi, mz 
= Y mi + mi, jija, mimi) 
DO (a, B, Y) nitmi mim ja mma | jm, + m) (11.4. 13) 
为 了 从 此 式 求 出 C-G 系数 , MDO (e, B, Y) niani mim ECL 4 9) RTI, 并 取 群 元 素 
积分 , 利用 不 可 约 表示 正 交 定理 得 到 
到 da singap] AyD (e, B, Y) nieni, mma 
DŠ (a, B, y), DPP (ea, B, Y) mim 
. i , . . , , * 1 ki Ñi . l 
= 2 (m +m, | jja, mim, ) Í daf singdp[ dy (11.4. 14) 
D) (e, B, Y) nirmi m D? ° (a, B, y), a (jy, mim, | jm) 
== gm + m, | jij， mim’) ” (jijz, m,m, | J, m, +m) 
为 了 计算 (11. 4. 14) 式 左 端的 积分 , 取 一 些 特殊 的 m fil m; , 令 mi sj, m = -有 ,于 是 
(11.4. 14) 式 变 为 
hf daf sinpdg| aypo'(a, B, yaa mim 
D® (e, B, y), | DP (a, B, y) m2 
= À -J | jj h <h)” Gh, mm, |j, m, + m,) (11.4.14' 
对 于 ml =j, ma = -j, 由 (11. 3. 34) 式 可 得 到 
D(a, B, yim = (- Dm™ | (各 ] (eos LY” (sin By em 


m, 2 


L 
2 


D (a, B, y) jm = [(#) ei cos BJ sin 8B) em 


m, 


(11.4.15) 
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EDO (a, B, 7) mtm 用 (11.3.34) 式 表达 , 则 上 式 为 
Lf daf singdp[ “dy 


{F G +h- j)! -jh +j)1(j+ m, +m )!(j -m -m )! ] 
T IC -m -m, - k)!G +j -jh -k)!(k-j +j, +m, +m2)! 


1⁄2 


2; 2; 1⁄2 2(j+ji—ma k) 2(jz+tm +k) 
. [(2 )(2 )] [sia £) ' (sin Ë) 
J t mi: J; + m, 
1 . 。 | LES : 
= -jl jj, h _ J) (ju, mm, | jm, + m,) (11.4. 16) 
(11.4. 10) 式 左 端的 积分 为 


L T, r . B 2(j+ji-m-k) . B 2(j2+mz+k) 
gh daf sin8d8 dy( sin > ) (sin >) 
(j+) -m — k) ! 
= 二 一 2 一 一 11. 4. 17 
(h +k +j+1)! ( ) 
由 此 得 到 : 
(j, h -h!l jj, j - j) Oj, mm | jm, + m,) 
=Y (= DAZ +1) A2)! O)! 
r 


. [Š +j -Jj.)!(j -jh tJ)!(j +m, + m,) !(j -m ~ ma) 1] 
(h - m,)!(j; mm) +m)! - m.) ! 
. (j +, -m — k) ! (Qç + m, + k) 
(h +j +j +1)!k1(j- m, -m,-k)1(j +h -J -k)1(k-Jj +J +m, +m)! 


(11.4.18) 
$m =j, m = —J,, 则 上 式 为 
| G2, -=j | j À =j) |? 
(23 +1) +h - Jj)! _ 1 一 万 thYGQ th th - k)! 
mr xC ( , |a h (419) 
利用 恒等式 
TAN h t P Gth+tjh-k)! _ 2j, 
zoop E r D) (11.4. 20) 
可 得 到 
(+1D(27)1027 1 
| Ow, -hlj, -jl LDO (11.4.21) 


+j +h +1)1G +j -))! 
按 Condon-shartley 相位 规约 , 规定 (7 o hohl, h- AEK, BI 
.. ,. 1... . (2j + 1) (2j,) !(27,) ! 12 
(ju 9 -hlj,j - j.) = 一 -一 一 一 一 一 全 一 (11.4.22) 
eh h ph UD [6 +j +j +1)!( +j | 


于 是 由 (11.4. 12) 式 就 得 到 了 C-G 系数 
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(¿h |, mim, ljm) 


=8 1) "| j+) G +j h)! Gb +h)! (à tp Qj)! G +m)! Cm) 
mmml (j+j +b +1)! (Q +m)! OO —-m,)!] Gtm)! G; -m,)! 
j- (J+j -m -k)! (+m, +k)! 
。 i 11. 4. 23 
> ( ) kl j-m-k)! (j+ -j -k)!] (k-ji +j, +m)! ( ) 


由 此 式 可 看 到 在 相位 规约 (11. 4. 16) 式 下 ，C-G 系数 是 实数 . 
对 (11.4. 17) 式 的 积分 和 恒等式 (11. 4. 20) 的 证 明 有 兴趣 的 读者 可 参阅 韩 其 智 、 孙 
洪 洲 著 《 群 论 》. 
4. C-G 系数 的 正 交 性 
H C-G 系数 为 矩阵 元 的 矩阵 C ERER, 而 在 Conton-shortley 相位 规约 下 C HRE 
BE. 因而 C 是 实 正 交 和 矩阵, 它 的 矩阵 元 一 一 C-G 系数 当然 满足 如 下 的 正 交 归 一 化 条 件 ， 
即 
> Gija» mm, | jm) Giz mim, | j'm') = Sy Sm 
mm (11. 4.24) 
> Qiz, mm, | jm) (Jija, m'm,’ | jm) = Ò mym Òm 


11.4.2 角 动 量 的 耦合 与 耦合 基 矢 


L SU(2) 群 的 直 积 空间 与 耦合 空间 、 耦 合 角 动 量 

如 果 存 在 两 个 相互 无 关 的 满足 交换 关系 (11. 1.2) WRF On, Jys Ju) 和 (JJ Jy 
J.)， 以 它们 为 无 穷 小 算 子 分 别 构成 SU, (2) 81 SU, (2) FF, 由 它们 可 构成 直 积 群 SU, (2) 
@SU,(2). 直 积 群 的 元 素 为 

oi(a, Bis yu) (o, , B,, y.) 
=0(a, Bi, yi; o>, B>, Y2) 
= e “isu e Biy gi giaz Bzloy-iyals 
HFJ, J, 是 相互 无 关 的 , 因而 它们 彼此 交换 ， 上 式 可 写 为 
o (o, Bis yi; on, B, y2) = e i(erh:teodə:) oita) oi Yiya) 

比如 两 个 独立 的 电子 体系 的 轨道 角 动 量 或 者 一 个 电子 当 忽略 旋转 作用 时 的 轨道 角 动 
量 与 自 旋 角 动 量 ， 就 可 由 上 述 直 积 群 描述 , 

上 节 所 讨论 的 SU, (2) 和 SU, (2) 的 不 可 约 表示 DO 和 D 的 直 积 

DH (a, Bi, y.) DY (o,, B,, V2) 

HERE SU, (2) @SU,(2) 的 不 可 约 表示 . 

如 果 两 个 算 子 帮 , J, 之 间 存 在 相互 作用 , 从 而 使 得 它们 不 能 在 SU, (2) 和 SU,(2) 的 
群 空间 中 独立 转动 ， 只 能 束缚 在 一 起 转动 ， BR œ =oe,, B, =B,, yi = yx. 于 是 

ta Bi, yu; o, Bis 71) =c (e, B, y) 
= eUt) a BUH) oTit) (11.4.25) 

容易 看 到 算 子 Ju tJa =J, Jy +L, = 也 ,Js+ 几 = 了 也 满足 交换 关系 (11.1.2),， 因而 由 它 
们 也 构成 SU0(2) 群 , 这 个 群 为 耦合 空间 的 SU(2) 群 . 群 元 素 由 (11. 4. 25) 式 描述 ， 显 然 


一 一- 
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SU (2)@SU,(2) DSU(2) 
称 角 动量 算 子 
J= Ja +J, J, = J, +J, J, = J, + Ó, (11.4.26) 
为 耦合 角 动量 算 子 , 或 总 角 动 量 算 子 ， 直 积 表示 D” (a, B, y)@D) (a, B, y) 为 群 
SU(2) 的 可 约 表示 . 
这 样 Clebsch-Gordan 级 数 (11. 4. 14) 式 的 意义 就 明确 了 , 它 表示 把 两 个 角 动 量 分 别 
为 六 flj, 的 不 可 约 表示 的 直 积 约 化 为 总 角 动 量 为 j 的 不 可 约 表示 的 直 和 |. 
2. 耦合 基 夭 与 Racah 系数 l 
ATI AJ 的 基 矢 分 别 为 | 六 ma 》 , jam), 而且 
Jal jim) = m | jim?) 
Jx, jm) = m| jam) 
f Jiji! jim) = (m, + 1)jis | jim} 
Jaja | jm) = (m, + 1), | jm,) 
定义 耦合 空间 总 角 动 量 算 子 J 了 =. +J, BJ3522g1 Gj), jm), 而 且 
J. | Ga)jim) = ml (jj,)jm) 
1 (11.4.27) 
| Jal Gj)jm) = [(j £ m)(j +m + 1)121 (jJ)jm +1) 
EDH (a, B, y)@D%2) (a, B, y) 实 际 是 以 基 矢 的 直 积 和 jimi) ljm) = ljm, 
jm) | HÆRER, B 
EDY (a, B, y) ODP (a, B, Y)l mimi 
= (im, , jm, | o(æ, B, y) l jm, jamz) 
耦合 矩阵 元 可 写 为 耦合 基 矢 1 Uj )jm7 的 矩阵 元 ， 即 
(Gj)m lola, B, y)1(u,)jm> =D? (a, B, Y) wm 
于 是 Clebsch-Gordan 级 数 (11. 4. 8) 式 可 写 为 
Gim, , jam, lolæ, B, y) i jm, jam) 
= > >, Gm 1 j2» mmz) (Gjim | ola, B, y) | (jJ; )jm) (ju; , mim, | jm) 
| (11.4.27) 
利用 C-G 系数 的 正 交 归 一 性 (11. 4. 26) 式 ,在 (11. 4. 27) 式 两 端 分 别 乘 以 (jja, mima Ij Ó 
m”) #l(j'm”l|jj,, mim, ) 并 对 mimzma'm2' 求 和 , 利用 C-G 系数 的 正 交 性 可 得 到 
之 2 Gu. mm, | j'm”) (m , jam, | o(æ, B, y) | jim, jm) Cm" | jja, mim.) 
=> > Koa mim, | fim") (jj; , m,m, | jm’) 
` (Gu )jm' | ola, B, y) | (jj: )jm) Gm’ | jija, mm) Fm" | jija, mima ) 
= Ys8, 8 (Gu) 1 Ca, B, y) 1 Gua)jim) 


=((jj,)jm” l ola, B, y) | GJ )i'm" (11.4.28) 
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由 此 得 到 耦合 基 矢 
| (¿jha )jm) = > (jJ, mim, | jm) | jim, Jam2) (11.4.29) 
这 表明 通过 C-G REOT ARRER {jim , hm) 耦合 为 具有 一 定 角 动 量 包 或 者 说 
最 高 权 ) 的 不 可 约 表示 的 基 矢 , 因而 C-G 系数 也 称 为 向 量 ( 基 矢 ) 耦合 系数 ,〈11. 4.22) 
式 的 逆 变 换 为 
| hm jm) = X Gml jj, mm) | Gija)jm) (11. 4. 30) 
利用 基 矢 jm ) Mlm) URI (Ju, )jm> 的 正 交 归 一 性 , 由 (11. 4. 29) 式 和 (11. 4. 
30) 式 得 到 C-G 系数 为 
| (Jx, mim, jm) = Gim, , jam, | (jz )jm) 
(jJ, mim, jm) = (Chja )jm l jim, , jam) 
即 C-G 系数 为 耦合 基 1(7jP )jm) MAER AERAR jim , jam) = ljm ) U,m, 2 B 
内 积 . 
(114.29) 式 给 出 的 耦合 基 是 满足 条 件 (11. 4. 27) 式 的 标准 归 一 化 基 矢 ， 对 于 
(11. 4. 29) 式 第 一 个 公式 是 可 以 简单 证 明 的 .因为 
J, 1 Gu. )jm) 


= > (PP mim, | jm) [ (Ja | jim 2) ljam) + -jim ) Ja l jam) ] 
mima 


(11.4.31) 


=m > (jJ, mim, | jm) | jim, , j,m,) 
mm 


=mi (ju:)jm)> 
注意 Cjimi, jam, bm) 的 非 零 条 件 是 m, + ma =m. 
对 于 (11.4. 29 ) 式 的 第 二 个 公式 
JA (2)jm) 


= > (ju, mm, | jm) [ Jis | jim) ) ljama) +] jimi) Jas | jam) ] 


mim 


= > Gh, mm | jm) | [ (Q, F m) tm + 1) ]!2 l jim, +1) | m.) 


+ [ (j £ m,) (j; tm + 1) ]12 jm) | j,m, £ 151 
AC Gj) jm +1| 作 用 上 式 得 到 
Cj)im +11 J Cj,)jim) 


= > (jx, mim, | jm) 1 [ (Q, + m.)(j, +m + 1) ]1!2 ( )im + ll jm, +l, jm,) 


mima 
+ [ ; F m,) (j, = m, + 1)]'2( Gu, )jm £ll jm, jm, +1)} 


= > G, mm, | jm) | [ Q, F m,) (À, +m + 1)]'2 G; mlljj, m +1, m,) 


mm2 
+ [ G; + m,) (j; + m, +1)]'? G, m+ll jJ, m + 1, m) 


` [ (; F m) G, +m +1)] PG, m + 11j,, m, +1)} 
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利用 (11. 4. 23)C-G 系数 的 表达 式 代 人 上 式 , 经 过 繁杂 的 计算 , 可 得 到 
((jja)jm *11J, (jh)im) =[ (mFm) (+m+1)]” 
MAHI Gj) jm) MEL 4.27), 
如 果 从 (11. 4. 27) 式 出 发 , 可 以 得 到 C-G 系数 的 递 推 公式 ， 即 
[G *£m)(j =m +1)]!2 | (jj )jm + 15 


= > Gu, mm | jm) |[ (à F m) (à + m, + 1) ]!2? | jim, £ 1) | ma) 


+ [ (j; F m,) (J, £ m, + 1)]'? 1 jim) ljm, +1)} 
mR Gm’, Jam, | 乡 得 到 
[GF m)(j + m + 1) ] Gj, m m, | jm £ 1) 
= > (zs mim, | jm) Í[ Q, F m,) (À tm + 1) ] dmim mst, mi 


+ [ (z F m) (jz +m, +1) ] Bm Omma] 
=(jjs m ' £ 1, m’ jn) [ Q, F Cm’ DG t(m' £ 1) +1)] 
+ (jx, m'm? £ 1jm)[ Q, + (m,' £ 1)) (Q + (m,' £ 1) + 1) ]'2 
对 J 和 J 分 别 写 出 , EEG, mim, ljm) 的 递 推 公式 . 
[Q -m)(j +m + 1) ]'2 1 Gj, mm | jm + 1) 
=[( -m +1)(j +m)] Gj, m, — 1, m, | jm) 
+ [Cj - m, + 1) (¿; + m,) ] OP mim, — 1 | jm) 
* [G +m)(j = m + 1) ]!? | Gj mim, | jm ~- 1) 
=[( +m, +1) -m)] jj, (m + 1)m, | jm) 
+ [ Q; + m, + 1) (j; - m,) ]2 Gj, mim, + 1 | jm) (11.4.32) 


1⁄2 


当 采 取 | 
: (jj, h -b lj th, -h -b) # 1 
时 由 递 推 公式 (11. 4. 32) 所 得 的 结果 与 (11. 4. 23 ) 式 计算 的 结果 是 完全 一 致 的 .比如 工 . 
L. Schiff 著 “Quantum Mechanics” 一 书 就 使 用 了 递 推 公式 (11. 4. 32). 
11.4.3 Clebsch-Gordan 系数 的 对 称 性 与 3- 符号 


(11.4. 15) 式 表明 C-G 系数 具有 交换 方 , p 的 对 称 性 ， 为 了 看 到 这 一 点 ， 把 
(11.4. 15) 式 写 为 
(jh, mim, | jm') (Gj, mm, | jm) 
-2 "daf singdp[” dyD 9 ° (a, B, y) DŠ (w, B, Y) mm DP (a, B, Y) m'm 
a 时 上 式 并 无 变化 , 因而 得 到 C-G 系数 对 交换 jij, 的 对 称 性 ， 即 
[2 mm, | jm)? = (jji, mm, | jm)° 


(11.4.33) 
(juj, mm, | jm) =+ (jji, mm, | jm) 
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按 一 般 相 因子 惯例 取 
. Giz» mim, jm) = ( -1 ) Gj , mm; ljm) (11. 4. 34) 
Æj, p 与 7 却 没有 很 好 的 交换 对 称 性 , 定义 WingerV- 系 数 , 为 
V(jjj, mmm) = ( -Dam(27+1) TG, mmlm) — (11.4.35) 
Wigner 进而 引入 “3 六 符号 ， 即 
( Jo hB ) = (= PRAVO jaja, mmm; ) Òm, mem (11.4.36) 
m m, m, 


3-j 符 叶 与 C-G 系数 的 关系 为 


， h Pj J 
(ju, mim, ljm) = ( -1)2 2 "VI+l - 
m m, m 


3-j 符号 具有 更 好 的 对 称 性 , 由 (11. 4. 14) 式 得 到 


( J n7 J °] 
m m, ml\m’ m, m' 


s| Cæ, B, Y) mm DË (e, B, Y) mym D, (a, B, y)an 
因而 33 符号 具有 jj 的 任意 置换 对 称 性 ， 即 
四 c= yi” n "j. jj DB ihj 的 奇 置换 
(z É >) = P A 7 (11.4.37) 
1 m m | A '), Jih B ihj 的 偶 置换 


m, m m, 


由 表示 矩阵 性 质 
DO (a, B, y), Á = ( -1)" "DD (æ, B, Y) za 
还 可 得 到 3 了 符号 的 另 一 性 质 


( h h) = cyn” ú °) (11.4.38) 
mi Ma m, m, m, m, 
3-j 符号 的 正 交 归 一 性 关系 为 

XO D|" h2 nà J2 ” )=8 Š 

mym mı My m, m. m, ms 

. . . . . . (11.4.39) 
E+" J: Pa 2 "= 8 
Jama Mm m, mim m m, 
3-j 符 叶 的 对 称 性 为 计算 C-G 系数 带 来 很 大 方便 . 
在 下 面 两 个 表 中 给 出 了 常用 的 几 个 常用 的 3 符号 表达 式 . 


— —T -—.- -一 一 一 -一 一 
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记 = 立 的 33 符 号 公式 


b =1 的 37 符 号 公式 


[Hmm] [2 
(3j +1) (2j +2) (D1 +1) (2j, +2) 


[wama nD +m) (jı -1 1⁄2 
ZO +1) -人 DT 


[Wa m +1)1' -[# m a +m 
2j (2) +1) 站 27 +1) 


[2 -m)(ji-m+1) 1⁄2 
(2j +1) (2 +2) 


Tm) (ñ *m+1) 2 
2h Q +1) 


Gitm+l) (i smy’ 
Zj (2j +1) 


11.4.4 Racah 系数 与 67 符号 、9- 符号 


1. 3 个 角 动 量 的 耦合 空间 与 耦合 基 夭 
如 果 量 子 体系 包括 3 PADE , Jz, J2 它们 分 别 构成 SU1(2), SU, (2) FM SU, (2) 
群 ， 直 积 空间 为 


SU, (2) @SU,(2)@SU, (2) 
当 这 3 个 角 动 量 之 间 存 在 相互 作用 时 , 可 合成 一 个 总 角 动量 . 
J= T +J +J 


这 种 耦合 有 两 种 方式 ， 即 
l J =(J, + TJ.) + T, = Tx. + J, 
J =J, + Q, + J,) = T, + T, 
总 角 动 量 J 了 生成 SU(2) 群 ,两 个 中 间 角 动量 分 别 生 成 SU2(2) 和 SU2s(2) 群 , 因而 有 两 种 
群 的 分 解 链 . 
SU, (2) @ SU,(2) @ SU;,(2) D SU,,(2) @ SU,(2) D SU(2) 
| SU,(2) @ SU,(2) @ SU,(2) > SU,(2) @ SVs(2) D SU(2) 
直 积 空间 SU, (2) @SU,(2)GSU, (2) WERA jim , jam, , jam}. 
Him , bm, , jam) = jim, } ljama} ljama) 
SU(2) 空 间 的 耦合 基 矢 有 两 种 构成 方式 ， 即 
1( (ju: )j12j3 )), m2) 和 1 Gi (jj)j12)j, m) 


(11. 4. 40) 


(11.4. 40’) 
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而 
| (jh)jz, mz) = > (ijs mm, | jema) | jim) | jam) 
mm (11.4.41) 
| (jJs)js > meo)? = > (jzj3, mma | Jama) | jamz) | jsms) l 
由 此 可 得 到 
| (Gu: )jojs )jm) 
= > (jujs, mam, | jm) | (jija )joma) | jam) 
= > (ijz, mim | jama) (Jos, mom, | jm) | jim) | jam, | jms) (11. 4. 42) 
通过 类 似 计算 另 一 种 方式 得 到 的 耦合 基 矢 为 


| G (jajs jz )jm)> 
= > Giz, mma | jm) (zj, mama | jamg) | jim) | jam) | jsms) 
(11. 4.42’) 
通过 两 种 方式 得 到 的 耦合 基 矢 都 是 正 交 归 一 化 的 , 这 一 点 由 C-G 系数 的 正 交 归 一 性 
立即 可 得 到 证 明 . 
2. Racah 系数 
由 两 种 耦合 方式 得 到 的 耦合 基 (11. 4. 42) 和 (11. 4. 42) 式 之 间 一 定 存 在 一 种 变换 ， 
由 于 它们 都 是 正 交 归 一 化 基 矢 , 这 种 交换 一 定 是 西 变换 , 令 变换 系数 为 
( (b: J2 5 Jz , Jiji (jj Jz 9 j) 
称 为 Racah 系数 , 由 于 它 描述 两 种 耦合 基 矢 间 的 变换 ， 又 称 为 再 耦合 系数 .利用 Racah 
系数 可 把 基 矢 1( GJ )jiwjs JO RRA I G Ga m BRES, B 
| ( (jj2)j2, ha )im) 
= > (Ga), j| j, (Ja ja) | Gi (aja )j) | jm) 
因而 
o (Ohj J| AG aD = (Na)im! (Gda) jm) (11.4.43) 
即 Racah 系数 为 两 种 耦合 基 矢 的 内 积 . 
在 (11. 4. 43) 式 中 代 和 人 表达 式 (11. 4. 42) 和 (11. 4. 427) 可 得 到 Racah 系数 的 表达 式 
为 
( Cj) jjs, Ji Gajs jai) 
= > > Qija» mim, ljama) Gijs, mam, ljm) Gajs, mm, ljama ) (ija, mim, ljm) 


EREMI m 无 关 , 因而 把 上 式 对 m RKA, 然后 除 以 (2 +1) 得 到 
(Gda) J | (js )jai) 
1 
“3J +1 


5 (jua, mm, | jama) (izj, mam, | jm) 
mimoama ml2m23m 


. (js, m,m; | jama) (jjs, mmy | jm) (11. 4.44) 


` 
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把 C-G 系数 换 成 37 符号 ,得 到 
(Gdi Th Gs )jaj) 


mimmgmizmm 


(a m molla m sell P J 
这 就 是 Racah 系数 由 3 了 符号 表示 的 公式 . 由 于 Racah 系数 是 两 种 耦合 基 矢 间 的 西 变换 ， 
因而 它 满足 如 下 正 交 归 一 性 条 件 ， 即 

È (Gaias j| h Ga) (Qh), J1 hO), J) = Bi 


É h ;) (11.4.45) 


m2 Mm m 


> (Ghj J1 j Ga) Gja), jas J| AQ), J) = By 
(11.4.46) 
这 两 个 关系 按 定义 很 容易 证 明 ，( 由 (11.4. 45) 式 可 看 出 Racah 系数 是 实数 ， 
(Upj1ajp J| j Gas ja) = Gi GJ), JE Gda)» js, J) 
=( (ju, )ji2js Jiji (bh )72a7) 
3. 6j 符号 及 其 与 Racah 系数 的 关系 
定义 67 符号 为 
h h h 
ñ L ,| 
= y y (- ] Ji Yta + tla +s +m tma tma tjg tatp 


mim2m3t 123 


h h ppp pp L Lyh À L 
四 m, mila M i: Ms a F: Hi = (11.4.47) 
由 (11.4. 45) 式 可 看 到 67 符号 与 Racah 系数 间 的 关系 为 
(Giz )hizjss J| Ji Goja Jad) . 
=C DEPA Oja +D Oia DJAR ” | (a48) 
Ja J Jz 
由 (11.4.47) 式 中 37 符号 的 对 称 性 ,可 得 到 67 符号 具有 如 下 的 对 称 性 ， 即 
(1) 62 符号 任意 置换 两 列 数值 不 变 . 
(2) 任意 取 两 列 上 下 的 符号 7 调换 ,67 符号 不 变 . 6-j 符号 的 非 零 条 件 为 满足 三 角形 
条 件 A Gija) ` A (hL,L,) ` A (Lj) ` A (llyjs) n 一 般 用 如 下 图 形 


[ESS] 
表示 四 个 三 角形 条 件 . 
6j 符号 的 正 交 归 一 化 条 件 为 


> (2j + 1) (21, + 1)(- ppano [h J 7H, J: >] (11.4. 49) 
万 


L L KIIL L L 


67 符号 的 解析 表达 式 为 
j J | 
kl L, l, | 
=(- 1) tht A (jjaja) A (hL,L,) A (Lj;js) A (LLj,) > (- 1) ` 
(h tJ +l, +L +1-k)! 
太太 -人 INT 有 NTT (1430) 
其 中 . 
A (abe) = i (11.4.51) 


(a+b+c+1) 


i 如 果 67 符号 中 有 一 个 7 为 0, 则 67 符号 为 


0 h J +; 1 
| = Spp ( -1)k*p*k— —— (11. 4. 52) 
|, L "| K JO +1) (QL +1) 


这 个 67 符号 在 很 多 应 用 中 是 经 常 使 用 的 . 

4. 4 个 角 动 量 体 系 的 广义 Racah 系数 与 9-1 符号 

在 4 个 角 动 量 耦合 的 体系 中 将 出 现 广义 Racah 系数 和 97 符号 ， 在 本 节 中 对 此 做 一 
些 简 要 讨论 . 

1° 93 符号 的 定义 及 性 质 

4 个 角 动 量 耳 ， J, Jz, J, 系统 ， 将 构成 4 个 SU.,(2) ,5=1,2,3,4. 于 是 得 到 直 积 
群 

SU, (2)@SU,(2)@SU,(2)@SU, (2) 


如 果 角 动量 之 问 存在 相互 作用 , 将 组 合成 总 角 动 量 J = 2 ， 可 有 两 种 方式 进行 耦合 ， 
即 
J= (J, +J,) + (J, +J.) = +J, 
和 
J=(J +J,) + (J, +J.) =Ja+Jos 
于 是 直 积 群 存在 两 个 群 链 ， 即 
[a @ SU, (2) @ SU; (2) @ SU,(2) D SUn(2) @ SU, (2) D SU(2) 
SU, (2) @ SU: (2) @ SU; (2) @ SU,(2) D SU, (2) @ SU, (2) D SU(2) 
(11.4.40) 
这 样 便 到 得 两 种 耦合 基 矢 
1( (jj )jn, Caja )Ja4 )jm) , (Gj) (ja) )jm)> 
它们 之 间 的 变换 系数 为 广义 Racah 系数 
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[ (J), (jj.)ja)jm) = > Cijas mom, | jm) | Gja )jama) Gaja jamy) 
m12m34 


| (COs)js, Gz )ja)jm} = > (Paja Mamy | jm) | Gis )joma?) (bj, juma? 


(11.4.53) 
可 得 到 (11. 4. 53) 式 给 出 的 广义 Racah 系数 为 
(GJJ (jja)jaa j| (jujs)js; (ja. )ja, j) 
= > [(2j + 1) (2jo + 1) (2ja + 1) (ja +1) (2y +1)]2 
对 所 有 m 
. (- 1) tm atma ( _ 1 ) s amsa qha ja trj -j3 tma ja -jatma 
. [7 h Jo Jí h À ja í Jo Ja ) 
m m, mol\ms m, Myl\m3 My M. 
{> Ja iż J hy} À J (11.4. 54) 
ma ma mim m. ms m mMm, ma 
BAAB Pta 9 个 角 动 量 量子 数 j,, 因而 4 个 角 动 量 耦 合 的 Racah 系数 包括 9 4, 
可 与 67 符号 相 类 似 的 定义 9-; 符号 ,， 即 


h h ja . . . . . 。 。 
。 . . Jaaa Jo Jun J3 ja Ja)[Js Ja J 
J3 Ja Ja) > 

.| 名 m, Mpi\m, m, ms Amas My m 


ja Ja J 


JA h J 7J Jaj[Je Ja J 
l B ms mla m. T.J. M34 m) (11.4.55) 
9 个 角 动 量 的 Racah 系数 为 
(Guj)jo, GJja)ja J| C3), (oa)ja, J) 
h Pb jo 
=[ (2j + 1) (2js + 1) (2 + 1) (2 + nela Jz | (11.4.56) 
ja ja J 
(11.4. 55) 式 定义 的 97 符号 可 表示 为 3 个 67 符号 乘积 的 求 和 ， 即 
J h J> . . G’ . . . 。 
， . zy h Ja ja Ja Jae Ja J 
Ë : u|- ZCDYO DI 4 a & T a 
Ja Ja J 
(11. 4. 57) 
由 (11. 4. 55) 式 或 (11.4.57) 式 都 可 看 出 97 符号 具有 对 称 性 : 对 任意 行 或 列 进 行 偶 
置换 9 了 符号 不 变 ， 而 进行 奇 置换 出 现 一 个 相 因子 ( - 1) Yi. 
当 9%7 符号 中 有 一 个 =0, 则 97 符号 退化 为 67 符号 ， 即 


a b c 
a b f 
c d el-(-lDirr l (11. 4. 58) 
e c a e 
|: f -l Z (2 DGA | 
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9 符号 的 正 交 归 一 性 为 


A h jn h h ju . 
> 《212 + 1)(2js + 1)(2j, + 1)(2ja + oli FA affe Ja ial- Š. Sissa 
ly . . 


ja Ja J 


h h joyrh h jn 
> (jo +1) (2js + 1) (2; +1)(2 +1) Ë: ja jayb Ja | = Sy dys 
Ka js ja Jio ja j 
(11.4.59) 


2° 97 符号 应 用 的 简 例 
具有 4 个 角 下放 玫 体系 是 中 心力 扬中 两 个 电子 体系 因为 中 心力 场 中 电 


子 具 有 自 旋 和 轨道 角 动 量 ， 单 电子 波 函 数 为 | 方 > m, hm) f 12 N m,L,m,), ETRA 


lim, lim) x 11 xm, „om, ) 构 成 直 积 群 


SU, (2)@S0,(3)@SU,(2)@SO, (3) 

不 可 约 表 示 的 基 矢 ， 但 是 如 果 考 虑 旋 - 轨 作用 , 这 种 简单 积 构成 的 基 矢 是 可 约 的 ,此 时 直 
积 群 有 两 种 群 链 ， 即 

SU, (2)@S0, (3) @SU,(2)G@S0,(3) DSU(2)@S0(1) DSU(2) 
此 时 为 S 世 耦合 ， 另 一 种 为 

SU, (2)@S0,(3) @SU,(2)@S0,(3) 3SU(2)@SU'(2) DSU(2) 
即 姜 耦 合 ，S 忆 耦合 下 的 耦合 基 矢 为 

LU PS, (LL)LJM,) 

= >. Y G+, mm, 1 SM,) 


m minm n 
` (Ll, m,m, | LM,) (SL, MsM, | JM,) | Fm, hm) | > m, Lm,) 
L CUP EE SO 
| (Z Wi )h) JM) 


1 . 1 . 。。 
= >b > (h, m, my, | hm,) (L, m,,m,, | Jamg) ijz» m,m, | JM,) 


TY, 
TY Tammjy 
.1 Lm, lim, ) 1 l 
Z ahm, Fm, „am, 
Racah 系数 为 


([( TL), ( 34)h IM, | ((-255, (hL)L)JM; 


=(( 6h, ( J i Ds, (LL)L, J) 
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按 定义 和 C-G AANER? iia 
(( T), C J), J| (25, (khL)L) 


(11.4.60) 
L j 
L J 
4 个 以 上 的 nr 个 角 动 量 看 合 问 题 涉及 3n-3 符号 问题 , 在 此 就 不 讨论 了 . 
这 节 所 讨论 的 问题 与 第 三 章 讨论 的 点 群 C-G 系数 是 完全 平行 的 , 只 是 50(3) 群 直 积 
分 解 没 有 重复 出 现 问题 ， 而 点 群 直 积分 解 有 重复 出 现 问题 ,因而 点 群 中 这 类 问题 更 为 复 
ZE. 


1 
2 
=[ (2 +1) (2 +1)(2S+1) 2L +1)]'24 1. 
2 
S 


11.5 SO(3) 群 的 不 可 约 张 量 算 子 和 Wigner-Eckart 定理 


11.5.1 SO(3) 群 的 不 可 约 张 量 算 子 


1. SO(3 ) 群 的 张 量 与 不 可 约 张 量 
如 果 量 T 有 3” 个 分 量 , 它们 为 


Tips hobio t’ b=1,2,3 
在 S0(3) 群 算 子 A(R), Re SO(3) 作 用 下 , 变换 规律 为 
Ê(R)T=T (11.5.1) 
也 的 分 量 
= X. aja" a Ty, (11.5.2) 
其 中 ReSO(3) 为 


an a, Gas 
R=|az G> Gs 
Gs Q3 G3 


即 a; 为 旋转 矩阵 R 的 矩阵 元 , 则 称 由 3" 个 分 量 构 成 的 量 了 为 n 阶 张 量 , 因为 它 的 分 量 
J: S0(3) 群 变换 . 
实际 上 aijai tij EHRE 
S0(3)®50(3)®:…®50(3) =S0(3)@* 

WER. 80(3) 的 元 素 R 为 三 维 空间 R 上 的 单 模 正 交 变换 , 而 直 积 群 S0(3) 们 是 直 积 
空间 R?" 上 的 单 模 正 交 变换 .因而 3" 个 分 量 的 张 量 了 相当 于 R” 空间 的 向 量 . 正 像 3 维 
空间 中 的 向 量 构成 SO(3) 群 三 维 表示 的 基 矢 一 样 ，(11. 5.2) 式 说 明 张 量 了 也 是 R” EE 
间 中 直 积 群 S0(3) > 的 一 个 表示 的 基 矢 , 对 于 直 积 群 S0(3)S 这 个 表示 是 不 可 约 的 , 但 
是 对 S0(3) 群 是 可 约 的 . 
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由 于 张 量 7 的 3" 个 分 量 | Ts 对 50(3) 群 是 可 约 的 , 因而 可 通过 适当 线性 组 合 ， 
把 它们 分 划 为 若干 个 子 集 , 每 个 子 集 在 S0(3) 群 作用 下 都 是 不 变 的 . 这样 就 把 阶 张 量 
7 分 解 成 了 不 可 约 张 量 的 直 和 , 

因而 可 以 定义 50(3) 群 的 不 可 约 张 量 7”, 它 有 2k+1 个 分 量 , (24+1) 是 S0(3) 群 
不 可 约 表示 (k) 的 维 数 .在 50(3) 群 作用 下 , 这 2k+1 个 分 量 按 不 可 约 表示 DO R. 

下 面 以 2 阶 张 量 7 为 例 进行 讨论 . 2 阶 张 量 7 有 9 NPE T, i,j=1, 2, 3, 可 写成 


一 个 矩阵 形式 , BD 
Ta T, Ts 
T= Ë T, T, | 
Ta Te TDs 
以 SO0(3) 群 元 素 
an apb Gs 
ele az = so 
031 G> G 
HARKET, 有 
RTR’ = T 


(RTR); = Tg = aTudy = Yasa T, 
这 就 说 明了 是 S0(3) 群 的 2 阶 张 量 . 
如 果 把 了 分 解 为 三 个 张 量 的 直 和 ， 即 
T= T) QTO OT”? 


0 An Ag 
-Án 0 A; 
-43 -43 0 


Sua Sn Sg 
T® = So Sn Sa 


Sas az Gss 


其 中 


re 


A 


š = 


(T; 一 T;) 


bb 一 日 | 一 


Sy = HT + T), i j, S, = u(T) — T, - T,, 


ižj#k, ij,k=1,2,3 
TO J — AEE AE, TO RAZNE, TO 只 有 5 个 独立 分 量 (因为 在 t(7T) 一 定 
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F, Sun， Sw ,Sw 中 只 有 两 个 独立 变量 )， 容 易 看 到 7 在 50(3) 群 的 变化 下 是 一 不 变量 


(标量 ) , 称 为 0 秩 不 可 约 张 量 , T'* 有 三 个 独立 分 量 和 7 有 5 个 独立 分 量 都 是 在 SO(3) 
群 变 化 下 的 不 变 集 合 , 因而 称 它 们 为 1 秩 和 2 秩 不 可 约 张 量 . 这 样 2 阶 张 量 可 分 解 为 0 
秩 , 1 秩 和 2 秩 不 可 约 张 量 的 直 和 . 
2. 不 可 约 张 量 算 子 
如 果 张 量 了 是 包括 3" 个 分 量 7,;.… 的 算 子 , 它们 也 可 分 解 为 若干 不 可 约 张 量 算 子 的 
直 和 . 下 面 对 不 可 约 张 量 算 子 给 出 定义 . 
定义 11. 5. 1( 不 可 约 张 量 算 子 ) 如 果 2k+1 个 算 子 76(q= -k, -k+1, =, 上) 在 
S0(3) 群 的 作用 下 , 按 80(3) 群 不 可 约 表示 D 变换 ， 即 
PORTPCR) = $, D® (CR)orr，ReSO(G3) (11.5.3) 
则 称 算 子 集合 {TI, q=-k, -k+1, =, 好 为 S0(3) 群 的 大 秩 不 可 约 张 量 算 子 . 
由 这 个 定义 出 发 , 还 可 导出 不 可 约 张 量 算 子 的 另 一 种 形式 的 定义 . 
绕 x, 7y,z 轴 转 o 角 的 算 子 分 别 为 
P lp) =e or， 户 (p) =e ™, P(g)=e 
对 无 穷 小 转动 它们 可 表示 为 
Ê (8@) =1-i8eJ,, Ë,(8@)=1-i8@J,, Ü,(8@) =1-iëše@J, 
于 是 不 可 约 张 量 算 子 的 定义 (11. 5. 3) 式 在 无 穷 小 转动 P,( 59) 的 作用 下 变化 规则 为 
e Fe: =(1 - iš@J,) T; (1 + iŠeJ,) 
=T; - iSp[J,, T+] 


= Y. D” (8p, 0, 0) T: 
Ç 
=(1 - iše@q)T; 


[J., T] =T (11.5.4) 


在 得 到 此 式 时 利用 D (89, 0, 0)w =8we =ë, (1 - idp). 对 于 户 (3p) 得 到 
eis/ pt ee, = T; - iŝọ[J,, Ts] 


= ŞD” (0, Še, 0), Th 
"i 


= $ d) (èp) yTy 
Ç 


E d” (B)w 的 表达 式 (11.3.34) 式 中 , 当 B= sp 时 , 取 sin 入 = 站, 展开 式 中 只 能 保留 


(39)" =1 和 8e 两 项 , 于 是 由 (11. 3. 34) 式 得 到 
E D” (0, B, O) T 
=T - Šer (k—q)(k +q +1) a -/(k +q)(k-q+ 1) Ta] 
由 此 得 到 
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[J,, Ts] 
sgl- Dg D Ra -L +a) C- q 1) 272 J (11.5.4) 
同样 对 e "ATTE | 
ee” = T = idol T] = BD [- T be, 2) T 
在 得 到 上 式 时 利用 了 
e`: = ete Phe -H 
此 式 可 由 交换 关系 [] ,上 了] = 记得 到 证 明 , 与 得 到 (11. 5. 4) RA 把 
po -F še, F) 用 (11.3. 34) 式 展开 , 并 只 保留 { sin E) = Pk 
项 , 最 后 可 得 到 
[J., 条] 
SFI- gD Ta + Eg) Ck -q 1) Ea) 1.5.4") 
归纳 (11. 5. 4)， (11. 5.4') 和 (11. 5.4”) 式 , 得 到 
UJ T] = qT; 
OJ., T°] =- PI +) (k rq +T, 
有 的 书 定义 J =J, +iJ,, 此 时 上 式 之 第 二 式 为 
[J., Tr] =[(k+q)(k+q+1)]”2T;, 
因而 Racah 以 (11. 5.5) 式 作为 S0(3) 群 不 可 约 张 量 算 子 的 定义 (参见 G. Racah “ The- 
ory of Complex Spectra” phys. Rew. 61, 186(1942), 62, 438(1942), 63, 367, (1943)). 
在 前 面 我 们 由 定义 (11. 5.3) 式 推出 了 Racah 的 定义 (11. 5.5) 式 ,同样 由 Racah 的 定 
义 利用 11.3 节 的 方法 也 可 推出 (11. 5. 3) 式 . 因而 这 两 种 定义 是 等 价 的 . 
下 面 举 两 个 不 可 约 心 量 算 子 的 例子 . 
例 1 对 于 旋 轨 空间 J= $S +L EXKI SU(2) 群 (或 双 值 群 SO0(3) ) 


G) çO) _ 0 l . 
sS (SS 一 S,, sh =+ aS t iS,)) 


(11.5.5) 


和 

LOV =L LW -zL L +L 

a ( 0 z» Ht T 和 y)) 
为 1 秩 不 可 约 张 量 算 子 . 


EFIS., Lp] =0, 可 得 到 
[Jos Sa] = eS; 


La SP] = [U20 +e + D] 
[Ja, S] = [Heat] 5 


562 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


[Jos L (1),] = L9 
[Ja LP] = | e) Q t) 


[Ja L®] = [Hea] x 


例 2 把 球 谐 函 数 Y AJAT, 它 为 1 秩 不 可 约 张 量 算 子 . 
把 Y%(n) 视 为 算 子 , 它 作 用 于 任意 函数 放 r) 上 为 Yar), WAM J, A, 则 为 
JERCA) ] = (DY, (nr) + Yn) (J.f(r)) 
由 此 得 到 
(AR) -Yn) TAr) = [J,YI (n) IAr) = LY, (n)/(r) 
因为 (r+) 是 任意 函数 , 于 是 得 到 
[Ja Y.(n)] =J, Y(n) (11.5.6) 
而 Y, (n) $0(3) 群 不 可 约 表示 的 基 矢 lim), 利用 11.3 中 的 结果 就 证 明了 YORE 
关于 不 可 约 张 量 的 定义 (11. 5.5) 式 , 因而 为 1 秩 不 可 约 张 量 算 子 . 


可 同样 把 视 为 算 子 , 则 区 ? =， r) = 二-(*+ 这 )， 为 1 秩 不 可 约 张 量 算 了 


3. 耦合 张 量 算 子 
张 量 算 子 T, VERR Th 僻 不 是 不 可 约 张 量 敌 子 ,但 可 以 定义 耦合 张 量 算 子 ， 

即 ` 
[Ta ve]: = Y (kk,, qal kq) T Ve (11.5.7) 


[TVE] 是 k 秩 不 可 约 张 量 算 子 . 为 了 对 此 进行 证 明 , 用 群 算 子 B(R) 作 用 (11. 5.7) 式 ， 
得 到 
Ê(R)[T" Ve] Ê(R) 
= > (Fik,, qiqa | ka) Ê( R) T" WP(R) -1 


q g 
qiq2 


= 5 (kk, qq, | kq) Ê(R) THÊ(R) !P(R)vPP(R) 7 


利用 (11. 5. 3) 式 得 到 
Ê(R)[ T" Ve] Ê(R) 
= > (kika, qiqa | kq) D, D (R) ga TD (R) Ta 


4192 
利用 公式 
> (kika, qiga | kq) D™ (R) ga D? (R) g 


9192 


=> (hika, qiga 1 kq') DO (R) y (11.5.8) 
q 


P(R)[T5V2] POR)” = X (kika, qig | kg’) DIDZD® (R) p 


41929 
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= $, DO (R), [TV]; (11.5.9) 
这 就 证 明了 耦合 张 量 算 子 [ Thy: E k #koN T sk tk. 
公式 (11. 5.8) 式 容易 得 到 . 下面 就 予以 证 明 . 用 户 (R) 作用 于 耦合 基 矢 得 到 
P(R) | (jj,)jim) 
= XD? (R), | Oy) m’) 


= x DO (R) nm > (jJ; mm, | jm’) | hm, , jam) 


À 
另 一 方面 
Ê(R) | (Gj,)jm) | 
= È (hh, mm, | ju) P (R) | jim, , jama) 
= È Gz» mm, ! jm) X DO (R) nim DP (R) nim | jim, , jm) 
于 是 
È, Gu, mim, | jm) D? (R) wn | jim, , jmz) 
mimi 
= > È, G2, mm, | jm) D (R) nim D92 (R) wm | hmi , ma) 
因而 和 
> Guz, mm, | jm’) D? (R) win 
= È Gia, mm | jm) D (R) nim D (R) nim 
即 (11. 5. 8) 式 . 


WMF k, =k, =k, MEB S KEATF 
[TV ]o = $, (Ek, qiga 1 00) T; W 


q 2 
4192 


PICe, qig 100) =- 1) “8am 得 到 
TV] =- -rv .5. 
[T'y']o VATSA 1) T Va (11.5.10) 
通常 定义 
TV =/2k +1 TV]? (11.5.10) 


ERA T; V 的 点 乘积 , 在 很 多 物理 问题 中 是 经 常 使 用 的 . 
11.5.2 Wigner-Eckart 定理 


1. 380(3) 群 不 可 约 张 量 算 子 的 W-E 定理 
计算 描述 一 定 物理 量 的 不 可 约 张 量 算 子 { Ti 与 30(3) 群 不 可 约 基 矢 { lajm) | ERE 
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阵 元 是 量子 理论 计算 中 时 常 遇 到 的 问题 , W-E 定理 对 这 种 计算 给 出 了 一 种 非常 一 般 的 方 


法 , 因而 在 实际 使 用 中 是 有 重大 意义 的 . 在 第 三 章 中 已 给 出 了 这 个 定理 , 只 是 没有 进行 
证 明 . 下 面 就 证 明 这 个 定理 . 
定理 11. 5.1(W-E 定理 ) 如果 是 5S0(3) 群 的 上 秩 不 可 约 张 量 算 子 , lajm.) JE: 
$0(3) 群 的 不 可 约 表示 j; 的 不 可 约 表示 基 矢 , 则 矩阵 元 (jm T am) A 
(ajım, | T | ajam) 


k j 
J (as || T | j) 
m, 


HPC || T | aj; ) 称 为 约 化 矩阵 元 (reduced matrix element) 它 与 m , m, 和 q 无 关 . 
证 明 ERR jim |T lejim) PIRA P( R)P( R) 一 矩阵 元 不 变 ， 即 
Cam | 下 | wj,m,) 
=(ej,m, | P(R)P(R) !T#P(R) BCR) | œjam,) 


À 


一 m, 


ERAH 
Ê(R) | ajm} = $, D” (R) mim l ajam, 》 
(ajm, | P(R)” =P(R) | gyjim) 
= {F DP Rm | aim) F 
= $, Cajim | DP (R) iim 
Ê(R)TEÊ(R)™ = Y DË Rp T: 
因而 


(aimi | T; | ajam, ) 
= $, D” (R) hm D (R) yD” (R) wm jim, | To l ajam) 


对 上 式 两 端 进行 群 上 积分 , 则 
lajim | Tl Cosjyms) -far 
T 
=(æjım, | T| (ajam) 
== y [DP (R); D” (R), D (R) dR jm | Th | ajam) 
H 11.4. 9) 式 得 到 


1 _ fpoo* (8) GQ) 
yd (R) nm D® (R) py DP (R), dR 


1 . Erpa? . ， 
=> p104 m,q' | jim) (jk, mq | jim) 
1 
于 是 
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em l T; | aj m, 2 


=J, + — h, m,q | j,m,) > (hk, m,q ‘| jimi) (ojimi | Ts! œjam, ) 


mimag 
=z, + — I, m,q | jm) > (- 1) (ajm, | [7, aja) J1,) (11. 5. 12) 
其 中 
X, (hk, mag | jim) T$ | omo) 
mag 


=(- 1) > (kj, q'm, | jim; ) T% | ajam, ) 
m2g’ 


=(-1)P**h | ET, aj, J,) (11. 5. 13) 
IET, aj], y Ei S0(3) 群 不 可 约 表示 方 变换 的 基 矢 . 但 是 它 与 jm 人 ) 虽 然 在 50(3) 
群 作 用 下 有 相同 的 变换 规律 , 在 其 它 性 质 上 是 完全 不 同 的 ,因为 它 是 由 不 可 约 张 量 作用 
于 ljam,» 之 后 再 耦合 成 的 基 矢 . 
Winger 曾 讨论 了 按 群 G 不 可 约 酉 表示 T 变换 的 各 种 不 同 物 理性 质 的 基 矢 1o; 之 间 
的 正 交 关系 . 群 6 可 以 是 有 限 群 也 可 以 是 连续 群 , 他 得 到 
(gy) PZ) = Srr3 (T) (11. 5. 14) 
其 中 让 太 ) 是 只 与 不 可 约 表示 TARKKA, 5 y 无 关 . 一 般 称 为 Winger 基 矢 正 交 定理 . 
利用 这 一 结果 , 很 容易 证 明 (11. 5. 13 ) 式 . 
因为 
(el or) =(@Tl P(R) 'P(R)I el) 
= > DD (R); DO (R) yy (pT | 219) . 
如 群 CE 是 有 限 群 , 上 式 对 群 元 素 求 和 并 除 以 群 的 维 数 we ， 如 为 连续 群 上 式 对 群 积分 并 除 
以 群体 积 , 则 得 到 (11. 5. 14) 式 . 


1 * ú r 
(ele) = D, TJD (R) DO (a), dRC pr 1 gy) 
~” far 


= òrr òy > CA | jJ) 
P 


= ŠrrŠ, r) 
在 得 到 此 式 时 利用 了 不 可 约 表示 和 矩阵 的 广义 正 交 定理 . 
利用 (11. $. 14) 式 ，(11. 5. 12) 式 为 


. . 1 . . ， REG 
(ajm, | T; | aajzmma ) => + 1k, m2q | j,m,) > (aj | T | azja) 


= (jzkım,q l jim) Conj, | T' | CARM (11.5.15) 
这 就 是 W-E 定理 . 
一 般 把 C-G 系数 写 为 33 符 导 ， 即 
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` ; k . 
(hk, mql jm) = ( - 1) koma = J: À | 


1 


= (— Dam 
V2 +1 


j k J 


则 (11 5. 15) 式 为 
Carim | T; l Qj2m2 ) 
jı 


; k h . . 
-(- i= | 了 (or | T | aja) (11.5.15") 


其 中 约 化 矩阵 元 为 
(æj | T* | azja) 
-eh | T° | sj)" 
— 1) z 
Vs J, +1 
(11. 5.25') 式 是 W-E 定理 的 通用 形式 . 
W-E 定理 的 实质 在 于 : 矩阵 元 Qaim 的 lajm} HRR lajim) , la,j,m, 和 不 
可 约 张 量 算 子 T 尽管 在 物理 上 可 能 有 各 种 不 同 的 物理 意义 , 但 是 在 几何 上 , 它们 在 空间 
转动 下 都 按 SOG) RRRA ARR j 有 和 变换 ,因而 这 种 S0(3) 下 的 变换 性 质 一 定 
也 反映 在 矩阵 元 之 中 , 反映 这 种 规律 的 就 是 W-E 定理 中 的 37 符号 , 具体 基 矢 和 具体 张 
量 算 子 在 物理 上 可 以 有 千差万别 , 但 空间 旋转 下 的 规律 是 不 变 的 ,因而 有 共同 的 37 符 
号 . 而 物理 上 的 不 同 表现 为 约 化 矩阵 元 的 各 不 相同 上 . 而 物理 上 的 具体 的 基 矢 la, jm) 和 
不 可 约 张 量 Ti 它们 的 分 量 m 和 4 是 这 些 物 理 量 在 空间 z 方 向 的 投影 , 它们 属于 空间 的 
性 质 , 因而 它们 表现 在 37 符号 之 中 , 而 与 具体 物理 性 质 决 定 的 约 化 矩阵 元 无 关 . 由 于 这 
种 原因 , 通常 称 3z 符号 为 矩阵 元 的 几何 因子 , 称 约 化 矩阵 元 为 物理 因子 . W-E 定理 是 利 
用 S0(3) 的 变换 性 质 , 把 几何 因子 和 物理 因子 分 离开 来 . 
上 面 讨 论 的 是 $0(3) 的 W-E 定理 , 一 般 来 讲 对 于 任意 群 , 群 的 不 可 约 张 量 和 基 矢 间 
的 矩阵 元 都 有 相应 的 W-E 定理 , 而 且 在 形式 上 是 类 似 的 , 几何 因子 为 这 个 群 的 C-G R 
数 , 物理 因子 为 相应 的 约 化 矩阵 元 . 在 第 三 章 中 曾 讨论 了 点 群 的 W-E 定理 . 
2. KERTH W-E 定理 
如 果 双 粒子 体系 中 不 可 约 张 量 算 子 T1) 5 天 (2) 分 别 作用 于 粒子 1 和 2,， 它们 的 
耦合 张 量 为 


> (- 1) ajm, | [T , eJ; ]# 》 
mi 


[T (1)T2(2)1r = $, (hks, qg l ko TONITO)? 
耦合 基 矢 为 
| (jy )jm) = > (jx, mim, | jm) | jim, , jam) 


其 中 lm, ， jam,» = ljim) ljam) , lma 2 ， ljam, ) 分 别 为 粒子 1 和 2 的 基 矢 . 
耦合 张 量 算 子 的 和 矩阵 元 按 Wkigner-Eckart 定理 为 
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| G2)jm) | (T(1)5Te(2)1F1 Gija )j'm’ Y 
sD I E T AORERE G 015.17 
-m q m 
其 中 约 化 矩阵 元 为 
(GJJ ETECO T21 Gu); 
h b j 
=[(21 +1)(2j + 1) (2k eoa j} rho | T“ MA G; || T“ Mja) 
k k, k 
(11.5.18) 
通常 称 (11. 5. 17) 和 (11. 5. 18 ) 式 为 耦合 张 量 算 子 的 W-E 定理 . 
(11. 5. 18) 式 很 好 证 明 ， 只 须 把 耦合 基 矢 和 耦合 张 量 算 子 展开 ,得 到 
((j)jm) | (T(1)5T2(2)1F1 (ju,)i'm') 
= > > > (JJ, mim, | jm) (i, mim, | jm’) (kik,, qiqa! kq) 


mim2 mjm 9192 
A , . of , 
” (hm, | Th | jim, 2 Gam, | Te i jam} 


q q. 


S[(B +1) (3 + X. DD ei 


mimmi 4192 


h h iyi h Fyk k k 
(a m, 一 nlla m - ale ho 一 | 
j ñ k, i 1 一 ñ k, i 
Do J "Je D "| J J 
-m q m, m, q, m, 
e G | T | i) G | T | j; (11. 5. 19) 
(11. 5. 19) 式 与 (11. 5. 17) 式 是 相同 的 , 因而 把 (11. 5. 19) 式 与 (11. 5. 17) 式 相等 起 来 ， 


然后 两 端 均 乘 以 ( D a i L ER mmig 求 和 ， 注意 到 
da s i= 
经 过 相 因子 整理 后 , 得 到 
CGI I ETEC TEDI | Gu.) 
=[(2j +1) (2 +1) (2k41) Gm | y Ga IT) 
tji- h h j h i k, k, k 
. > >b X Cy as8 | 5 J J (2 J l ) 


p, , , 
mmmm2 4192 mm'q m, -m m m, 一 


| h k, B k r) 
-m, o miom q m 
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其 中 对 6 个 3 符号 的 求 和 正如 是 93 符号, 即 
h Pb j 
Z -fz j: | 
95 k k k 
这 就 证 明了 (11. 5. 18) 式 . 
耦合 不 可 约 张 量 算 子 矩阵 元 的 一 个 特例 是 Tto Tto 的 矩阵 元 ,此 时 
((jj)jm 1 Te | (juj,)i'm) 
=V2 +1 (jn! [TT ]0 1 (jj; )im') 


-CD 人 EFT IT) | GU) 


= = SEFC Gu) l [TT] | G) 
2j + 1 


约 化 矩阵 元 
(Gu); l [TT] | G7)7) 
h j j hh j 
ADD j rlo | T |) G; rh Pa 
k k O k k 0 
=8,(— ih 1 É h 1 
N VOJIRI a 
因而 
(Ga ll [TT] | Gu; );) 
aa Pia l]h b K), ay. , 
57(-1) ik ñ Jo ITEMA) Ga i TE N) 
BEREG 


((jj)jml To Tu | Gia )j'm’) 
=8 3y(- pief h k 
h hj 

11.5.3 不 可 约 张 量 算 子 矩阵 元 的 选择 定 则 


对 于 S0(3) 群 不 可 约 张 量 算 子 7 的 矩阵 元 
(ml T lj’m’) 
不 为 零 的 条 件 , 存在 如 下 的 选择 定 则 (selection rules). 
选择 定 则 ”矩阵 元 (jm17i1j'm') 只 有 当 不 可 约 表示 直 积 满足 条 件 
DH QDI QD?” > po 


ja I IPG IFI (11.5. 20) 


(11.5.21) 
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时 , 这 个 和 矩阵 元 才 不 为 零 
证 明 ”利用 群 算 子 ÊE Ts1j'm') 得 到 
POR)T | jm’) =P(R)TB(R) 'P(R) | j'm’) 
= >. DP (R) pD” (R) ww Ty | j'm”) 
这 说 明 Tm EREEREER DOODO 变换 的 基 矢 . 因而 只 有 在 直 积 分 解 
D? QD? = Y @ (y k, p)D? 
中 包括 的 不 可 约 表示 DO) pJ, Exn4EBRESG 22, WEB DI ODO” 中 DO 出 现 的 次 
Ek 1) A 


hp (e)x2?`(e)(1 - cose)de 
一 > @ (r! k, j) hp?" (op)(l _ cosp) de 


=, @(ul k,j)8, = (lk, j) =1 
50(3) 群 直 积分 解 没有 重复 出 现 (v1k, 六) ,只 能 为 0 或 1, 而 只 有 不 可 约 表示 D” =1, 
即 
= [G - cosp)DOdp = L (1 -cosp)dp = 1 
从 而 证 明了 这 一 定 则 . 
这 一 选择 定 则 可 推广 到 一 切 群 6, 只 须 把 不 可 约 表示 D% 改 为 恒 等 表 示 4 
在 讨论 光谱 选择 定 则 时 , 将 看 到 这 种 选择 定 则 的 具体 应 用 


11.6 SO(3) 群 与 其 分 立 子 群 (点 群 ) 的 关系 


在 第 三 章 已 指出 全 部 点 群 G 都 是 0(3) 群 的 分 立 子 群 , 即 
0(3) oC 

而 0(3) =50(3)@I 50(3) 群 的 分 立 子 群 为 第 一 类 点 群 G, 即 50(3) DCG, 而 全 部 点 群 
Ç 中 除 第 一 类 点 群 6 之 外 , 只 有 两 种 类 型 的 第 二 类 点 群 , CO RTI HUH: , HUH ih H 
为 第 一 类 点 群 G 中 指数 为 2 的 不 变 子 群 ,为 i 与 五 的 陪 集 之 积 , Bl H` =i(G -HH) 这 
种 第 二 类 点 群 与 第 一 类 点 群 Ç 同 构 . 从 群 论 的 观点 看 , HUH 群 和 与 之 同 构 的 第 一 类 点 
群 是 完全 相同 的 . 因而 讨论 0(3 ) 群 与 其 子 群 点 群 的 关系 ,只 须 讨 论 S0(3) 群 与 其 子 
群 第 一 类 点 群 的 关系 . 


11.6.1 S50(3) 群 不 可 约 表示 (1) 向 子 群 6 的 不 可 约 表 示 ( 丁 ) 的 分 解 


如 果 点 群 6 为 50(3) 群 的 子 群 , 5S0(3) 群 不 可 约 表示 (1) 当 只 取 子 群 G 的 元 素 时 构 
成 子 群 Ç 的 分 导 表示 .但 是 子 群 6 的 这 种 分 导 表示 并 不 是 不 可 约 的 , 而 是 可 约 的 , 它 可 
约 化 为 G 的 不 可 约 表 示 的 直 和 ， 即 
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DO = 》 @ aD ID (11.6.1) 
ar 为 S0(3) 群 不 可 约 表示 (7) 向 子 群 不 可 约 表示 分 解 时 , RAAR) 出 现 的 重复 
BE, 由 第 一 章 讨论 的 群 到 子 群 不 可 约 表示 分 解 理论 , 可 得 到 | 

or = ne X x® (R)y (R) ' (11.6.2) 
SO(3) 群 不 可 约 表示 1 的 特征 标 为 
D sin( l +e 
x (e) (11.6.3) 
2 
因 点 群 Ç 的 特征 标 是 完全 知道 的 ( 见 第 三 章 ) , 于 是 可 由 (11. 6.2) 式 求 出 重复 度 al. 如 
对 于 O 群 , 下 表 中 给 出 了 部 分 常用 的 (1) 的 不 可 约 表示 分 解 表 . 


50(3) 群 不 可 约 表示 (1) 


0 群 不 可 约 表示 (六 ) 
Ai 
T, 
E +T, 
A, +T, + T; 
A, +E+T, +T, 
E +2T, + T, 


OA GQ + V N > 


A, +A, +E +T, +2T, 
S0(3)#EAS n] Jon (D) REER Ya (0, p), m= -1, -1+1, =, 中 ,因而 
由 它们 的 线性 组 合 可 构成 (1) 中 所 包括 的 子 群 G 的 各 种 不 可 约 表 示 的 基 矢 ， 即 
Vr = DS r Y; (11.6.4) 
其 中 线性 组 合 系数 Sm 可 由 如 下 方法 得 到 . 
定义 投影 算 子 8 为 
an， = MD y DD (R) (R) = MUD y DD (R) PCR) (11.6.5) 


RB A(T)28 G BA] 2J3228( T) 的 维 数 ，ne 为 群 Ç 的 阶 , P(R) 为 对 应 G RIR R W 
群 算 子 , DY, (R) 为 群 6 不 可 约 西 表示 ( 丁 ) HERE, 此 时 DE (R) = DC (R) * r, 
作用 任何 函数 更 , 则 
ar, = Pr (11.6.6) 
当 r, 关 0 时 , 就 是 6 BEASR23828 ( T) 的 基 矢 Pr 下 面 证 明 这 一 点 . 
HRAT P(S) 作 用 (11. 6. 6) 式 为 


P(S) Pp, = Pes) (T2 S DD (R) ` PCR) 9) 


-Ê(S) AD S DD SR) “BP(R)W 
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=P(S) MD y E DP (8+) DDS) PS) POS) 
= EDP O(I DP (R) P(R)w) 
= 之 Dr (S) Yr, (11.6.7) 
这 就 证 明了 (11. 6. 7) 式 给 给 出 的 PnH G 群 不 可 约 表示 ( 栈 ) 的 基 矢 . 
WER PA 50(3) 群 不 可 约 表示 ?的 基 Yr , MH 
W =r, YV -AUDE DD (R) P(R)Y: (11.6.8) 
就 得 到 了 由 不 可 约 (7) HER 1Y, 组 合成 的 基 矢 ,把 
P(R)Y, = X DO (RYG 
代入 (11. 6.8) 式 得 到 
yi, =- àU) 
与 (11.6.4) 式 相 比 较 , 得 到 
SL n, ww VADI DPR)" DË, (R) (11.6. 10) 
上 式 两 端 可 以 差 一 个 相 因子 , 这 个 相 因子 通常 由 基 矢 的 归 一 化 条 件 决定 , A Sh rl 
=1. 并 使 (11. 6. 10) 式 取 等 号 .由 本 矩阵 性 质 , 由 (11. 6. 10) 式 可 得 到 
Sary = (71) [一 人 73 和 (11.6.11) 
其 中 相 因子 [ -1] ?在 第 三 章 已 进行 5 了 讨论 在 唐 敖 庆 等 人 的 专著 “ 配 位 场 理论 方法 ” 
中 给 出 了 常用 S 系数 的 表 . 
11.6.2 SO0(3) 点 群 的 群 间 耦 合 系数 


上 节 给 出 的 基 矢 YR E: 50(3) 6 的 共同 不 可 约 表示 基 矢 , 对 G 群 它 的 不 可 约 表示 
HO), 对 SO0(3) 群 为 不 可 约 表示 (中 ， 因 而 由 它们 也 可 看 合成 SO(3) 2 Ç 的 共同 不 可 约 
表示 的 基 矢 ,为 此 定义 广义 C-G 系数 (LD, LI,; yyh, ys), B 

[r 2.12 By = > (LI, LD2; yz | LTI,, ys) W! Pe, (11.6.12) 


了 727172 
这 种 耦合 是 由 两 步 构成 的 ， 即 先 把 如 ,与 号， 利用 第 三 章 讨论 的 点 群 C-G RA m 
yiy: ITy; ) 耦合 为 点 群 G 的 不 可 约 表 示 T WER, 即 
[ Prim Pim ] 了 373 = > (Ty, > VV | T'yys ) Pry Pim Pr Piy 


, | 
然后 由 群 间 焕 合 系数 (LT ,T1545T) 夺 合 为 50(3) 群 不 可 约 表示 (4) 的 基 矢 ， 即 


[= > (LI, LT,l LT, Ut g 19 


DP (R) * D, (R) Y;, (11.6.9) 


M 


7373 


=F $ (LD, LI LI) (DT, nyal Tays) (11.6.13) 


TT ?7172 


(LD, LIIL) J SO(3)-G 的 群 间 耦 合 系数 . 
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由 于 $0(3) 群 不 可 约 表示 (7) 向 子 群 C 不 可 约 表示 分 解 有 重复 出 现 问题 , 即 or >1 
的 情况 ,因而 在 定义 群 间 耦 合 系数 (L I,, LI, L T,), 时 要 考虑 这 种 情况 ,而 定义 为 
(LT, LL, ,1LT,), KPa, b,c HL, LÈL ARDERE DI, Da, ,中 的 第 
a + T. GE2 Du), $ b 4 DORR Ta) 808 c ADORN Ta). i 38928 TON 时 出 现 
的 重复 度 . f 

HREAN ERRERA RAG Das bhla LT, ) 的 表达 式 为 

CLT, LT, 1 LDz): = > X VATO- Do 人 h °] 


mimoəməar1rə2r3 m, m, 


D FT, PA t. e h. 
| ' t2 ) SU nSP rn SE re (11.6.14) 
r r nj. 


由 于 耦合 基 矢 是 正 交 归 一 化 的 ,因而 群 间 耦 合 系数 具有 正 交 归 一 性 ,， 即 
| > (hI, LI» | LD3): (hias LT 1 BT ) 7 = Š, Š; 


ua s (11.6. 15) 
> (ZT, LT, | LT.) (LT, LT, | LT,.)z = Ò riri Ò rary doo Doy 


ilze’ 


为 了 揭示 群 间 耦 合 系数 的 对 称 性 ,定义 了 系数 ， 即 令 


A L L AGB) 
(r, r. r.) ° ELT, Far (11. 5. 16) 


这 种 了 系数 具有 很 好 的 列 置 换 对 称 性 ， 

定义 了 这 些 耦 合 系数 就 把 讨论 只 具有 点 群 对 称 性 的 分 子 问题 与 连续 群 S0(3 ) 联系 
起 来 了 , 因而 为 使 用 连续 群 理论 讨论 分 子 问题 架 起 了 桥梁 , 这 对 理论 化 学 是 很 重要 的 
唐 数 庆 与 物质 结构 讨论 班 的 正式 成 员 在 上 世纪 60 年 代 末 在 这 方面 得 到 了 一 系列 科研 成 
果 ( 见 “ 配 位 场 理 论 方法 ”). 


第 十 二 章 ”典型 紧 致 Lie 代数 的 
不 可 约 表示 f 


典型 Lie 代数 A., Bas Cno D, 的 紧 致 实 形 分 别 为 Lie 代数 su (n +1), o(2n +1), 
sp(2n)( 或 up (2n)) 和 o(2n), 以 它们 为 无 穷 小 生成 元 的 Lie 群 为 SU (n +1), 
0(2n +1) ,Sp(2n) 和 0(2n), 这 些 群 通常 称 为 典型 群 . 它们 在 物理 学 和 化 学 中 有 很 多 重 
要 的 应 用 . 本 章 首 先 利 用 不 可 约 张 量 方法 讨论 它们 的 不 可 约 表 示 ; U(n) 群 用 Young 图 
[A] =[À i, As,…, 入,] 标 记 它 的 不 可 约 表示 , On +1) 和 0(2n) 用 无 迹 张 量 (A1, A2 
…, 入 ,) 标 记 它 们 的 不 可 约 表 示 , Sp(2n) 群 用 斜 无 迹 张 量 (Ai ,As，,…, A,) 标 记 它 的 不 可 
约 表示 . 这 些 不 可 约 表示 的 不 可 约 张 量 都 具有 相关 Young 所 标记 的 置换 对 称 性 . 然后 用 
Lie 代数 方法 证 明了 这 些 Young 图 , 实际 上 就 是 标记 不 可 约 表示 的 最 高 权 在 自然 基 
(el，e ，…，eu) 中 的 分 量 , 并 讨论 了 这 些 Lie 群 的 特征 标 和 不 可 约 表示 的 维 数 ， 最 后 简 
要 讨论 V(n) 群 到 子 群 0(n) 和 Sp(n) 的 不 可 约 表示 分 解 . 


12.1 U(n) 群 和 SU(n) 群 的 
不 可 约 表 示 与 不 可 约 张 量 方法 


U(n) 和 SU(n) 群 都 是 紧 致 Lie 群 , WJ E tB E: n 维 空间 的 线性 变换 群 , 研究 它们 的 不 
可 约 表示 问题 , 可 用 Lie 代数 方法 , 也 可 用 m 秩 张 量 空间 中 不 可 约 张 量 方法 . 后 者 几何 
图 像 清晰 , 概念 直观 .而 Lie 代数 方法 由 于 可 利用 微 积分 方法 , 可 得 到 若干 不 可 约 张 量 
方法 得 不 到 或 难于 得 到 的 结果 . 在 本 节 中 用 不 可 约 张 量 方法 讨论 U(n) 和 SU(n) 群 的 不 
可 约 表示 问题 ,下 节 将 简要 用 Lie 代数 方法 对 它们 的 不 可 约 表示 问题 再 进一步 进行 一 些 


讨论 . 
12.1.1 U(n) 群 变换 下 的 张 量 和 张 量 空间 


对 于 nn 维 向 量 空间 , 可 由 一 般 线性 变换 群 GL(n) 定 义 m 秩 (rank) 的 协 变 张 量 (cova- 
rint tensor) 、 逆 变 张 量 (contravarian tensor) 和 混合 张 量 ， 从 而 建立 6L(n) 群 的 三 种 类 型 的 
不 可 约 表 示 . 但 是 对 于 GL(n) 群 的 子 群 UV(n) ，GL(n) 群 的 不 可 约 表示 对 子 群 V(n) 仍 然 
是 不 可 约 的 , 而且 GL(n) 群 协 变 张 量 , 逆 变 张 量 和 混合 张 量 建立 起 的 不 可 约 表 示 , 对 于 
子 群 VU(n) 群 都 是 等 价 的 不 可 约 表 示 . 而 在 物理 学 和 化 学 中 最 有 用 的 群 是 UV(n) 群 , 一 般 
都 不 使 用 GL(n) 群 ,因而 在 本 节 中 利用 不 可 约 张 量 方法 , 建立 VU(n) 群 及 其 子 群 SU(n) 
群 的 不 可 约 表示 . 

l. n 维 向 量 空间 与 U(n) 群 . 

n 维 向 量 空间 V, ， 当 建立 一 组 正 交 妇 一 化 基 矢 (el , e,,…, e,) 之 后 , 空间 中 任 一 向 
量 下 可 表示 为 
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FY = Ye, = (f, fx, sfa) 


en 


对 于 固定 的 基 矢 (el, e,,…, e,), 作用 于 维 空间 的 酉 变换 表现 为 上 xz 的 酉 矩阵 ， 即 


满足 酉 矩阵 条 件 的 全 部 西 矩 阵 构 成 U(n) 群 ， 即 
U(n) =lulutu=uu* =E} 
E J nxn 单位 矩阵 酉 抢 阵 作用 于 空间 向 量 F, 为 


€z 


uF"! = (fis f, ,fu 2 = (f, fas, fa)u . = FU! 


Cn Cn 
fi = Duf, i=1,2,.,n 
这 表明 n 维 向 量 空间 V, 构成 V(n) 群 的 不 可 约 表示 空间 , 记 为 [1], 或 用 图 形 记 为 口 
2. m 秩 张 量 与 张 量 空间 
1° Vy, 的 直 积 空间 
V8? 向 量 空间 V, 的 直 积 空间 
V,@V, = Ve 
E m 维 的 向 量 空间 , 基 矢 为 ee ,ij =1, 2，…, nj ,其 中 向 量 为 
FP! = >. fet 
FOH n ADEA, i j=l, 2, œ n | 
它们 构成 V(n) 群 的 直 积 表示 , 即 
Ê(u) F”! = FP" 


分 量 形式 为 


ËP(u)f.; = > Upilla f; 
ij 


(uw) 为 U(n) BE563 u 作用 于 直 积 空间 的 算 子 .这 种 直 积 表示 对 U(n) 群 是 可 约 表示 . 
我 们 称 空间 V9? 为 2 秩 张 量 空间 , 空间 元 素 为 二 秩 张 量 F, CH > 个 分 量 廊 
2° m 秩 张 量 空 间 与 U(n) R m 重 直 积 表示 
把 向 量 空间 的 直 积 空间 ye?, H Am KERZ, B 

v,@v,@---@V, = Vë” 
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空间 VƏ” 是 mm 维 的 , 基 矢 为 {ese,…e 
n" 个 分 量 , 即 


im? i, i, .... in=1, 2， “9 n}, 其 中 元 素 rA 


im 


Ft = 之 fai b, im CCia O 


称 为 m 秩 张 量 空间 , 每 个 m 秩 张 量 Fm 有 n" AIE fa, i, 
m 秩 张 量 空间 VO” 荷载 了 U(n) 群 的 重 直 积 表示 ， 即 
[HG@LUG@…QLI 或 08000-90 
U(n) 群 算 子 P(w) 作 用 于 m 秩 张 量 为 
P(u) FI™ = FY 
分 量 形成 为 
POw)fo s,s > Wi Bu Uii fiigir 


ils DC a 


寻求 V(n) 群 的 不 可 约 表示 问题 , 可 归结 为 把 这 些 直 积 表示 分 解 为 不 可 约 表示 的 直 
和 |. 


12.1.2 张 量 空间 的 约 化 与 不 可 约 张 量 


1. 张 量 脚 标的 置换 群 S. 与 U(n) 群 的 关系 
m 秩 张 量 的 n” 个 分 量 都 有 m 个 脚 标志 … 启 ,可 对 这 些 脚 标定 义 置换 群 Sn, 它 的 元 
= 
1 2 3  … m 


G= 
g, Q, 03 ”oO 


m 


即 把 1 一 ol，2 一 oa: ，m 一 On， 置换 群 元 素 o 作用 于 mw 秩 张 量 定义 为 
ofi,, im =f; ineei 


o1’ 02 


a (12.1.1) 
下 面 证 明 一 个 重要 的 定理 . 
定理 12.1.1 置换 群 5, 的 任 一 元 素 o 和 U(n) 群 的 任 一 元 素 w 对 任 一 m 秩 张 量 
Ft" 的 作用 都 是 可 交换 的 ， 即 
cP(u)FU =Ê(u)oF™ (12.1.2) 
证 明 按 定义 


afa, i2, e, ia =f; 


igy» ioi 


Tm 


用 AP(w) 作 用 上 式 , 得 
P(u)of,, i 


=Ó(u)f, ,i 

= il E ss iiez Ti ú awaq fas, 
容易 看 到 

us Up, os = Us: Ue, Ule 


ioan ioro ioniom i i2i2 imim 
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l 2 :+ m 
等 式 两 端 只 是 矩阵 元 we 的 顺序 按 o =|, u ]& 和 了 变化， 矩阵 元 本 身 是 个 


数 , 数 的 乘法 是 服从 交换 律 的 . 因而 | 
D(u)of,. a, > S Urla Wend (12.1.3) 


人 
另 一 方面 
Plu), iz, =, im T n > ， Up i Uiig Ur ia iiin 
,全 
Ho 作用 上 式 , 得 
cP (u)f,, s > , Uiig Bp i, Urniof iii 


BN i, Poin 是 求 和 脚 标 , BTDHEDITE N i, Ga 从 1, 2, …, n RN, 变 为 ,之 
后 也 是 从 1, 2, =, n RR). 因而 上 式 为 
cË(u)f,. a, e, im = 5 Boto Hoio 


ii , Pyet m 


= (12.1.4) 


i'l, taei m 


i rata 


, £ p e 
Om m ol 72 


R t 
t om 


因此 就 证 明了 定理 . 

在 置换 群 S. 与 U(n) 群 作用 于 m 秩 张 量 上 的 这 种 相互 可 交换 的 关系 的 基础 上 , 就 可 
利用 置换 群 把 m 秩 张 量 分 为 按 脚 标 置换 的 一 定 的 对 称 类 型 , 把 它们 约 化 为 特定 对 称 类 型 
的 不 可 约 张 量 . ' 

2. 二 秩 张 量 的 不 可 约 形式 

置换 群 S, 存在 两 种 不 可 约 表示 , 即 对 称 表示 [2] 式 Young A I 和 反对 称 表示 [1， 
1] 式 Young 图 H ， 对称 表 示 的 Young 算 子 为 

f°! =E+(1, 2) 
反对 称 表示 的 Young 算 子 为 
Y=E-(1, 2) 


E 为 S, 群 的 单位 元 , 用 它们 把 二 秩 张 量 分 为 对 于 脚 标 置换 是 对 称 的 张 量 和 反对 称 张 量 ， 
即 


fm) = PU fan San Hon 
反对 称 张 量 为 
fB) SP, =fa “fa 
这 种 具有 一 定 对 称 类 型 的 张 量 用 相应 Young 图 在 其 中 填充 上 主 ， 疡 , … 表 示 ， 一 般 称 
这 种 类 似 于 Young 盘 的 图 形 为 Wely i 当 n =2 B$, S, 的 Young ARACO mH Bi 


种 , CH Young AE CA, CIO, H , 量 四 种 (其 中 区 正和 图 是 外 标准 Young 8). 


1 
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而 Weyl 盘 则 不 同 ， 如 [加 辐 和 上 (其 中 心 =1, 2，…， n; i =l, 2,…, n), 因而 Weyl 


盘 的 数目 就 很 多 了 . 
容易 看 到 这 种 具有 一 定 对 称 类 型 的 张 量 对 UV(n) 群 构成 了 不 变 子 空间 ,因而 它们 荷 
载 了 U(rn) 群 的 不 可 约 表示 , 称 为 X(z) 群 的 不 可 约 张 量 . 比如 
PDS = PO (E+ (1, 2))f, 
=[E+(1,2)]P(u)f,, 
= > [E + (1, 2) J ui tas ii 


= > Ui tf. 
PG) = > [E- (l1,2)lussusafus 
-5 Uia taa F 
对 称 张 量 构成 的 子 空间 的 维 数 为 { ”>。 ) PAD, EKER EEA 


数 为 | ] E 二， 它们 的 维 数 之 和 为 V9? mbi n. 

对 称 张 量 / 6 四 =Sam. AME Wel 盘 中 填充 1,2,…, n UIRE isih, 才能 得 
BATHE MENKE = -f BME Weyl 盘 上 填充 数字 ;必须 从 上 到 下 
是 递增 的 , 即 ii <is. 因而 对 称 张 量 的 维 数 为 i=1, 2，.…, n, 在 Weyl Æt [i [b] 上 填充 
得 到 允许 的 Weyl 盘 的 数目 ,其 中 心 = 六 的 盘 的 数目 为 n 个 , ú <h 的 盘 的 数目 为 


eD, onn tl) 4 反对 称 张 量 的 数目 为 Weyl 盘 Fi i, <i 填充 得 到 的 


盘 数 ,它们 为 于 


对 二 秩 张 量 的 这 种 处 理 ， 虽然 简单 但 具有 一 一 般 性 . 下 面 讨论 m 秩 张 量 的 一 般 不 可 约 
约 问题 . 

3. m 秩 张 量 空间 VO” 的 不 可 约 约 化 

m 秩 张 量 空间 V" RRT U (n) 群 的 直 积 表示 [HGQ@IIQ@…Q[I] 或 
口 @D@…@ 口 . 其 中 每 个 张 量 分 量 有 m 个 脚 标 ， 即 Z... 对 这 些 脚 标定 义 一 个 置换 
ms. O 

在 第 七 章 中 已 讨论 过 ， 置 换 群 S. B) uj J £ N H Ay P| [ A,, A2 `, Amd 


( > A; = m ) 或 Young 图 标记 , 一 定 Young 图 可 得 到 与 它 所 代表 的 不 可 约 表示 维 数 相同 
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的 标准 Young 盘 . 每 个 标准 Young 盘 由 Young 图 上 每 个 方块 按 特 定 顺 序 填充 上 1, 2, …， 
m 而 构成 . 对 于 每 个 标准 Young 盘 都 可 定义 一 个 Young AF, 在 (7. 8. 3) 式 中 已 给 出 了 
对 于 分 割 [A] =LA, Azs tts Aa] 的 第 i 个 标准 Young 盘 的 Young 算 子 为 


P = AWS = 5 EODPRE DP, 
j P; k Pk 


其 中 401 为 标准 Young 盘 每 一 个 列 上 的 全 部 置换 ( -1) P, ZAM, SIA 为 该 Young Æ 
每 一 行 上 全 部 置换 P, 之 总 和 . 

Young 算 子 可 由 S,, 群 表示 空间 中 投影 出 S, 群 的 不 变 子 空间 , 构成 具有 Young 图 所 
标记 的 置换 对 称 性 的 不 可 约 表示 空间 . 

现在 把 Young 算 子 作用 于 m 秩 张 量 空间 Ve" 也 可 投影 出 不 可 约 张 量子 空间 ,而且 
这 个 子 空 间 是 UV(n) 群 的 不 变 子 空间 ， 下 面 就 证 明 这 一 点 . 

S fl 作用 于 张 量 空间 V2”, Bp 

Pyer = FY (EA, D (12.1.5) 
其 中 Fw ([A] , 让 表示 由 Young 图 [入] 的 第 i 个 标准 Young 盘 的 Young 算 子 从 张 量 空间 
V8" 投影 出 的 子 空间 . 
由 于 U(n) 群 的 算 子 P (u) 5 S, 群 的 所 有 置换 都 交换 ，, 因而 用 PP(w) 作 用 子 空间 
F™®([a], i), 得 到 
P(w F® a], D =P(u) f ve" 
=P [ Ê(u) Ve"] C PEN y2” 
=FI" A], D (12. 1.6) 
在 得 到 上 式 时 , 利用 了 
Ê(u) V2” CyS” 

这 就 证 明了 具有 特定 置换 对 称 性 的 张 量 空间 F(A], DÆ U(n) 群 的 不 变 空间 ， 
称 Pim([A] , 让 为 以 [A] ,i 标记 的 不 可 约 张 量 空间 . 

[A], i 实际 上 是 [和 A] 的 第 i 个 标准 Young 盘 . 

按 它 的 顺序 把 数字 上 换 为 读 , BARERA Weyl Æ, 这 个 Weyl 盘 为 由 它 代表 Young 
算 子 外 1 从 张 量 空间 V8” 中 投影 出 来 的 不 可 约 张 量 空间 F(A], D. 

由 于 Weyl 盘 所 描述 的 不 可 约 张 量 , 每 行 上 脚 标 置换 具有 对 称 性 ,因而 每 一 行 从 右 
至 左 填充 的 六 , ioo VARER h <; <i =. EIE i, L 置换 具有 反对 称 性 ,因而 
每 一 列 从 上 到 下 填充 的 鹿 , 产 … 必 须 <i <e 

HFEA h, iein 填充 的 Weyl 盘 , Eih, iein 取 1,2,…, nn 按 上 述 规则 进行 
填充 , 能 够 得 到 多 少 种 具体 的 Weyl 盘 就 表示 这 个 Young 盘 所 描述 的 不 可 约 张 量 是 多 少 
维 的 . 

在 上 面 的 讨论 中 , 虽然 证 明了 不 可 约 张 量 空间 F(A], i), 或 用 Weyl 盘 代表 的 
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小 的 不 变 子 空间 , 但 是 可 以 证 明 其 中 不 再 包括 更 小 的 不 变 子 空间 了 , 因而 它 是 U(n) # 
的 不 可 约 表示 空间 , 这 一 点 可 参考 Hemermesh 的 著作 . 
由 上 述 讨 论 可 看 到 张 量 空间 VO" 荷载 了 U(n) 群 和 S, 群 的 可 约 表 示 , 对 U(n) 群 这 
种 可 约 表示 为 直 积 表示 
[1101] Q1] " 口 QDO… 口 ( 维 数 为 n") 
XS, RER SO, SO SM (它们 分 别 代表 对 脚 标 1, 2，…, m 的 置换 S.) 的 外 积 表 示 . 
[11O[1]O…eO[1] 或 O00000 (ÆR n) 
因而 可 分 解 为 各 自 不 可 约 表示 的 直 和 .以 SURRAR P Sa 群 的 不 可 约 表示 ， 
以 UMRE UV(n) 群 的 不 可 约 表 示 , [A] =LA Azs s Anl, > Ai = m 分 解 结 果 为 


人 = J EaU 
[1]O[1]0--0[1] = > 图 只 SO] 


对 [A] 的 求 和 取 遍 所 有 可 能 的 Young 图 , 而 U(n) 群 不 可 约 表示 U 出 现 的 重复 度 w 等 
于 置换 群 S, 不 可 约 表示 SI 的 维 数 ， 


(12.1.7) 


=D (Sn) (12.1.8) 
S, 群 不 可 约 表 示 分 解 中 St 出 现 现 的 重复 度 ba ETF U(n) 群 不 可 约 表示 UI 的 维 数 . 即 
b.) = Dia (U(n)) (12.1.9) 


这 一 结论 ( 即 (12.1.7), (12.1.8), (12.1.9) ) 作 为 一 个 定理 的 证 明 可 参阅 Boerner. 
H 等 “Representations of Groups”. 


下 面 以 三 秩 张 量 空间 V8” 的 不 可 约 张 量 分 解 为 例 , 进行 具体 说 明 . 
张 量 空间 VP 荷载 了 U(n) 群 的 直 积 表示 [1]@[1]@[1]. 从 脚 标 置 换 群 S, KE, 
可 认为 是 置换 群 S,(1) , 51(2) , S,(3) 不 可 约 表示 口 的 基 矢 的 外 积 . 
üodog 
构成 S, 群 的 表示 空间 , 按 第 七 章 外 积分 解 规则 , 外 积 表示 对 .5; 群 不 可 约 表示 分 解 为 


00000- eHe? JH 

因而 张 量 空间 V° 可 分 解 为 上 述 三 种 不 可 约 张 量 空间 的 直 和 . 这 三 种 对 称 类 型 的 不 可 约 
张 量 空间 可 由 三 种 Young 算 子 而 得 到 . 

1° 对 称 表示 [上 |] 的 不 可 约 张 量 空间 

[EL [只 有 一 个 标准 Young #t ， 因 而 Young 算 子 为 

Pol =E+(1,2)+(1,3)+(2,3)+(1,2,3)=+(1,3, 2) 
于 是 全 对 称 的 不 可 约 张 量 为 
fm) = PU “Sains fas toni tasn tona + 

由 于 脚 标 置换 的 对 称 性 ， 显 然 / =f , BIB yr BJ Bbk E i <, <i. HË 
对 三 维 空间 ,全 对 称 张 量 是 10 维 的 , 即 
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这 10 维 的 全 对 称 型 不 可 约 张 量 空间 荷载 了 V(3 ) 群 的 不 可 约 表示 , B 
Pf = D maaan f 

这 10 维 表示 的 表示 矩阵 由 西 和 矩阵 w 的 矩阵 元 的 三 次 整 函数 构成 .但 一 定 要 注意 它们 已 
不 是 由 的 直 积 u@u@u 构成 的 27 x27 的 矩阵 元 了 .由 于 对 称 张 量 限 制 了 在 求 和 中 己 
<ü =i, AmÆ 10 x 10 的 矩阵 , 

2° 反对 称 张 量 空间 

反对 称 Young 算 子 为 

yY”! =FE-(1,2)-(1,3)-(2,3)+(1,2,3)+(1,3, 2) 

因而 反对 称 张 量 为 
= YPE a = fiii -faii -faii — foi + foii + firii 


fm) = -Aa =f 同 
x 
因而 独立 反对 称 张 量 必须 <i <. 它们 构成 UC) 群 的 不 可 约 表示 , EB 
P(w)f "= D, uqa tapa f 
H 


iii 


当 n=3 时 , 反对 称 张 量 是 一 维 的 ， i: ， 而 且 


za 


fars 
111213 


P(u)fm = > Ling, f 四 = uy ünü [T] 
[2] 
国 


3° 对 称 类 型 为 上 | 的 不 可 约 张 量 空间 


Young 图 H 有 两 个 标准 Young Æ: 


1 2 


因而 有 两 个 Young 算 子 : 
$ = [E-(1,3)][E+(1,2)], PY =[E-(1,2)][E+(1,3)] 
由 分 "1 得 到 不 可 约 张 量 
fg =P Sans fi Sais Som “Sais 
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由 P 得 到 
f =P un “fonn + fs Sonn Sonn 
容易 看 到 
四 EE 
fB VEP VEP 


这 表明 独立 的 不 可 约 张 量 要 求 每 一 行 上 纪 , h, h, HWER i Ssi <i, <e, 每 一 列 
上 从 上 到 下 要 满足 条 件 i <i <i; Len 
这 两 种 类 型 的 张 量 分 别 构成 U ( 群 的 不 可 约 表示 空间 , 即 


P(u)f = Ý ug us us f 
23 图 


ijizi3 


P(u)f = > Uqa Usa Wiss f 
加 ii [š] 


t1213 


这 样 就 得 到 了 直 积分 解 中 所 包括 的 两 种 不 可 约 表示 ||. 


还 以 n=3 为 例 , 由 won aega so, i <i, 的 规则 取 iii =1, 2, 3, 可 得 到 
3 
8 种 具体 的 Weyl 盘 : . 


因而 这 种 不 可 约 表示 是 8 维 的 . 
由 上 面 讨论 就 得 到 U(n) 群 直 积 表 示 的 不 可 约 分 解 ， 即 


DeQeO-CmeHe:H 


12.1.3 U(n) 群 不 可 约 表示 的 完备 性 、Young 图 与 不 可 约 表 示 的 维 数 


L. U(n) 群 不 可 约 表 示 的 完备 性 

由 上 述 讨论 可 看 到 , 通过 Young 算 子 构造 了 U(n) 群 的 不 可 约 表 示 . 这 种 表示 的 表 
INIER h PS AB F u 的 矩阵 元 的 普 次 整 函数 构成 ,， 称 为 UV(n) 群 的 m 级 不 可 约 表示 . 下 面 
定理 给 出 由 张 量 空 间 V" 得 到 的 m 级 不 可 约 表示 是 完备 的 , 也 就 是 说 VU(n) 群 不 再 存在 
其 它 m 级 表示 . 

定理 12.1.2 UV(n) 群 的 每 个 m 级 不 可 约 表 示 , 都 包括 在 直 积 空间 VP” Z rh. 

这 个 定理 的 证 明 , 可 参考 Boerner H 著 “ Representations of Groups”. 

这 个 定理 保证 了 由 Ve” 分解 得 到 了 U(n) 群 的 全 部 m 级 不 可 约 表示 . 
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2. U(n)##63 Young 图 
置换 群 9。 的 Young 图 对 应 于 分 割 [A] = [Ai Azs t, Anl YA; = m. 现在 定义 


U(n) 群 的 Young 图 ， 它 对 应 于 分 割 [A] = [Ais À>, `... À, ] YA, = m, m = 1, 2, 3, 


e. 2M m<n FF, 这 两 种 Young 图 没有 差别 . 而 当 m > n BP, U(n) BJ Young HAFLA] 
=[A1, As，…, 入 .]. 因为 置换 群 的 Young 图 [A] =[Ai，A，…，A，A1，…An]， 当 
Ai 天 0 时, 相应 Weyl Æ E, BIERE i, i, ets Do aao tte MAE RL, 2，…， 
n, £T n 个 的 六 ,必然 出 现 1, 2, 3，…, n 中 数字 的 重复 ， 由 于 不 可 约 张 量 列 置换 的 反 
对 称 性 , 这 种 张 量 必然 为 零 . 因而 对 于 非 零 的 不 可 约 张 量 ， 只 能 由 U0(n) 群 的 Young 图 
[A] =[A，Az，…，Ao] 来 描述 . 

3. U(n) 群 不 可 约 表 示 [ A] =[Ai， À>, tt, Àn 165 26 3 . 

以 Young KILA] =[À,, A2 °, 和,] 标 记 的 V(z) 群 的 不 可 约 表示 的 维 数 , 等 于 相应 
Wel 盘 用 ;=1, 2, =, 按 规则 填充 出 的 具体 Weyl 盘 的 数目 . 它们 也 可 给 出 解析 表达 
式 , 下 面 分 别 几 种 情况 进行 讨论 . 

1° 全 对 称 不 可 约 表示 [A] = [k, 0,…, 0] 的 维 数 

这 种 不 可 约 表示 的 Wey] 盘 为 


alil dil, i S<SL=<- Si, h, b, t =l, 2, e,n. 


这 个 条 件 也 可 写 为 


Osi <ü +1<i +2 <i +3<- <i +k-I=n+k-1 
因而 这 种 Weyl 盘 的 数目 相当 于 在 n +k -1 个 数字 数 中 任 取 上 个 的 可 能 取 值 的 数目 ， 因 
而 不 可 约 表示 [ k] 的 维 数 
Din 人 (12. 1. 10) 
2° 全 反对 称 不 可 约 表示 [1*] =[1, 1, 1,…, 0, 0, 0, …, 0] 的 维 数 
此 时 Weyl 盘 为 


按 < 如 < <h Ah, h,o h BEL, 2, o, n 的 可 能 填充 的 数目 数 为 1]，(h<n)， 
因而 不 可 约 表示 [1*] 的 维 数 为 
| Dun -,) Tat . (12.1.11) 
3° [A] =[ 和 ,As，…, A,] 标 记 的 不 可 约 表示 的 维 数 
下 面 不 加 证 明 地 给 出 UV(n) 群 不 可 约 表示 [A] = [A , A,，…, 和] 的 维 数 Duy. 
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1 n-1 
Diri, x, …，An]  112131...(n _ 1) Ho, -Àm + 1) 


(A; — À; +2)…(A; -À tn- i) 
_ l _ _ 
"Tr: TD Ill ~ Àj i +j) 


“zpr ll (h; — h.) © (12.1.12) 
其 中 心 = Ai +n i 这 个 公式 与 (10. 3. 15) M10. 3. 157) 式 给 出 的 Lie 代数 4, 的 维 数 是 
一 致 的 . 
这 个 公式 可 由 U(n) 群 不 可 约 表示 [入] 对 单位 元 的 特征 标 得 到 . 
4° 两 类 有 用 的 不 可 约 表 示 的 维 数 
由 (12.1. 12) 式 可 得 到 两 类 常用 的 不 可 约 表示 的 维 数 ， 即 


D _ n+k-1 n +k 
m= k J-a) 


不 可 约 表示 |- 对 描述 自 旋 的 0( 2) 群 是 很 有 用 的 
另 一 个 是 


Dr, ww- = 到 -1 


它 对 研究 电子 轨道 空间 U(n) 群 的 表示 也 是 很 有 用 的 . 
12.1.4 SU(n) 群 的 不 可 约 表示 


SU(n) 群 是 U(n) 群 的 子 群 , C ARERR, Bp 
SU(n) = [ulueU(n), detu=1)} 

可 以 证 明 U(n) 群 的 不 可 约 表示 对 于 子 群 SU(n) 仍 然 是 不 可 约 的 (这 一 点 的 证 明 可 
参阅 Hamermesh 的 著作 ). 但 是 Weyl 证 明了 U(n) 群 的 两 个 不 可 约 表示 [A] =LA, Az, 
e, Ana JLA] = [A +s, Aa +s,，…, 入 +s](s 为 任意 莹 数 ) 对 SU(n) 群 是 等 价 的 表示 
( 见 Weyl 车 “The Classical Group”). 这 一 点 也 可 由 下 面 的 简单 分 析 看 到 . 

W: ， 可 得 到 

B 9 


P = e £ 
P(u) fm = > u; Buy Uind 
its i2» ` in 
[z] 


> (- 1), 5 uyruta, t Uga f 


M, of 
Hs 12, ` in 


= detu fn] 
[n | 


. 


584 理论 化 学 中 的 群 论 方法 


其 中 ( -1 全 和 ， i H 产生 的 相 因 子 , 而 上 式 中 求 和 正 是 v 
|:| l: | 
[Enl [a] 


的 行列 式 . 
〈12.1. 11) 式 表明 , 对 于 U(n) 群 一 维 张 量 /各 在 U(n) 群 作用 下 变 为 detu fi ,并 
四 ， 四 
不 是 恒 等 表 示 的 基 矢 . 但 是 对 于 SU(n) 群 , 因为 detu =1, /加 才 是 SU(n) 群 一 维 恒 等 表 
示 的 基 矢 . 
同样 ， 对 于 不 可 约 表示 [及 ] =[k, 大，…, k], KES pem 在 PP(w) 作 用 下 为 
BEA 
[n l-in] 
P(u)frEm = [detu]* fr (12. 1. 13) 
Aga asa 
T] T] 
pmr nmn 


而 对 SU(n) 群 由 于 [ detu]* =1, [F ] KETA hR EEREN. 
由 这 种 分 析 可 得 到 UCn) 群 的 不 可 约 表示 [A , Aa e, A TALA, +s, Ants, ee, À, 
+s] ,表示 矩阵 之 间 差 因子 [ detu]’, 虽然 表示 维 数 相同 , 却 是 两 个 不 同 的 表示 ,然而 对 
SU(n) f$, 因子 [ detu]' =1, 因而 是 同一 个 不 可 约 表示 .这 就 证 明了 Weyl 的 结论 ， 即 
[Ai A2, ts A JLA +s, Aa ts, e, Ants] (12. 1. 14) 
如 果 取 s= -An 则 
[Ais A2, t, A. ] TA, An, À. A, "°, Àn- Àn, 0] (12. 1.15) 
这 种 等 价 关 系 可 用 Young 图 表示 为 右 图 , 其 中 阴影 部 分 为 等 式 右边 的 Young 图 . 
因而 一 般 SU(n) 群 的 不 可 约 表示 都 用 (m -1) 行 的 Young 图 
标记 ， PB[ A] = [Ais A2，…， Àn-1l- 
此 外 还 可 证 明 , 对 于 SU(n) 群 , 不 可 约 表 示 [ 和 A] = [Xi, A2, 
… ,入 ,| 与 不 可 约 表示 [A’] =[Ai -An A 一 入 -1，…， À, 一 和 2] 是 
等 价 的 , 即 ， 


[Ai Aas Ài SAn ttt Ar — A j [LAL, Az, s An] (12. 1. 16) 

这 两 种 等 价 关系 可 用 Young 图 表示 ， 如 右 图 . 也 就 是 Young 图 [和 A] 与 虚线 表示 的 另 一 
Young 图 [和 A'] 给 出 的 是 等 价 表示 

由 这 一 结果 可 得 到 不 可 约 表示 [1” ] 与 [1] 等 价 , 不 可 约 表示 [1”"] 与 [1"] 等 价 . 


12.1.5 U(n) 群 和 SO(n) 群 的 特征 标 与 不 可 约 表示 直 积 的 分 解 


1.U(n) 群 和 SU(n) 群 的 特征 标 
1° U(n) 群 和 SU(n) RHA 
对 于 Un) ERRARE u, 可 由 nxn 的 西 矩 阵 V 对 角 化 ， El 
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£2 


对 角 元 e RAHA e l’ =1, 因而 可 用 个 绝对 值 为 1 的 复数 [se,，e,，,…，s,] 描 述 
U(n) 群 的 共 轿 类 . 对 于 SU(n) 群 , 同样 由 个 绝对 值 为 1 的 复数 [e,，s,,，…，s,] 来 描 
述 共 力 类 ,只 是 增加 1 个 条 件 


Ye = 1 
2° Ale, €>, `" e, EREHE EER 
Weyl 证 明了 U(n) 群 以 [A] = [Ai As，…, A 标记 的 不 可 约 表 示 对 于 以 [e, £2, 
… ,2 ] 标 记 的 类 的 特征 标 X*(s1，,s;,…, a,) 为 


lehe" ha | 


[a] = 
X (ER s E23 ”3 En) = n-1 n-2 (12. 1. 17) 
le” ge" “...1| 
l L l 
g Er Ei 
h la 
h E E E 
| eh gb... gm| = del 7? 2 
l L l 
EL ER er 
L=àÀ+n-i, i=1,2 n 
n-1 n-2 0 i i 5 全 9 ? 
21 21 21 
e 1 e 2 el J 
| et e? e1] = det”? 2 2 
r-l n—2 0 
n n Cr 
(12.1.18) 


这 个 公式 的 证 明 可 参阅 Weyl ##“ The Classical Groups” 或 参阅 密 勒 著 栾 德 怀 等 译 《 对 称 性 
群 及 其 应 用 》. 

通常 特征 标 X'*" (el，s,，… ,sz,) 表 示 为 < 

x (e), E2, s En) = [Ais A2，…， À,| 

并 称 为 Schur 函数 . 

由 (12. 1. 12) 式 可 得 到 

[Ais Azs ts Àn} 5 CE1 E2, 0, En) {AL ts, Aa ts, e, À. +s] 

对 于 SU(z) 群 (slez…es) =1, 因而 对 于 SU(n) 群 不 可 约 [A] = [Ai, As,…, 和 A,] 与 [A'] 
= [Al+s, A2+s,，…, 入 。+s] 具 有 相同 的 特征 标 , 因而 它们 是 等 价 的 ， 这 也 是 对 (12. 1. 
14) 式 的 严格 证 明 . 

由 特征 标 公式 (12.1.17), 对 U(n) 群 的 单位 元 可 得 到 不 可 约 表示 [和 A] 的 维 数 . 

对 于 单位 元 素 e, sl =s, =… =e, =l. 但 是 如 直接 取 c; =1, 则 (12. 1. 11) 式 为 不 定 
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A, 因而 对 (12. 1. 17) 式 求 极 限 , 有 


h 
Ale) climl ee el 
X (e ) lim | n-1 g. -1 | 


-lim{[ 1 (e - e*) ]/[ ppe - e"*)]} 
=lim{[ ce” j _ e) JAE Tee _ e0) ]} 
-lim{ T[i, -h)e/]1i@ -j)e) 


HO, -aJ - -j) 

此 即 URETERO REBAR 1. 12). 

在 上 式 取 极 限 过 程 利 用 了 e" ==] +iph;, 因而 

a-e" =i(h -h)e, e-e" =[(n-j) - (n-k) ]ip=(k-j)ig 

2. U(n) 群 直 积 表示 的 分 解 

U(n) 群 不 可 约 表示 [AA] 和 [x] 的 直 积 给 出 直 积 表 示 [ 和 AA] Olu] 把 这 种 直 积 表示 分 
解 为 不 可 约 表示 的 直 和 ， 即 

[A] @ [z] = > D a Lz] (12. 1. 19) 


这 是 一 个 重要 问题 ,其 中 a 为 不 可 约 表示 [v] 的 重复 度 . 
直 积 表示 [A]@[n] 的 特征 标 为 
XOH (el 82, t, 8p) SX” (e), E2, tp e. XU (81, gz, ta E) 
也 可 写 为 Schur 函数 Al ,As，…, Ant lta s Mas s Ma) 乘积 的 分 解 问题 , 即 
° [Ars Azs ts An} liis n ts n | = X, (12.1.20) 


其 中 Schur 函数 和 A, ,入 ,，…, A 代表 不 可 约 表示 [v] = [i , n, …， v BIRER. 按 
Schur 函数 理论 可 解决 (12. 1. 20) 式 的 分 解 问题 . 但 通常 这 种 分 解 可 用 Young 图 来 表示 . 
下 面 不 加 证 明 地 说 明 这 种 直 积 分 解 规则 . 

(12. 1. 20) 式 中 出 现 的 Schur 函数 |z,, v,，…, p 可 用 {A 和 二 来 构造 . 

对 于 不 可 约 表示 [jw] , Mu 个 a 标记 它 的 Young 图 第 i 行 上 的 方块 ， 把 这 些 方块 按 
如 下 规则 全 部 填 加 到 不 可 约 表示 [A] 的 Young AE, 得 到 新 的 Young Æ, 即 为 (12. 1. 20) 
式 中 出 现 的 Schur KA iv} 所 对 应 的 Young K. 这 些 规则 是 : 

(1) 在 把 Young 图 Lu 上 的 方块 加 到 Young 图 [A] 上 时 , 每 一 填 加 步骤 都 要 构成 允 
许 的 Young 图 . 

(2) 在 填 加 过 程 中 具有 相同 标记 a 的 方块 不 能 出 现在 同一 列 中 . 

(3) 对 于 扩大 后 的 Young K, 从 第 1 行 开 始 , 从 右 到 左 数 填 人 的 符号 ,as ,…, a 
的 数目 要 求 ar 的 数目 不 应 小 于 a 1 的 数目 . 


在 满足 上 述 条 件 下 ,所 有 可 能 填充 方法 得 到 的 包括 > (À, +) 个 方块 的 全 部 新 的 
扩大 了 的 Young 图 , 就 给 出 了 (12. 1. 20) 式 中 的 全 部 Schur EM, 即 得 到 了 直 积 表示 中 所 
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包括 的 全 部 不 可 约 表示 . 
下 面 给 出 两 个 直 积 分 解 的 简 例 . 
例 1 不 可 约 表示 直 积 [1 ]@[21] 的 分 解 . 


不 可 约 表示 [1?] 的 Young 四 , [21] 的 Young 图 为 , 在 它 上 面 用 a 和 om 
标 出 两 行 上 的 方块 , 按 上 面 的 规则 , 可 得 到 


如 Young 图 mesas, 它 必然 出 现 a, œ 在 1 列 上 . 
例 2 [21]6@[L21] 的 分 解 . 


> > s [| Je] [Í fel 
ekr -kH en a 从 ° = 
Q2 


对 于 Schur 函数 乘积 的 分 解 , 在 Wybourne 的 著作 “Symmetry Priciples in Atomic Spec- 
troscopy” 中 给 出 了 详尽 的 数 表 , 为 U(n) 群 直 积分 解 提供 了 有 用 工具 . 


12.1.6 U(n) 群 不 可 约 表示 的 标准 化 不 可 约 张 量 基 
1. ELR THRE 
在 第 七 章 7. 8. 2 节 中 已 指出 Young AF Y 很 容易 构造 , 但 是 由 它 得 到 的 5,, 群 的 
不 可 约 表示 基 矢 给 出 的 不 可 约 表示 不 是 西 表示 . 为 了 解决 这 一 问题 , 引信 了 标准 化 
Young 算 子 . 
a d A a 
Pa = ET) PI LAD) (7.8.6) 


ESn 


由 它 构造 出 的 S,, 群 的 不 可 约 表示 为 西 表示 , HPC), (r) 为 标记 标准 Young 盘 的 
Yamanouchi 符 号 , 简称 了- 符号. 

因此 以 总 代替 六 和 1 可 得 到 标准 的 不 可 约 张 量 ， 这 些 不 可 约 张 量 对 U(n) 群 和 5, 
群 都 可 给 出 西 表示 . I 

利用 Y- 符 号 (7) 与 标准 Young 盘 的 字典 顺序 编号 站 的 关系 , 也 可 用 字典 顺序 i 代替 
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YY 符号 (7). 
由 标准 Young AF 了 ,得 到 的 不 可 约 张 量 为 
PN FD = FO A], wi, (r);) (12. 1.21) 
其 中 了 符号 (>)) 表示 Sn 群 不 可 约 表示 [A] =[Ai, As，…, An THIRRE Young 盘 的 序号 ， 
这 种 标准 Young 盘 数目 为 S, 群 不 可 约 表示 [A] 的 维 数 , 记 为 4a([A])，w 代表 与 标准 
Young 盘 (r) 相 对 应 的 Weyl #t. 

这 种 Weyl 盘 当 按 规则 把 ir, i, es 加 填充 1, 2, , n 的 数字 后 得 到 U(n) 不 可 约 
表示 [A] 维 数 D([A]) 个 具体 Weyl Æ, Am o, 表示 第 i 个 Weyl $, i =1, 2, =, D 
([A]). 

因而 (12. 1. 21) 式 表示 的 不 可 约 张 量 可 写 为 : 

ILA], wi, (r), i=1,2, =, D([A]), j=1,2, =, d([A]) 
(12.1.21) 
d [ADH S, 群 不 可 约 表示 [A] 的 维 数 .每 一 组 基 矢 和 [A], w;, (7))) ,j=1,2,.…,d 
(ADIAR S, 和 群 不 可 约 表示 [A] 的 标准 基 矢 ,表示 矩阵 为 本 矩阵 .每 一 组 基 矢 
T[A], w, (r), i=1,2, =, D([A])] 构 成 U(n) 群 的 不 可 约 表示 [A] 的 基 矢 , 它们 

给 出 的 表示 矩阵 也 是 西 矩 阵 . 
KEERI] ;wi,;) 可 排列 为 
| [A], a, (r)i), I [a], w, (r)a), 1a I [a], wi, (r)a) 
| [A], w, (r)i), | [À], w, (r)2), t, l [A], w, (r)a) 


l [A], wp, (r)i), | [A], op, (r)a), `. I[A], wp, (r)a) 
每 一 列 构成 V(n) 群 不 可 约 表示 [A] 的 一 组 基 , 因而 张 量 空间 Ye" 中 具有 对 称 类 典型 
LA] 的 不 可 约 张 量子 空间 维 数 为 D([A])d([A]), 包括 了 d( [和]) 个 不 可 约 表示 [A]. 从 
男 一 方面 看 , 每 一 行 构成 S. 群 不 可 约 表示 的 基 矢 , 在 这 个 张 量子 空间 中 有 D([A]) 个 
Sa 群 的 不 可 约 表示 [入 ] , 这 与 (12. 1.7) 式 是 完全 一 致 的 . 

2. S, 群 的 标准 Young 算 子 


S, 群 的 标准 Young A 
| 
(1) (111) (112) (123) 


l 1 2 


Young 盘 下 面 (7) 为 了 编号 ，(r) 下 面 数字 为 Young 盘 的 字典 顺序 . 
对 这 些 标准 Young 盘 , 按 (7. 8. 6) 式 得 到 的 标准 Young 算 子 为 


YP] = 二 [BE+(1,2) + (2,3) + (1,3) +(1,2,3) + (1, 3, 2)] 


Y = 二 [ 有 +(1,2,3) +(1,3,2) - (1,2) - (1,3) -(2,3)] 
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YPI = 二 [2 有 +2(1,2) - (1, 3) - (2,3) - (1,2,3) - (1,3, 2)] 


YU = 二 [2- (1,2,3) ~ (1,3,2) -2(1, 2) + (2, 3) + (1, 3)] 


为 了 符号 简单 , 在 上 式 中 用 字典 顺序 代替 Y- 符 号 (7). 
用 这 些 标准 Young 算 子 可 得 到 U( n) 群 的 标准 不 可 约 表示 张 量 , BD 
J GT = YP pan 


1 
= fans +f; tSaoi Ff + fi 十 万 l 


` 13 
H = Yi fani 
i 
Li3] 
1 
= [fi + fanaa + fai “Sonia fins ~ hiya | 
21 
goa = y! fo, 
lis] 


1 . 
= {2s 一 aa 一 二 21 一 -Sisi | 
— v[21] 
J aa = VPU ya 


1 
= l Pfii “Soini Sanin T 2f, piia this Tupa l 


如 果 =3 , 得 到 的 不 可 约 张 量 为 


Jaon =Fa,  fppp] =F; SEGG =F; 
i ' 
Hinna =z lu +f tfan) 


fanm =+ o tfa tAn] 
SEED =3 {fn + +a) 
f =F lfa tfa tfn) 
famm = 本 Hi tfo +s 
fB) =3 {fs tfan *+fsa 
ST = — [a +f +fia tfm tfi thaal 


É: = lf -fai ~ha -fin tfai + fal 
[6] 


1 
f 1 = 过 |262 -fin -fa } 
) 
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fam sifas -fn = fal 
fm =e -2f tfaa! 
frm = le -fin +fsol 
fg =F 2fias -fa -fanl 
fam = lf -fin +fsa| 
fpa = {2fi -fo -fi *+2fsə -foa -fanl 


Tga rab — fx Za +f -fiz — fx 1 
另 一 个 [21] 不 可 约 张 量 空间 也 是 8 维 的 , 它们 为 

全 =+Ifa -fm } 

fm T l -fazl 

ft gE ”> T la -fyn I 

fgm = T U -fazl 

fE = Lifa - fl 


fE == Pfi -fan +f tfi 一 Pa -fal 
fga = 地 [fis -fazl 


fga =+ 2fi - 255 tfaa tfia -for — fal 


把 这 些 结果 与 前 面 非 标准 Young 算 子 得 到 的 结果 相 比较 , 可 看 到 标准 Young 算 子 是 
归 一 化 的 ， 而 且 每 个 Young 算 子 中 包括 m! 个 置换 , 即 Weyl 盘 上 所 有 方块 上 符号 的 全 部 
置换 . 

3. 描述 物理 状态 的 不 可 约 张 量 | 

前 边 讨论 的 不 可 约 张 量 是 抽象 的 ,它们 可 具体 化 为 描述 多 粒子 量子 体系 状态 的 不 可 
约 张 量 . | 
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如 果 我 们 用 n 维 模型 空间 来 研究 多 粒子 问题 . n 个 正 交 归 一 化 单 粒 子 函 数 p, i =1， 
2,…, nn 构 成 n 维 空间 的 基 矢 , 它们 在 U(n) 群 作用 下 的 变化 为 


= Y ug; 
Bleo, proe atom 当 研 究 m 个 粒子 时 ， 以 _ 
Dagin (1, 2, 00, m) = pi (1)e, (2)--@, (m) 
作为 模型 空间 V 的 基 矢 , 也 就 是 m 秩 张 量 , BRA n". Ki, ioin 为 轨道 指标 , i = 
1, 2,…, nm， 它 标明 单个 粒子 占 具 的 第 六 个 轨道 . 括号 内 的 标号 (1, 2,…, m) 为 粒子 指 
标 , 它 标 记 第 个 粒子 占据 某 一 个 轨道 霹 . 
Biwia(1,2,…, ME U(n) 群 算 子 P(u) 作 用 下 为 
P(u)@, gei (1, 2, m) 


= >. Wil iiz vu u Pi,s i ly, =t, m) 


” 1 2 ... m 
即 UV(n) 群 作用 于 轨道 脚 标 .而 在 置换 群 S。 元素 o = | 作用 下 为 


Ti Oi 
oD, ,vl, 2, +, m) = gein (Ois Ta, °, Om) 
=P (T) P(T) pi On) 
即 S, 群 作用 于 粒子 脚 标 . 
这 里 对 置换 群 对 张 量 Dn, ain (1,2, 0s m) 作 用 的 定义 与 (12. 1. 1) 式 的 定义 是 完全 
一 致 的 . 
Ffa, izin Sinior ion 
如 果 令 
Ía, izim = Pi (1 )e,,(2) p, (m) 
则 | 
Ofa, iroi KACA CI pi (0n) 
Pin (1) pi (2) P (m) 


这 表明 原来 粒子 1 变 为 粒子 o, 粒子 2 变 为 ga ，……. 等 价 的 表示 为 粒子 的 轨道 由 i 变 
X ias 粒子 2 的 轨道 变 为 ;,……， 轨道 指标 五 , Loi, 本 身 并 未 发 生变 化 ,只 是 为 不 同 
粒子 所 占据 ， 

当 明 确 了 张 量 b. ,,. (1, 2,…, m) 有 两 套 指标 之 后 ,，U(n) 群 和 S, 群 分 别 作 用 这 
两 套 指标 , 因而 它们 是 可 交换 的 , 就 是 自然 的 了 . 

前 边 已 经 指出 一 个 不 可 约 张 量 1[A], w (r); B (r); 所 代表 的 置换 群 S. 的 标准 
Young 盘 和 o, 所 代表 的 Weyl 盘 所 描述 , 实质 上 标准 Young 盘 标记 了 m 个 粒子 编号 的 对 
称 类 型 , 而 相应 Weyl 盘 标 明了 上 号 粒子 的 轨道 编号 ;,. 

当 用 Young 算 子 构造 不 可 约 张 量 时 ，Young 算 子 作用 于 粒子 指标 . 
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比如 三 秩 张 量 
@,.,  (1,2,3)=e,(1)e,(2)e,,(3) 
用 六 作用 后 为 
Ple a a(l, 2, 3) =Ó, aall, 2,3) + Bi, v.52, 1, 3) 
+ Bia a(l, 3,2) + $, ,. (3, 2, 1) 
+$, ,  (1,3,2) + @,., (3.2, 1)} 
其 中 
$,,, (2, 1,3) =e, (2)e,(1)e,,(3) 
=p, (1)p,(2)p, (3) 
=@, i, (1, 2, 3) 
等 等 ,因而 
YG,,,.,(1, 2, 3) SHB, aa, 2,3) + Bpa a(l, 2,3) 
+@, g all, 2,3) + Bs (1, 2, 3) 
+ Dag all, 2,3) + @, , 1 


与 以 前 得 到 结果 是 一 致 的 . 
因而 在 一 般 张 量 中 
afa, izim = fii, = @;, (=, )e,, 《az)… “Pi (Tn) 
=e@,,(1)e,,,(2)---e,, (m) 
通过 这 种 讨论 , 多 粒子 问题 的 张 量 与 单 粒子 态 乘积 的 关系 就 十 分 清晰 了 . 


12.2 U(n) 和 SU(n) 群 的 不 可 约 表 示 Lie 代数 方法 


在 这 一 节 中 用 Lie 代数 方法 简要 讨论 U(n) 和 5U(n) 的 不 可 约 表 示 , 主要 在 于 证 明 
不 可 约 张 量 方法 得 到 的 以 [A] [A As, o; A,] 标 记 的 不 可 约 表示 , 就 是 Lie 代数 中 以 
最 高 权 [ 和 A] 标记 的 不 可 约 表示 ,从 而 说 明 两 种 方法 得 到 的 不 可 约 表示 是 一 致 的 . 


12.2.1 U(n) 群 和 SU(n) 群 的 不 可 约 表示 


1. SU(n) 群 不 可 约 表 示 的 最 高 权 与 Young 图 
在 第 十 章 已 讨论 过 单 Lie 代数 以 及 相应 Lie 群 的 不 可 约 表示 ,由 最 高 权 标 记 ， 定理 
10. 2. 5 指出 构成 最 高 权 A 的 充 要 条 件 是 


(10. 2. 13) 


为 非 负 整数 , 其 中 4 为 最 高 权 , a, 为 第 i 个 素 根 . 
在 nn 维 空间 中 取 n 个 自然 基 矢 , e, i=1, 2,…, n, 其 定义 为 
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Ci =(0, 0, °... 0, 1, 0, ta 0) 
一 


在 这 组 基 矢 中 ，Lie 代数 w(m) 的 (n -1) 个 素 根 为 


Q; =€; T Cis ¿=1,2, "tta n-l 
因而 把 (n -1) 维 权 空间 的 最 高 权 在 基 矢 {e;, i=1, 2,…, n -1} 中 展开 , 为 
4 = 5 he, (12.2.1) 


而 (10. 2. 1) 式 为 


-2 2 = - =A- 
À; = Ca aA a; ) = (A, 6; ein1) A, Ain 


2.2. 
i=1,2,.…,n-2 (12.2.2) 


àn = (A, œa) = (A, es1- e,) =A, 
HFa, 因而 ASA, A, 是 高 最 权 A IRER le, i=1, 2, …, n- 1] 展开 的 分 量 . 
最 高 权 A 在 基 矢 {e.， i=1, 2, ty n-1| 中 可 表示 为 [4] =[A,, A, °... Anil È 


们 构成 包括 = YA, 个 方块 的 Young 图 (注意 这 里 的 [4] =[4, À, …, A JMM 


于 不 可 约 张 量 方程 中 的 [4] = [4 ， 4,,…, 4,] ,这 个 不 可 约 表示 的 最 高 权 在 自然 基 中 
展开 为 A = > Ae). 


比如 对 Lie 代数 su(3) 的 HNES 


Ó— O 和 O— _6 
基本 表示 [1, 0] 最 高 权 在 基 撩 |。 :| 中 的 分 量 分 别 为 
A =1, 4: =0 (因为 4 -A,=1) 
相应 Young 图 为 二 ] , 基本 表示 [0, 1128 
A-4 =0, A =1 


BTT A, = As =1, 相应 Young 图 为 上 


Lie 代数 su (n) PA TAIRNE VINARA T SU(n) 群 的 不 可 约 表示 ， 
因而 SU(n) 群 的 不 可 约 表示 也 可 用 最 高 权 [A] = [ A， e, An RENERE 
Young 图 来 标记 . A, 是 最 高 权 4 在 自然 基 |e;, i=1, 2，…， 中 的 坐标 . 

2. 不 可 约 张 量 基 矢 的 权 与 最 高 权 i 

为 了 证 明 由 Lie 代数 方法 得 到 的 不 可 约 表示 与 由 不 可 约 张 量 方法 得 到 的 不 可 约 表示 
的 一 致 性 , 在 本 小 节 中 来 计算 不 可 约 张 量 的 权 与 最 高 权 ， 

U(n) 群 的 Lie 代数 xz) 虽然 不 是 半 单 Lie 代数 , 但 是 第 十 章 讨论 的 以 最 高 权 标 记 的 
不 可 约 表示 仍然 适用 . 

Lie 代数 u(n) BJ C-W 基 仍 然 为 如 下 n x n WERE, BB 

(#;)u = On (12.2.3) 
即 sa 为 n xn 矩阵, 它 的 矩阵 元 上 只 有 第 i 行 第 j 列 为 1, 其 它 全 为 零 .Lie 代数 为 
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[#;, Eu] =6zeu ~ uey (12.2.4) 
Cartan FARROA eu, =1, 2，…, n. (Lie 代数 su(n) 由 于 反 Hermitian 性 的 要 求 , 它 的 
Cartan 和 了 要 求 是 天 和 陈 ,因而 n A e PREET, 只 有 -1 个 是 独立 的 , 在 第 


九 章 中 取 为 H. = H- Zs + (i 一 l)e; ], i =2, 3, ,7s 以 保证 trH, =0). 对 于 Lie 
代数 u(n), Cartan FRA h, 中 的 任 一 元 素 为 


L 0 
s(hL-:1) = $ hes = b (12.2.5) 
0 l, 
而 且 Lie 代数 u(n) 可 表示 为 
人 L), eyl = (1 -1)e; (12.2.6) 
[elLlLeh), e(D mi. )] =0 


这 表明 L -L 为 Lie 代数 u(n) 的 一 个 根 , L -4,1 为 素 根 . 
如 果 10 ?为 以 最 高 权 4 标记 的 不 可 约 表示 中 属于 最 高 权 A 的 基 矢 , CE es 的 共同 
本 征 态 , KEEA A, 即 
el》 = A,1U,5 


则 
e(hL+1) | Ua) = È Leal U,) = 2 LA; ! Us) 
=Y LA| U.) = Al UU) (12.2.7) 
即 最 高 权 
4 = È, Aie; = X Ae; . (12. 2. 8) 


由 于 最 高 权 的 要 求 ( 即 (12. 2. 1) 式 要 求 )， 34 lak 时 ， A-A, HER, H k <1 BF, A,- 
A,>0. 
对 于 U(n) ËR, (ll, 1 ARA U(n) R H, B 


e” 0 
e? 
H =expļe(lhLbLelh)} = . (12.2.9) 
0 el 
于 是 
HI U) = explel U,)} = exp{ >》 AL} U.) (12. 2. 10) 
i=l 
由 于 
e! 0 ebt?" 0 
e? eP+3? : 


0 els 0 ein+2mi 
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因而 要 求 4, 为 整数 ， 此 时 


exp{ $ A;Cl, + 28) ] = exp{ Y AL} 
由 U(n) 不 可 约 表示 最 高 权 的 这 种 性 质 , 可 证 明 由 不 可 约 张 量 4= [A,, As, ===, A] 
得 到 的 不 可 约 表示 ,就 是 最 高 权 为 
A= JAk = YA 
的 不 可 约 表 示 ， 下 面 就 证 明 这 一 结论 
1° 不 可 约 张 量 表示 [1] 的 权 与 最 高 权 


不 可 约 表示 张 量 [1"] 是 [ 。 r), ü aa ¿ <n| ,用 (12.2.9) 式 定义 的 


n 
U(n) 群 的 Cartan 元 素 He U EAT fa 就 得 到 了 它 的 权 , Bg 
Ê(H = 
( “Ë Pa äi Hi,* H; SE 
B ú 
A m 
= eliel2...e f ru 
l: | 
m 
= expli, +L + + LIS 
E] 
A 
U 的 权 为 
[:| 
m 


À =l +L, ++ +l Se, +e, ++ +e, (12.2. 11) 
在 人， ] 人 形 如 (12.2 11) 式 的 权 中 , 按 最 高 权 的 定义 ,最 高 权 4 为 


4=el+e+…+e+0+0+…+0 
=[1, 1，…，1,0, 0，…， 0] 
— Uu 


s 


=[1'] 
相应 的 张 量 为 /四 .其 它 张 量 的 权 都 比 这 个 权 低 .如 [1， 1.1, 1.0, 1, 0…0] 对 应 
5 一 
s: 
[2] 
A 
= 


Weyl AHER i=; >=. =i, h> >i Pj... k, =k, > z k, FBF i >j; > 
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2° 以 Weyl 盘 o 标记 的 不 可 约 张 量 的 权 与 最 高 权 
对 于 不 可 约 表示 [A ,上 户 ， … ,大 ] 的 张 量 可 由 Weyl # o 标记 , Wf Weyl 盘 w 有 


YA +B 
用 (12. 2. 9) 表 示 的 U(n) WErh Bp H WAT P ( HyTEJII f, 得 到 
P (mf. 
Tar iij Hy H, ¿ Ho 
ir": "ip le 


=exple, +e, + teg +e, + + ep +" +e, + + er tfa (12. 2. 12) 
这 样 便 得 到 了 以 Weyl Æ o 标记 的 不 可 约 张 量 的 权 . 

À, = [el te, +e tetet ste t: tegt +e] (12.2.13) 
BARTARRU. ,, =, AIE Dia o p PRIE Weyl #£BFERIE BOE RT RER o 
得 到 形 如 (12. 2. 13) 式 所 表示 的 Dia a DTE 当然 其 中 有 重复 的 退化 权 ). 按 最 高 权 
WEX, Dina p) (12. 2. 13) 式 所 表示 的 权 中 最 高 权 为 


A = (fie, tfes + +faen) 


相当 Weyl 盘 为 
H =L = =i =1 
A =J = = j, = 2 £ =m 
aasan (RA = m) 
k, = k, = … = Fr， 二 n 


记 为 w4， 因而 [fi , 户 , …, 太 ] 就 是 这 个 不 可 约 表 示 的 最 高 权 在 权 空间 自然 基 矢 (e ,ii=1， 
.， 由 下 的 表达 形式 , f 
对 于 其 它 Weyl Æ, 也 可 由 填充 的 王 ， 忆 … 和 六 攻 权 具体 计算 出 它 的 权 . 
作为 例子 , 给 出 X(3) 群 三 种 三 秩 不 可 约 张 量 所 对 应 的 权 , 因为 权 空间 是 三 维 的 , 权 
空间 自然 基 矢 为 e1, e,, es， 具体 的 权 为 
A=Ale +À>e; + Ase3 = (Ài, À>, Às) 
下 面 对 三 种 对 称 类 型 的 Weyl 盘 标 出 相应 的 权 (A1, 和 2, 和 3). 


(300) (030) (003) (210) (201) 


(120) (111) (102) (021) (012) 
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(111) (210) (201) (120) (111) 
(021) (111) (102) (012) 


3，SU(n) 群 不 可 约 张 量 的 权 与 最 高 权 
对 于 SU(n) 群 , 由 于 (12. 2.5) 式 定义 的 Cartan 子 代数 是 反 Hermitian 和 矩阵, 因而 


el 0 
elei, e2, 63, t, €) = S ee: = K . ; 5 e, = 0 
0 l e 
H (12.2. 13 ) 式 容易 得 到 SU(n) 群 的 最 高 权 为 
À = |{(f -f.)e; + (f; - f.)ex + == + (f, a Sa) ena] (12. 2. 14) 


因而 SU(n) 群 的 最 高 权 为 
A “fsh Sas ts fai - fa] = [fi, fa» e, fan] 

在 12. 1 节 中 已 证 明了 

U(n)—— *SU(n) 


io f, to RIE -fo f,-f, he ho] =[fi, fs, fo 
这 说 明 SU(n) 群 权 空 间 是 (n -1) 维 的 , 因而 (n -1) 行 的 Young MIA, As ts fana WEA 
接 标 记 了 最 高 权 . 
4. U(n) 群 不 可 约 表示 [A] =[A1, 和 A,，…, A.169 Casimir 算 子 本 征 值 
由 (10. 5.4) 式 给 出 的 Casimir 算 子 é, 的 本 征 值 公式 
Ĉ,1A) = (A +2g, A)1A) (10. 5. 14) 
可 计算 VU(n) 群 不 可 约 表 示 [A] 的 本 征 值 , 最 高 权 


A=Aie +A2e2 tt EAEn 
U(n) 群 的 正 根 为 6 6，j>i, 共 时 中 个 可 计算 出 正 根 之 和 的 一 半 . 
z = TY. (e, = e) = LY G -2i + 1)e, 
把 它们 代入 Casimir 算 子 本 征 值 公式 得 到 
(4+2g4) = Y [Aa + AG -2i+1)] (12.2. 15) 
这 个 结果 也 可 由 Casimir 算 子 | 
6, = J.H? + Y EB, 
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直接 作用 于 最 高 权 对 应 的 不 可 约 张 量 而 得 到 . 
12.2.2 U(n) 群 的 特征 标 


在 12.1 节 中 已 给 出 了 U(n) 群 的 特征 标 , 在 本 节 中 用 Weyl 发 展 的 方法 (参见 Weyl 
等 “The Classical Groups”) 证 明 U(n) 群 的 特征 标 . 

由 于 U(n) 群 由 n xn 酉 矩阵 构成 , 因而 Lie 代数 (n) 35288 n x 的 反 Hermitian $Ë 
阵 构 成 , 它 的 Cartan 子 代数 的 基 为 iey =is,;( 在 上 节 中 只 取 上 而 没 乘 虚数 i, 因为 在 上 
节 中 还 没有 具体 涉及 反 Hermitian 矩阵 问题 , 不 引入 i 比较 简单 )，iei ,ie, ，…，ie, 构成 
Lie 代数 U(n) 的 Cartan FARZI hn 的 基 ，Cartan 子 代数 hn 为 


ip, 0 
h, = ip, | ， VS ipie., peR (12.2. 15’) 
`. EZI 
0 ip, 
这 个 子 代数 经 过 指数 映射 得 到 U(n) PERT Hn, BD: 
e”! 0 
ei92 
H, = .. =@(e,, @ > 3 Pa) 
0 ein 
DCP, Ps ts gr) 为 由 实 参数 9; 描述 的 对 角 西 矩阵, 全 部 对 角 酉 矩阵 构成 U(n) 群 的 可 
交换 子 群 H.. 
任何 一 个 n xn HEREA e U(n) ,都 可 由 Vs U(n) 进 行 对 角 化 , BB 
UAU* = @ 


因而 任何 4e 5(n) 都 与 特定 的 (o, ps，,，…, P), 也 就 是 说 子 群 H, 包括 了 U(n) 
HERH. 在 子 群 H, F, 对 角 元 相同 ， 只 是 顺序 不 同 的 Dp, ps s pa) 
Dp Pns s Pn) EHE, 
OCPI, Prs s Pn) = (Pas Prs `, Pu) 
由 (12.2.15) 式 可 看 到 0<g; 万 5, AMUTE H., 可 由 nn 个 实 参数 o, 描述 , 参数 定 
义 域 为 0 和 pi 和 2m. 7(n) 群 所 有 定义 在 类 上 的 函数 都 可 由 子 群 忌 来 讨论 , Peti x) E: 
类 函数 , 因而 只 讨论 子 群 也, 的 特征 标 就 可 以 了 . 对 于 以 p, prs Pa 描述 的 类 的 特征 
标 为 
X's (pi, Pas s Pn) 

而 且 xi4 Cp, 9s，…， 9,) 对 于 交换 mw p 是 不 变 的 ， 即 o, 的 对 称 函 数 . 

1. U(n) 群 的 参数 选取 及 群 上 积分 

U(n) 群 包括 n 个 连续 实 参 数 , 除了 子 群 及 的 ”个 参数 pl， pz，…，9p。 外 , 还 有 
n -nE Xn -n TARRA bi, bas e, bans 并 令 sj = e: , 则 可 以 证 明 ( 见 Weyl 
著作 ) 群 空间 的 积分 元 d4 为 
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N = II | ee, - 11 do,de,de,-:: de, (12.2.16) 
dw, = o(b,, b,, =, ban) db db... db 2n 
令 
| A(el，ez，…，sn) = H, -£,) (12. 2. 17) 
六 
群 积分 元 
dA =dw,44 "dpldpz…dp。 (12. 2. 18) 


因而 定义 在 VU(n) 群 上 的 函数 bb ，…, bz-1;91，92，…,9,) 在 群 空间 的 积分 为 
[nA = ao 
. š AA" dg dg; de, (12. 2. 19) 
对 于 类 函数 及 9p, ,gp,，…, 9g,) 群 上 积分 为 
[AA = fdo [fos pa =, pa) AA" 46.49...-49, 


U(n) 
=2 人 Ar,， Ps s Pa) AA" do,de,::: də, (12. 2. 20) 
其 中 O 为 群 参 数 5 b,, e, bw-, 在 群 空间 中 的 体积 . 
2. U(n) 群 的 特征 标 . 
< f, g 都 是 类 的 函数 ， 即 g;， p, pa 的 对 称 函 数 , 它们 的 内 积 定义 为 


(/, g) svf -f f(gi, P23 ``" e@,.)e(@,, P2» "3 Pa) * AA ° dodo; edo, 


(12. 2. 21) 
其 中 


V = [ AA 46.40,---ae, (12. 2. 22) 


注意 ， 由 于 类 函数 fg， Pas s Pa) E P: RIXTER AR, 因而 取 p ppp 在 
《12. 2. 21) 式 的 积分 增加 了 n! 倍 , 因为 积分 中 并 不 考虑 e, 的 置换 对 称 性 .然而 在 体积 
元 积分 (12. 2. 22) 式 中 , 对 群体 积 也 增 大 了 n! 倍 . (12. 2. 22 ) 式 对 类 函数 内 积 是 正确 
的 i 

对 于 U(n) 群 的 不 可 约 表示 A =[4, A,,…，A,] ， 如 果 它 的 维 数 为 s, 基 矢 为 
lA, Ai ， 1 =1，2，…，3， A 为 个 权 ， à =A 为 最 高 权 . 对 应 于 Plop, P23 t3 Pa) E 
H, 的 表示 和 矩阵 为 

em1(?) 0 
e229) 
D(C) = 
0 l eA (9) 
其 中 
expliA /(e@)] =exp|iA (pi, 0, Pa) =ef netr] (12. 2. 23) 
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权 入 为 
A;=Pp191 + °°: + p,@, (12. 2. 24) 
因而 特征 标 为 


XC Prs Pas Pa) = trD(@) = >° popni eee (12. 2. 25) 


Cpm ILCD > Pos ` pu) 的 重复 度 . 重复 度 Cp ,为 正 整 数 ， 而 且 对 交换 pi, p,,…, Pa 
是 对 称 函 数 . 即 对 p, s p. 置换 时 重复 度 C,,,,.…,, 是 相同 的 . 
因而 对 于 不 可 约 表示 [A ，A,，…, 4。] 的 最 高 权 4 = [A,, 4A;,,…, 4,] 的 特征 标 
(12. 2. 25) 式 中 Cpp, =1( 最 高 权 的 基 矢 是 不 退化 的 ), 因而 (12. 2. 25 ) 式 变 为 
Xp Prs s Pn) = 大 机 (12.2.26) 


Pz1) 
定义 | 
(81 gx, `, En) =X(e,, e,, t, e.JA(e,, E23 t, Ea) (12.2.27) 
其 中 
AlE, E23 "> En) = H, _ e,) 


对 交换 e, sj 是 反对 称 的 .而 YX(ei，e:，…，e,) (注意 己 =e“) 对 交换 s;, sj 是 对 称 的 ， 
因而 上 (se ，e ，…，e,) 对 交换 sisj 是 反对 称 的 . 因而 (12. 2. 27 ) 式 可 展开 为 


ç = > da, m. q 81 EZTU En (12.2.28) 
daa a EER, 其 中 最 高 次 宕 的 项 为 
AA a eh s h b. 5 
其 中 
hi=f tn-i, h, >h, > +h, 
因而 上 中 含有 | 
¿(hi ha, v, h,) =} .es Eo) Ena) =] ecoe 知 | (12.2. 28!) 
6, 为 置换 
sl/!1 2 n 
-i s(2) = s(n) 
的 宇 称 , 其 值 为 
8 = 人 s 为 偶 置换 
' l-1, ;为 奇 置换 
而 


E&i E&i ... E1" 


£2 er e Er 


leee" l = det| ° (12.2. 29) 


于 是 ，(12. 2. 27) 式 类 似 于 (12. 2. 26 ) 式 可 分 解 为 
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= 
+ Ch, hz, 0t, hp) + (12. 2. 30) 
EPEC, ha, e, KÆ h; <h, 的 多 项 式 (12.2.29) ,Zh hy, 0, hr) H h” <h, W 
多 项 式 (12. 2. 29). AA ¿ 是 有 限 项 的 多 项 式 , 这 种 分 解 也 是 有 限 的 . 
容易 看 到 积分 


[ee hapa alata. at] dododo, 


= (2m)"5 8 "so, (12.2.31) 
因而 积分 
rO. has s OUO, M, =, ha) 1° derdo, 
= TIaw (mml (12. 2. 32) 
因而 n! 是 由 ER h, h; 置换 具有 对 称 性 而 引入 的 . 
于 是 特征 标的 内 积 为 
(x, x) =. 1X4 l*de,de,-: de, 
=1 +l C1? +I CE + + (12.2.33) 
其 中 类 的 体系 V 为 
v = [AA dpidoz do, 
= 人 人 Zn -1,n-2, =, 1, 0) l dodo, de, 
=(27)’n! (12. 2. 34) 
对 于 不 可 约 表 示 [f], 特征 标 X BARA 1, B: 
Q”, y) =1 


因而 不 可 约 表示 展开 式 (12. 2. 30) 式 中 C' =C”=0, 从 而 得 到 不 可 约 表 示 [f = [fi, f, , 
…, /] 的 特征 标 为 
xX =le", g U e, eb'|/A(e,, E2, En) 


这 就 是 12. 1 节 中 给 出 的 特征 标 表 达 式 . 
12.2.3 U(n) 群 不 可 约 表示 的 正则 基 一 一 Gelfand 基 


在 7.7 节 中 我 们 讨论 了 置换 群 群 链 Sa DSa DDN DS, 的 标准 不 可 约 表示 的 基 
R. 对 于 U(n) 群 也 存在 类 似 的 群 链 
U(n)DU(n-1)D--DU(2)DU(1) 
也 可 构造 整个 酉 群 链 的 不 可 约 表示 的 基 矢 , 这 种 基 矢 称 为 酉 群 的 正则 基 , 或 称 Gelfand- 
Tsetlin 基 , 这 种 基 是 由 Gelfand 和 Tsetlin 在 1950 年 提出 的 (参见 Gelfand I M, Tsetlin M 
L, Dokl Akad, SSSR, 1950, 71, 825). 
为 了 给 出 这 种 正则 基 , 首先 不 加 证 明 地 介绍 一 个 定理 , 即 
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| 定理 12.2.1 U(n) 群 的 不 可 约 表示 A, = (Ma, mz,，…, mw) 对 于 子 群 VU(n -1) 是 
| 可 约 表示 , 它 可 分 解 为 不 可 约 表示 Ai = (mais Mais s Maia) 的 直 和 ， 
| U(n -1) 群 的 不 可 约 表示 A, MERI 
| 
| 
1 


: mi z:m,,_, ZFM, n (12. 2. 35) | 
| 因而 酝 群 链 


| U(n) ƏDU(n-1)2Ə:::SU(2)OƏU(1) 
[ 的 正则 基 可 用 整个 群 链 的 最 高 权 A, Ani ，…，, A, 来 标记 , 即 


A, Min Man s. Myn 
| A i Y" ala 
i (m) =| " |= Maimai D Macia (12. 2. 36) 
: . : | 
', A. mi 
[ 根据 定理 12.2. 1 各 子 群 权 的 分 量 满足 条 件 
| My Z Mj- Z m,,,, p j=1,2, ta N, i=}, 2, ej (12. 2. 37) 
| 


一 般 称 (12. 2. 36) 的 符号 为 Gelfand #8. ' 
以 群 链 U(3) 3U(2) DUC) 为 例 , 不 可 约 表 示 的 分 解 规则 为 | 

U(3) DU(2) U(3) DU(2) | 
[300] — [30] ®[20]®[10]®[00] [111]—[11] 
(10) (4) + (3) + (2) + (1) (1) (1) | 
[111]—[11] 

| (1) G) 

| [210] —[21]@[20]@[11]@[10] 

| (8) (2) + (3) + (1) + (2) 

U(2) DU(1) 

[30]— [3] +[2] +[1]+[0] 

(4) (1) +(1)+(1) +(1) 

[20]— [2] +[1]+[0] 

(3) (1) +(1)+(1) 

[10]— [1] +[0] 

2 (1) +(1) 

[11]— [1] 

! [00]— [0] 

| (1) (1) 

其 中 [ ”] 下 面 的 数字 为 这 个 不 可 约 表示 的 维 数 . 

| 把 这 种 不 可 约 分 解 表示 写成 Gelfand 盘 , 就 得 到 了 Gelfand 基 , 它们 为 


3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 
3 0 ), 3 0 ), 3 0 ), 3 0 
3 2 I 1 0 
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3 0 0 3 0 0 3 0 0 3 0 0 
. | o) 2 h o) 
2 1 0 1 
3 0 O 3 0 1 1 1 2 1 0 
0 0: 1 
2 1 O 2 1 O 1 O 0 
1 2 
2 1 O 2 1 O 0 
La Lo 
1 1 


Gelfand 基 最 大 的 优点 是 它 对 VU(n) 群 无 穷 小 生成 元 ;, HH = ;的 矩阵 很 容易 得 到 解 
析 表 达 式 . 
H, 为 Cartan 算 子 或 称 权 算 子 , 不 可 约 表示 基 矢 是 权 算 子 的 本 征 态 , 本 征 值 为 有 关 的 
权 .Es(i < 站 是 权 的 升 算 子 , Ey(i > 门 是 权 的 降 算 子 ， 对 于 Gelfand 基 这 些 算 子 的 矩阵 元 
有 很 简单 的 解析 表达 式 现 把 这 些 全 SAINES F. 
(m); Bal D) 


r+1 r-1 
aei DI nsi - m, +s — i) 
izl i=l 


一 一 | (12. 2. 39 
II (m, —_ m, +s - i) II, —m, +s -i+1) ( ) 


这 些 公式 在 使 用 Gelfand 基 研 究 具 体 问题 时 是 很 有 用 Bg. 关于 这 方面 问题 可 参阅 文 
振 费 著 《 西 群 方 法 的 理论 与 应 用 》. 


12.3 0(n) 群 的 不 可 约 表 示 与 不 可 约 张 量 方法 


H n xn 的 实 正 交 算 阵 构 成 的 群 称 为 n 维 实 正 交 群 , WA OC), Mil 
O(n) =lAeU(n)lA=A7,. A* =A} 
由 于 条 件 
AA=AA= E 
导致 xz 个 矩阵 元 wy 满足 条 件 
Yaya, = È aag = ôns 之 和 = l2avow = ôx 
因而 有 (2 D) areq EOE Lie Ë, 由 于 
det4 = +1 
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因而 存在 两 个 不 连通 的 区 域 , 这 两 个 不 连通 的 区 域 由 分 立 参数 ( -1) 决定 , ! =0 为 包括 


-1 0 0 
-1 
0 0 -i 
上 的 元 素 构成 子 群 SO(n) , 它 是 0(n) 群 的 不 变 子 群 ,整个 群 可 写 为 
0(3) =1@SO(n)， 了 I= 1E, 了 为 反 演 群 

12.3.1 0(n) 群 的 不 可 约 张 量 表 示 

1， 张 量 的 收缩 与 无 迹 张 量 

对 mm 秩 张 量 定义 一 种 运算 , 称 为 收缩 ( Contraction) , BI 

了 (12.3.1) 

这 种 运算 是 首先 取 i = 纪 ， 然后 对 i KA, 结果 使 m 秩 张 量 收 缩 为 (m -2) 秩 张 量 , 也 称 
为 于 秩 张 量 的 对 偶 迹 (pair tzac). 这 种 收缩 运算 对 m 秩 张 量 的 任意 两 个 指标 都 可 进行 ， 
因而 m gq a m(m 二 种 收缩 运算 

如 果 张 量 收缩 后 为 零 , 则 称 为 无 迹 张 量 ( traceless tensor). 

任意 张 量 i,;,,.…i 都 可 唯一 地 分 解 为 一 个 无 迹 张 量 /0 .. ,和 另 一 个 张 量 


单位 元 的 连通 区 域 , 另 一 个 为 1=1 的 包括 元 素 的 连通 区 域 . 1=0 的 叶 


,之 和 , 即 
Ía ins "U im Pi iz, t, im CTAA — im ` (12. 3. 2) 
其 中 Pi ,的 一 般 形式 为 
Pi, iz, in 二 Ôi Ga vim + ° 十 Ó, O re (12. 3. 3) 
上 式 求 和 中 共 开 号 一 了 Da 项 通常 把 所 有 的 gp，,。.-， 记 为 张 量子 空间 也， 把 无 迹 张 量 记 为 


子 空间 F°. 则 张 量 空间 Ve” 分 为 两 个 子 空间 ， 
Ve = Sm (12. 3.4) 
对 张 量 f ia s in TOi + 进行 收缩 ,可 得 到 
i 
而 且 这 两 个 子 空间 是 正 交 的 ， 即 l 
(F° , P) its i2, =, im = Fi, i2, =, ia Pi i2, s im =0 
上 面 的 讨论 可 参阅 Hamermesh 的 著作 . 
2. m 秩 张 量 的 正 交 变换 与 收缩 运算 是 可 交换 的 
与 UV(n) 群 作用 于 张 量 一 样 定义 0(n) 元 素 的 算 子 (4) 作 用 于 张 量 为 
[P(A)F] is i2, i = 这 p nT i fu, iz, ts in (12. 3. 5) 
WER f, .… i 做 收缩 运算 ， 即 
SEB asispa = SD fied 


= > > C Gaga Oia iia au fa, u, 本 


ta il, i2, t, im 
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由 于 > Gu G, =D 于 是 得 到 
fia None 一 ,之 2 y Qiii Gë; ` G; _ tiag liaria 


.. s! . " - . dte | 4 t 
‘Qi.ip-10 ip+1 ip+1 * ‘a fi, i2, "`", im 

= a eege , G: . 
s s 2 +o op or Gia ta-1'aj tatta 
its 0, Pa-lla+1"'lo-118+1""la 


i 


， (12.3.6) 
如 果 先 进行 收缩 运算 ， 即 
fo = D faiie a 
然后 再 进行 正 交 变换 ， 即 
PCA) Saian 
= ., > ，， Qi i 
(12.3.7) 
可 见 (12. 3. 6) 式 与 (12. 3.7) 式 是 完全 一 样 的 . 
这 就 证 明了 正 交 变换 P( A) 与 收缩 运算 是 可 以 交换 的 . 
3，0O(n) 群 变换 下 的 不 可 约 张 量 与 O(n) 群 的 不 可 约 表示 
KEZA 分解 两 个 子 空间 号 和 F'"” ,容易 证 明 它们 都 是 0(=) 群 变换 下 的 不 变 子 
空间 . 
由 于 收缩 与 P(4) 交 换 , 因而 
BO4)A = fO, PULP = O 
即 户 (4) 作 用 于 无 迹 张 量 的 结果 仍然 是 无 迹 张 量 , 也 就 是 说 FO 是 0(n) 变换 下 的 不 变 空 
间 . 
另 一 方面 
P(A)S,, GEP 


iaig  H''ia-lla+1"'ig-118+1 "im 


站 iaig EP a "iglip im 


= 之 , api agp 8, Go 
-5 S lig-1ip-1ip+l im (12. 3. 8) 
这 说 明子 空间 了 Pn, i in) BE 0(n) 群 的 不 变 空 间 , 但 是 下 面 将 证 明 X HEEE 
的 不 变 子 空间 ,因而 它 不 是 荷载 0(n) 群 不 可 约 表示 的 空间 . 
用 $A: = m 的 Young 图 构成 的 标准 Young AF YH 作用 于 m 秩 无 迹 张 量 空间 


F”. BRA Young 图 所 描述 的 对 称 性 的 不 可 约 张 量 


A]A0) _ £0) 
Yi Sarin = 
= 
EA 


因为 0(n) 群 是 VU(n) 群 的 子 群 , 而 无 迹 张 量 F" 又 是 0(n) 群 的 不 变 子 空 间 , 因而 具有 
特定 置换 对 称 性 的 无 迹 张 量 
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fis sfa 
EA 

为 0(n) 群 的 不 可 约 张 量 , 它们 荷载 了 O(n) ERRITARRA, Az, ts A) (为 了 表 
示 0(n) 群 的 不 可 约 表示 ,用 圆 括号 标记 ,以 区 别 于 U(n) 群 的 方 括号 [AN，A2 ，…， 
AÀ,]). 

与 U(n) 群 不 同 之 处 , 在 于 并 非 所 有 m 秩 的 Young 图 [入 i, 入,，…, 和 ,jj 给 出 的 Young 
AT, 都 能 从 无 迹 张 量 空间 F 中 中 投影 出 非 零 的 张 量 , 有 很 多 Young 算 子 , 使 
i -0 


Ve! w, pee, im #0 
那样 一 些 Young KILA, , A 入， ”9 AAJ] 才能 给 出 0(n) 群 的 不 可 约 表示 (A 9 À>, `... À,). 
关于 什么 样 Young 图 可 给 出 0(z) 群 的 不 可 约 表 示 ， Weyl 证 明了 如 下 的 定理 (参见 
Weyl 著 “The Classical Groups” ). 


€H 12.3.1 如 果 Young KILA, A2, t, 入 ,] 为 


前 两 列 的 长 度 a +b >m， 则 所 投影 出 的 无 迹 张 量 为 零 , 

因而 只 有 a +b =n 的 Young 图 才能 给 出 0(n) 群 的 不 可 约 表示 . 

称 可 以 给 出 非 零 不 可 约 无 迹 张 量 的 Young 图 为 0(n) 群 的 允许 Young K. 根据 定理 
12. 3. 1 允许 Young 图 可 分 为 两 个 类 型 第 一 种 类 型 允许 Young 图 是 第 一 列 长 度 < 
因为 Young AJKK ÆE L, L, o L FEXR 1 >1,>...>1,, BEAL +L Sn, 
而 < 好 一 定 是 允许 Young 图 ,这 类 人 允许 的 Young 图 称 为 了 型 Young 图 ;第 二 种 允许 
Young 图 称 T' 型 Young 图 , 它 的 第 一 列 长 度 为 =n 一 4 ,其 它 各 列 长 度 为 b=, L =h, 
P =l. BL =l <l, Am L + L =n, 这 种 T' 型 Young 图 也 是 允许 Young 图 . 由 于 
每 个 T 型 Young 图 对 应 地 存在 一 个 T' 型 Young 图 , 称 T' 型 Young 图 为 相应 的 了 型 Young 
图 的 关联 (associate) Young Ë. 如: 


Ài n Al l Zp n 
A l< A Lan k= 
: n n 
Àn LSL S7 Àn-1 L <l, < 2 
Àn h+L=n Àn I rL<sn-l +L =n 
L L +s I, H L sas l, 


T 型 Young 图 T’ 型 Young 图 


第 十 二 章 ”典型 紧 致 Lie 代数 的 不 可 约 表示 607 


T' 型 Young 图 与 相关 联 的 T 型 Young 图 除 第 一 列 长 度 不 同 外 , 其它 列 长 度 h, l 35 
…, H, Wd 1 与 五 AURRA L =n 一. 

对 于 T 型 Young E], [A1, A2 ，…， Au.] 中 最 多 只 能 A SA I 2 A,.,20, 而 A,,i = 
Asa =… = As =0， 对 于 偶数 n， v= 对 于 奇数 nv = 了 +， 因 而 相应 的 不 可 约 表示 
(Ais À, tts A JACA, Àn, tts Ags 0,0,…, 0), k&n, ZA, >+: 2>A, 20, 0 的 数 
目 为 v -天 与 之 对 应 的 关联 Young 图 为 

(À), À>, ``... À, 1, 1, 1, ty 1) = (NA, À>, °... À, 0, ..., 0), 
其 中 “1” 的 数目 为 (n -上 )， 因而 T 型 Young 图 和 T' 型 Young 图 所 描述 的 不 可 约 表示 分 别 
记 为 


(Ais À>, …, A,) 
(Ais A2, "5, A,, 1,1,01, 1) =(Ài, As, 00, À,), 
可 以 证 明 T 型 Young 图 和 与 之 相关 联 的 T' 型 Young 图 所 描述 的 O( n) 群 的 不 可 约 表 
示 有 相同 的 维 数 ， 虽 然 维 数 相同 , 但 对 于 0(n) 群 这 两 种 不 可 约 表 示 是 不 等 价 的 不 可 约 
表示 . 特别 是 对 n=2y 的 偶数 阶 的 0(2v) =0(n) 群 , BIKE l => 的 T 型 Young 图 
与 相关 联 的 T' 型 Young 图 完全 一 样 ,都 为 
A 


称 为 自 关联 (self-ssociate) Young 图 , 但 是 它们 所 描述 的 不 可 约 表示 是 不 相同 的 . 

0(n) 群 不 可 约 表示 用 (A , 和 As，…, 和 A,) 标 记 它 们 的 不 可 约 表 示 , 与 第 九 章 和 第 十 章 
已 指出 的 0(n) 群 的 根 空间 也 就 是 权 空间 维 数 v, 本 质 上 (A,, Az. …, A,) 是 相应 不 可 约 
表示 的 最 大 权 . 

4. 0(2y) 和 0(2y +1) 群 不 可 约 表 示 的 维 数 

O(n) (n=2v 或 n=2y+1) 群 不 可 约 表示 (A, Ay. t, 入,) 的 维 数 分 别 由 下 面 的 公式 
描述 . 

(1) 0(2v +1) 群 不 可 约 表示 (A 和, 和 2,…, 和 ,) 的 维 数 为 


Das = TIO -A iti (A +A + +t1 -i-)) 
i<j 


[[ (2A; +2v +1 -2i) 


“TTT 41 (12. 3.9) 
(2) 0(02z) 群 不 可 约 表示 (A，Az ，…，A，) 的 维 数 为 
Da,, A2, s Àp) 
= 212 016, -TI (A; -Àj -i +j) (A; +A; +2v -i-j) (12.3. 10) 


i<j (2 -2 )!(2» -4 J ‘2! 
这 些 公式 可 用 下 节 中 给 出 的 特征 标 进行 计算 . 在 下 面 的 表 12. 3. 1 至 表 12. 3. 3 中 分 别 给 
出 了 0(4), 0(5) 和 0(7) 群 部 分 不 可 约 表示 的 维 数 . 
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表 12.3.1 0(4) 群 的 部 分 不 可 约 表示 及 维 数 


(00) 
(10) 
(20) 
(30) 


(11) 
(21) 
(31) 


(AA) 
(00) 
(10) 
(20) 
(11) 
(30) 
(21) 
(40) 
(31) 


(A1, A2, À3) 


不 可 约 表示 (A1A,) 


表 12.3.2 0(5) 群 不 可 约 表示 的 维 数 


关联 表示 (A1A2) 


(00) =(1111) 
(10)o=(1110) 
(20) = (2110) 
(30)o= (3110) 
(11)o=(1100) 
(21)o = (2100) 
(31)o= 3100) 
(22)o = (2200) 


自 关 联 


Dean (AiA2) 

1 (22) 
5 (41) 
14 (32) 
10 (42) 
30 (33) 
35 (43) 
55 (44) 
81 


(Ai, À>, À3) 


Dann 


Dan 
35 
154 


105 
220 
84 
231 
165 


Dei, a2, 23) 
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5. 子 群 SO(n) 的 不 可 约 表示 

对 于 0(2v +1) 群 , 0(2z +1) 群 的 不 可 约 表示 对 子 群 S0(2v + 1) 仍然 是 不 可 约 表 
示 , 而 且 不 可 约 表示 (A 和, Azs ts A JMA, A25 ts Àr) (TA Young 图 和 与 之 关联 的 
T' 型 Young 图 所 代表 的 不 可 约 表 示 ) 是 等 价 表示 . 因而 S0(2y + 1) 群 不 可 约 表示 (Ai， 

`, 》,) 的 维 数 也 由 (13. 3. 9) AHE. 

0(2z) 群 , 和 ,=0 的 不 可 约 表示 (Ai，Az，…，A,-1，0) 和 不 可 约 表示 (Ai，A2，…， 
àri 0) 对 子 群 S0(2v) 仍 然 是 不 可 约 表示 , 而 且 是 相互 等 价 的 不 可 约 表示 . 

但 是 0(2>) 群 的 不 可 约 表示 (Ai，A2，…，A,) (天 0) 对 子 群 S0(2y) 是 可 约 的 , 可 
约 化 为 两 个 不 可 约 表示 的 直 和 和. 

因而 SO0(2z) 群 不 可 约 表示 的 维 数 公式 为 
i<j (2v - 2)! (2v -4)! - 
(12.3.11) 5 (10. 3. 18 ) 式 是 等 价 的 ， 


12.3.2 U(n) 群 不 可 约 表 示 对 SO ( n) 群 的 分 解 

m 秩 张 量 空间 Ve” 通过 置换 群 S$, 的 Young 算 子 可 构造 出 以 [Ai, A2，…， Àn] 
( YA = m ) 标记 的 不 可 约 张 量子 空间 ,它们 分 别 荷载 了 U (n) 群 的 不 可 约 表示 
YA À>, ett, À, ]- 


而 m 秩 张 量 空间 VƏ” 可 分 解 为 无 迹 张 量子 空间 FO 和 由 (12. 3. 3) 式 描述 的 张 量 
,构成 的 子 空间 X, B 


D,,, Az A 一 2" (12. 3. 11) 


və" = FD OS 
其 中 子 空间 FOH S, 群 的 Young PPW T SO(n) FER m 秩 无 迹 不 可 约 张 量 . 它们 
荷载 了 5S0《n) 群 的 不 可 约 表示 (XA, As, e, Àp). 
而 子 空间 瑟 由 (12. 3. 3) 式 表示 的 张 量 构成 , 这 个 子 空间 还 可 进一步 分 解 为 


x= 0 GX (12.3.12) . 
其 中 Fm 为 二 次 收缩 运算 下 的 无 迹 张 量 , 即 
Xaa ; (12.3. 13) 


构成 了 (m -2) 秩 的 无 迹 张 量子 空间 F). ENIRON -2) 秩 的 S0(n) 群 的 不 可 约 张 
RO An =A, YA = m-2). 而 子 空间 加 ,又 可 分 解 为 3 次 收缩 运算 下 的 无 迹 
张 量子 空间 FO ARANTZEN x, BH 

> =F) OY 
FORT SOME -4) 秩 的 不 可 约 表示 (A1， hs，…, A,)( XA, = m-4), SET 


分 解 为 m -6 秩 的 无 迹 张 量子 空间 , 它们 给 出 (m -6) 秩 的 无 迹 不 可 约 张 量 表示 . 如 此 连 
续 分 解 , 就 可 把 张 量 空 间 V” 完全 分 解 为 S0(n) 群 的 不 可 约 表示 空间 , 也 就 完成 了 
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U(n) 群 不 可 约 表 示 对 SO(n) 的 分 解 . 
下 面 以 V(5) 群 几 个 不 可 约 表示 为 例 , 说 明 它 们 对 50(5) 群 不 可 约 表示 的 分 解 . 
1° U(5) 群 的 不 可 约 表示 [41] 的 分 解 


不 可 约 表示 [41] 的 维 数 为 224，Young HH y s0(5) 群 为 了 型 允许 Young 


El. 因而 由 5 秩 无 迹 张 量 可 得 到 5S0(5) 群 的 不 可 约 表示 (41). 在 5 秩 张 量 空间 的 子 空间 
ZE, 经 过 一 次 收缩 可 得 到 3 秩 的 无 迹 张 量 , 由 它们 可 得 到 3 秩 的 不 可 约 无 迹 张 量 , 这 
些 不 可 约 张 量 为 (30) 和 (21). 在 剩余 的 张 量 空间 忆 中 还 可 得 到 1 秩 的 张 量 , 由 此 得 到 不 
可 约 张 量 (10). 因而 

[41] =(41)@(30)@(21)@(10) 

224 154 30 35 5 
不 可 约 表示 下 面 的 数字 为 它们 的 维 数 . 

2° 不 可 约 表示 [411] 的 分 解 


U(5) 群 不 可 约 表示 [411] 的 维 数 为 280 H. Young 图 是 T' 型 的 允许 的 


Young #. 它 的 相关 了 型 Young 图 为 上 ,因而 可 得 到 S0(5) 群 的 不 可 约 表示 


(41), 把 6 秩 张 量 经 一 次 收缩 得 到 4 秩 的 无 迹 张 量 , 由 它们 可 得 到 不 可 约 表示 (31) 和 
(211) 2(21). 进一步 收缩 得 到 2 秩 无 迹 张 量 , 给 出 不 可 约 表 (11). 因而 
[41] = (41) 四 (31) 四 (21) 四 (11) 
280 154 81 35 10 
这 种 分 解 的 规则 可 概括 如 下 : 
(1) U(n) 群 的 不 可 约 表示 [ Al，As,,，…, Anlo 如果 是 SOC) RER T A RIF Young 
El, 则 给 出 S0(n) 群 的 不 可 约 表示 (XA, 和 A，，,…, 入,) , 如 果 是 T' 型 Young 图 , 把 它 写 为 相应 
T 型 Young 图 的 不 可 约 表示 (A1, A s A), A an-A 它 与 (A1, Ane, 和, ) 等 价 . 
(2) 对 Young 图 [Ai , A;,…, A ] 去 掉 两 个 方块 ( 即 进行 一 次 收缩 ) , 得 到 SO( n) Re 
的 (m -2) 秩 无 迹 张 量 的 不 可 约 表 示 (jw , po ，…， 几 ) ( > =m-2 ). 去 掉 两 方块 的 规 
则 为 : 
(i) 在 一 行 的 右 侧 ， 去 掉 两 个 方块 ; 
(ü) 在 一 行 右 侧 和 一 列 的 最 下 边 各 去 掉 一 个 方块 (不 能 在 同一 列 中 去 掉 两 个 方块 )， 
去 掉 两 个 方块 后 必须 保证 剩余 部 分 仍然 是 Young 图 ， 所 得 到 的 50(n) 群 的 (m -2) 秩 
Young 图 , 必须 满足 条 件 
[pa, Hz» 5 u, ]@[2, J&A, 人 2 ，…， Àn] 
(3) 如 此 进行 下 去 , 当 m 为 奇数 时 , 一 直 收 缩 到 1 秩 张 量 , 亦 即 向 量 , 给 出 SO(n) 
群 的 ” 维 的 不 可 约 表示 (1, 0, 0, …, 0); 4 m 为 偶数 时 , 一 直 收 缩 到 一 个 标量 , 给 出 1 
维 不 可 约 (0, 0, 0, =, 0). 


下 面 给 出 部 分 V(5) 群 不 可 约 表示 向 $0(5) 群 和 U(7) 群 部 分 不 可 约 表示 向 S0(7) 


群 分 解 的 分 解 表 . 
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表 13. 3.4 U(5) 群 不 可 约 表 示 向 S0(5) 不 可 约 表示 分 解 


(21) 


(30) 
(22) 
(20) 


(20)? 


(21)? 


(11) 


(10) 
(10) 


(11) 
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表 13.3.5 U(7) 群 不 可 约 表示 的 分 解 
SO(7) 
(AliAzA3 ) 


(30) (400) (420) 
(411) 


(20) (310) (321) 
(222) 


12.4 SO(n) 群 的 不 可 约 表示 Lie 代数 法 
12.4.1 SO(n) 群 不 可 约 表 示 的 最 高 权 
由 定理 10. 2. 5 得 到 标记 不 可 约 表示 的 最 高 权 满 足 条 件 
A 为 非 负 整数 


a 为 Lie 代数 SO(n) KIRAR 

1. SO(2m +1) 群 

Lie 代数 SO(2m +1) 的 素 根 为 œ; =e; -e1 i=1,2,…, a-l, a, =e, | HMC, 
a) =2, i=1,2, =, v-1, (a,, œ) =1. 因而 在 (el ,es,，…, e,) 为 基 矢 的 坐标 系 中 


a 2a) -4 -4 ,2dl 
: (ai, a) 
p hn) ag, (12.4.1) 


” (Ons An) 


A, À, =", A, RRRA ERR (e, e, =, eu) 中 的 分 量 , 由 于 和 (i=1, 2, …, m) 
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为 非 负 整 数 , 因而 
A24 > >A, ,> 人 >0 

X A i=1,2, =, m 为 整数 时 ，[4，4:，…, An HR Young 图 , 即 S0(2m +1) 群 
的 张 量 不 可 约 表示 . (Ais 42 ，…， 4A;) 也 可 为 半 整 数 , 它们 为 SO(2m +1) 群 旋 量 不 可 约 
表示 . 

Lie 代数 so(2m +1) 是 典型 Lie 代数 B, 的 紧 致 实 形 . 它 有 两 个 基本 表示 , 一 个 是 Ai， 
A. =A =… An =0, 对 于 这 个 表示 A =1, A, =A; =… = A, =0， 相 应 Young AA], 
即 m 维 向 量 空间 构成 的 S0(2m +1) 群 的 不 可 约 表示 . 由 它 的 m 次 直 积 构成 m 秩 张 量 ， 


可 给 出 > A, = mm 的 (A1, 4,,…, 4。) 的 不 可 约 张 量 表示 . 而 另 一 个 基本 表示 为 和 。=1， 
Ai = =… = 和 ,1 =0. 它们 相当 于 A sE, As = 十 ，…， A, =>, BCT, T,” D 
为 旋 表示 . 它 的 基 矢 为 S0(2m +1) 的 基本 旋 量 , 维 数 为 2”*', 由 它 的 直 积 可 得 到 各 种 旋 
量 不 可 约 表示 . 这 种 不 可 约 表示 是 不 能 由 12. 3 节 中 的 不 可 约 张 量 得 到 的 . 
2. SO(2m) 群 
Lie 代数 so(2m) 的 素 根 为 e; -e1 i=1, 2, 0, m, e, =em-1+e,， 因 而 
_ 2(Aa;) 
i (e, a;) 
_ 2( Aa.) 
” (Ams On) 
由 此 得 到 4 Ae ZA. lAn] 0, 而 且 
A, = (2A; +2À, + +2Am2 + Àm + An)/2 
Á, = (2A, + 2A; + … +2Àn-2 Àm + An) /2 


= A, -Aims ¿=1,2, =, m-l 


= A,., + Á, (12.4.2) 


4 = (Anai +Àn)/2 
A, = (- An + À, )/2 
可 见 An WETH, H Ani +An 为 偶数 时 ,4 ，42，…， An 均 为 正 整数 ,得 到 SO(2m) 
群 的 不 可 约 张 量 表示 , 而 当 Ani tA, 为 奇数 ，A1，A,,…， An 均 为 半 整 数 , 它们 给 出 
SO(2m) 群 的 旋 表 示 . 
Lie 代数 so(2m) 是 典型 Lie 代数 Dn, 的 紧 致 实 形 . 它 有 三 个 基本 表示 , 第 一 个 是 Ai = 
1, A;=0, i=2,3,…, m. IERTA, =1, A =4 = =A,=0, 即 Young 图 为 [的 mw 维 
向 量 空间 给 出 的 不 可 约 表示 . 它 的 次 直 积 给 出 次 不 可 约 张 量 表示 . 第 二 个 基本 表示 
是 A。=1, A =0 ikm, 对 应 的 A, =, 即 ( 方 , 方 , …, 广 )， 它 为 旋 量 表示 . 第 三 个 基 
KERHA Ana =l, A;=0, itm-1l. 此 时 A => k=1,2, =, m-1, A. = -}, 即 


(F iet 7): 这 也 是 施 量 表示 . 由 { 方 … 广 + 方 的 直 积 可 得 到 50(2m) 群 的 全 部 
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Wm. (TOFA T - 7) 8286830832. 


因而 群 链 
SO(4A +1) DSO(4A) 


11 1 11 1 11 1 
(HeH do H L) 
这 个 结果 在 9. 10 节 中 已 经 提 到 了 . 
12.4.2 ”SO(n) 群 不 可 约 表 张 量 表示 的 最 高 权 


1. SO(2m +1) 群 
SO(2m +1) 群 的 Lie 代数 为 so(2m +1), 它 由 (2m +1) x (2m +1) 的 反对 称 和 矩阵 构 
成 , 反对 称 矩 阵 的 对 角 元 为 零 ， 因 而 (9. 8. 14) 式 给 出 的 Lie 代数 so(2m + 1) 的 基 矢 均 为 
对 角 元 为 零 的 矩阵 , 用 它们 来 寻求 不 可 约 张 量 的 权 是 不 方便 的 . 因而 为 了 计算 不 可 约 表 
示 的 权 需 要 对 Lie 代数 so(2m +1) 的 基 矢 进行 如 下 变换 . 
2m +1 维 的 实 空间 , 选 正 交 归 一 化 的 基 矢 {fi, fs tts .Pi ,矢量 了 和 也 可 表示 为 
V = Dvf, U = Duf 


i i 


的 不 可 约 表 示 分 解 为 


于 是 内 积 
(VU) = D, vu; 
(2m +1) x (2m +1) WEZER AC =A), 保持 这 种 二 次 形 不 变 ， 即 
(AV, AU) = (V, U) 
现在 引入 一 组 新 的 基 矢 


1 
e; =—(f +If,,.;) ` 
2 , l<;<m (12.4.2) 
of -5 - if...) 
在 这 样 一 组 (2m +1) 个 基 矢 下 , 矢量 和 了 为 
V = uoeo + y (ve; + v'e) ， U= use + y (uje; + ue) 
ERHAERTEXERFEK A, 仍然 保持 内 积 不 变 , 即 
(AV, AU) = uu + y (vu; + vw) (12.4.3) 
此 时 正 交 矩 阵 4' 满 足 
1 O 0 
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因而 在 新 的 基 矢 下 Lie 代数 0(2m +1) 满 足 方程 


AKA =K=. ë K = K. ' = - K.# (12. 4.4) 
. 允 为 反对 称 和 矩阵, 8 = - 6, 满足 这 个 条 件 的 反对 称 和 矩阵 具有 形式 
0 -a -ā, 
Z=] ÁA A 
a, Ás Aar 
其 中 Qis a; 为 mxl 的 矩阵 ， Ais Ar, Az, Aa 为 mxm 的 和 矩阵， 满足 条 件 
Zi =A —É,= -BB .= -A (12.4.6) 


对 于 (12.4.5) 式 所 描述 的 矩阵 6, 可 选取 如 下 的 基 矢 : 
E, -E jk =1,2, +, m 


k+m, J+v 5 
Eiym, k — Erm, j 
E. -E,. 
ktm k, jam (12.4.7) 
Ep — Eo, tmo j<k=1,2, `, m 
Ey, — E,,.,.o 
H, = E; - Ejs J <k=1,2, +, p 

这 些 基 矢 共 m(2m +1) 个 . 令 
H = Yel, (12.4.8) 


is 


则 (12. 4.7) 式 交换 关系 为 
[H, Ep Eisn, jem] = (6j 一 e,) (Es 一 Eim, n) 
[H, E jam, k T Ekm, j :] =(- ej - e,) (Ejim, k, k — Ekim, jim) 
[H, E y kim T Er, jem a] =(6; +e,) (E, kem - E, pa) 
[H, Ew ~ Eom] =e,(E, — Eom) 
[H, Eo 一 Epam, 0] =- e, (Eor 一 Ezim, 0) (12. 4.9) 
利用 交换 关系 
[E;, Ea] =8pEu 一 Oo 
可 得 到 (12. 4.7) 式 中 其 它 基 矢 间 的 交换 关系 ,从 而 可 证 明 (12. 4. 7) 式 给 出 的 Lie 代数 
so(m +1) 的 基 矢 是 C-W Æ, mE. 


ej-ek =E, 一 E, jem 

E gre = Ey 一 E;n, kim 
E... 一 E; kim ~ ÉE, jim 
下 -Core =E, 一 Eem j 
E... =E, k+m 一 E, jim 


E., Ep ~ Eom 


ek 


一 | 
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E_„ = 有 - Er.o (12. 4. 10) 
的 根 分 别 为 6 za, ze, Sj, k<m, 这 正 是 典型 Lie B, WRR X 
利用 Canan 于 代数 及 = 了 6 ,可 通过 与 12.2 节 相同 的 方法 ,证 明 无 迹 不 可 约 张 
H(A, A2，…， An ) 的 最 大 权 为 
| A = YA, (12.4.11) 
2. SO(2m) #Ë I 
SO(2m) 群 的 Lie 代数 so(2m) 是 典型 Lie 代数 D, 的 紧 致 实 形 ,在 2m 维 向 量 空间 中 
选取 (12. 4.2) 式 中 的 基 撩 | 
i 


a=% tfa gga) (12.4. 2') 

则 Lie 代数 so (2m) 的 元 素 为 

[A A 

[a ¿J 
EE £, i=1,2,3,4 22 m xm EERE, 它们 满足 条 件 (12.4.6), 因而 Lie 代数 so(2m) 在 
这 组 基 矢 下 的 C-W 基 为 

Ep — Erm, jem» Ejim, x -E rm, j> E; prm Er, jam 

Cartan 子 代数 为 


H = Yen, = Tel, 一 Ea, +m) 
它们 同样 满足 交换 关系 (12. 4.9)( 只 取 去 掉 了 Ey -Erin ofl E, o Eo, rsm). 
利用 五 同样 可 证 明 不 可 约 张 量 (A1 ,和 A,,…, A,) 表 示 的 最 高 权 为 


A = 》Aiei (12. 4. 11’) 
i=} 


12.4.3 SO(n) 群 的 特征 标 


1. SO(n)#f t) 3833 
对 于 SO(2m+1) 群 , 可 以 证 明 (2m +1) x(2m+1) 的 矩阵 4sSO(2m +1), 总 存在 
一 个 (2m +1) x(2m+1) 的 矩阵 VeSO(2m+1) ,使 4 对 角 化 , 即 
1 0 


UIAU= En ， le,l=1 (12. 4. 12) 


对 于 SO0(2m) 群 , 则 为 
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£ 0 


U-'AU= , lel=1 (12.4.13) 


0 rM 
AU Ee SO(2m). 因而 SO(n) 群 的 共 斩 类 由 m 个 模 为 1 652 239835. 
2. SO(n) 群 的 特征 标 ` 
经 过 与 0(n) 群 特征 标 相 类 似 的 计算 , 可 得 到 SO(n) 群 的 特征 标 . 
(1) SO(2m +1) 群 的 特征 标 


h -ħ hm -hm 

a) _ lz ce . er — g "| 
XH Cei, E25 y En) = ——— — (12. 4. 14) 
let- e”, e, er- eTl 


RP hysa tm-jtt, l am-jtHRTARRCA) = (Ai, Aas =, A.D. 


h h: h -h 
|e”. en, e, gm — e "| 
h Mm h - h 
et -e er - er E" -E61” 
hi 1 h; =h h h, 
zde| 2 T7 27e E2” = 62 (12.4.15) 
h -h h -h h -h 
En En Er TEn" Em TEn” 
(2) SO(2m) 群 的 特征 标 
(A) 
X (E E23 ° 5 Em) 
| gett tal, e, a ar "l l et ae", et 一 | 
1 1 9 xs C1 1 1 1 1 1 
=— n - (12. 4.16) 


| gh te", em 一 el 
HP h; =À; +m -j, L =m -Jj. 
(3) SO(2m +1) 群 的 特例 50(3) 群 的 特征 标 . 对 于 50(3) 群 m=1, el =e”, 不 可 约 
RRAHU), 由 (12.4. 15) 式 得 到 


i(j+1-1+ 十 -ig+1-1++ Pr 1 
le" | selt UHD eid+1-1+3) =2isnG + )@ 


l .. 1 
le^ i =2i sin -一 


2 


因而 特征 标 为 
sin(j + L; g 
xX (p) = 一 全 一 
sin > 
这 一 结果 在 第 十 一 章 中 已 得 到 了 . 
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12.5 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表 示 


12.5.1 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表示 与 不 可 约 张 量 方法 


1. Sp(2m)#t 5 #r— 32 

1° Sp(2m) 群 

在 9.8 节 中 已 指出 典型 Lie 代数 Cn 与 辛 代数 sp(2m,C) 同 构 , sp(2m,C) 的 元 素 为 
2m x2m 的 反 辛 矩 阵 ,， 即 Be sp(2m,C), 则 


ÍíJ=-J Z, J=-J (12.5.1) 
Sp(2m) 群 为 .如 的 指数 映射 , BPA =e”, 4 e Sp(2m) , 由 此 容易 证 明 4 e Sp(2m) 满足 条 
件 
AJA=J (12. 5.2) 
称 满足 条 件 (12. 5. 2) 式 的 矩阵 为 六 矩阵 , 即 5p(2m) 群 由 全 部 辛 逢 阵 构成 
容易 证 明和 矩阵 4 满足 条 件 (12. 5.2), 因为 


A=e” ，47-1=e 


于 是 


A = eJ = Y Ł2"J = y IODE = Je = JA”! 


n=0 n! 


H (12. 5. 2) 式 可 得 到 
det( AJA) = ( detA)2detJ = detJ 
因而 
(detA)? =1, detA= +1 (12.5.3) 
即 辛 矩阵 的 行列 式 为 上 1 
由 于 7 = -J, 因此 
dety = detJ = ( — 1) *detJ 
ERE n =2m( 偶 数 ) detJ0. 这 表明 辛 群 只 能 定义 在 n=2m 的 空间 上 . 
所 以 在 9.8 WPR JA 


0 E 1, l<i<m, m<j&2m 
/=[ 中 As m <i<2m, 1 <j<m (12. 5.4) 
Í 0, 其它 
然而 了 也 可 取 另 外 两 种 形式 , 即 
0 1 
-1 0 
0 1 
J= -1 0 
0 1 
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-1 
这 三 种 形式 是 等 价 的 . 我 们 只 讨论 (12. 5.4) RELH JER. i 
通常 把 2m 个 坐标 编号 为 1, 2, m , 1', 2’,…, m'. EET J RERET Ja = z; 28 
1, k=i', i=1,2, +, m 
g,=4( -1, i=k', k=1,2, -e,m (12.5.5) 
0, 其 它 
2° 斜 积 与 斜 二 次 形 . 
在 =2m 维 的 Euclid 空间 R" 中 选择 一 组 基 矢 el, e,,…, Ens G 6, 0, er, 于 是 
R 空间 中 任意 矢量 可 表示 为 


IERE /为 度 规 张 量 可 定义 矢量 地 和 了 的 斜 积 (skew pruduct) ， 即 
Yı 
Y2 
[X, Y| = JY = (%3, xy, t, ms Yr, y Z.)J| Ym 

7 


Ym 
= > Gy; — x; y;) (12.5.6) 
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显然 在 Sp(2m) 群 的 矩阵 4 作用 下 ，(12. 5.6) 式 定义 的 斜 积 不 变 , 即 
{AX, AY} =AXJAY 
= XAJAY 
=XJY (12.5.7) 
(12. 5. 6) 式 定义 的 斜 积 也 称 斜 二 次 形 , 因而 Sp(2m) 群 实际 上 是 保持 2m 维 空间 中 
斜 二 次 形 不 变 的 所 有 线性 变换 构成 的 群 . 
3° sp(2m) 群 的 矩阵 为 单 模 矩 阵 
前 面 已 得 到 4 e Sp(2m) , 则 detA = +1. 但 是 可 进一步 证 明 构 成 Sp(2m) 的 矩阵 还 要 
求 detA = 1. 
在 空间 R 中 取 n 个 矢量 XX 路，…, XX 由 它们 的 分 量 构成 的 行列 式 记 为 


a) (2) (h) 
1 Xi oon 


x x, 
(1) (2) (h) 
x x x. 
2 2 2 2 
(X). XP, =, XP) =det . . 
a) (2) (h) 
m x, 


可 以 证 明 
(XY ， X) , `. X.) 
-_1 
—2"ml 
其 中 总 表示 对 矢量 于 0 ，X2 …, X 中 的 任意 置换 ,( - 1)” 为 置换 p 的 字 称 .此 式 的 证 
明 见 Hamermesh 的 著作 . . 
由 于 前 面 已 证 明 在 Sp(2m) 群 的 变换 下 斜 积 保持 不 变 , 因而 当 取 4 e Sp(2m) 时 ， 
AX = X' 


X (-1)p1X9 XP XP, XP je {XD xs] (12.5.8) 
p 


则 变换 后 的 (12. 5. 7) 式 为 
(x? x e, x) 


= po > (- DD, XOD X") 
m!2" < 


-41 (- 1PX, XO 于 ， 
m! 2" 5 


因而 要 求 
(x? x e, X) =(%?, X”, e, x”) 
但 是 按 定义 可 计算 出 
[x x e, Xt] = detA[ X°), X”, e, X°] 

因而 为 了 使 (12. 5. 8) 式 具有 Sp(2m) 群 的 不 变性 , 还 要 求 多 (2m) 群 的 矩阵 4 是 单 模 矩 
阵 . 

2. 张 量 的 辛 收缩 以 及 辛 收缩 与 辛 变换 的 可 交换 性 

可 用 (12. 5.5) 式 给 出 的 ej 定义 & 秩 张 量 的 广义 收缩 运算 , 称 为 辛 收缩 . 它 的 定义 为 


fi i = > €g (12. 5. 9) 
K. 
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这 种 收缩 同样 把 k 秩 张 量 收缩 为 -2 秩 的 张 量 , 对 每 个 张 量 这 种 收缩 都 有 以 上 = 1 


称 收缩 后 为 零 的 张 量 为 无 迹 张 量 , 全 部 无 迹 张 量 构 成 一 个 子 空间 , 称 为 无 迹 子 空间 , Të 
为 F@ ,可 以 证 明 上 & 秩 张 量 空间 可 分 解 为 ~ 

F® = F® O 
与 12. 1 节 中 相似 中 的 张 量 P,a, WAWAN 


(12 
Pir, iz, vi = Enn Gis ` Te a Gia ii 十 
pty, 
用 Sp(2m) 群 元 素 4 ATRE San …;，, 得 到 
P(A)fi ,vi = > u a CAN A Fai. (12. 5. 10) 
Jid 


对 (12. 5. 10) 式 进行 收缩 运算 , 得 到 


fË s asus 
A 


= > €s. > 0 
iaip hoj ejk 


由 于 


于 是 得 到 


f liaig) 
la-lia+l" ip-1ip+1" "i 


T > Gp" G@¿ yaa a aa "` ig vg-1 grvart Gi; Jodo jk 
JU Jat Ip Tk 


= tea . ; a. . . , eg, fiaip) ， oo 
o’, > , Tin Oiga- iarasi Qigip-1 jap CA 
加 -大 : 


= (12. 5. 11) 
从 而 证 明了 收缩 运算 与 Sp(2m) 群 作用 下 的 变换 是 可 交换 的 . 
由 于 收缩 运算 与 Sp(2m) 群 元 素 作 用 下 的 变换 是 可 以 变换 的 , 因而 无 迹 张 量子 空间 
FY 是 Sp(2m) 群 的 不 变 子 空间 . 
3. Sp(2m) 群 的 不 可 约 张 量 与 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表 示 


由 前 面 的 分 析 , 可 得 到 在 大 秩 张 量 空间 中 分 离 出 无 迹 子 空间 ,然后 用 YA, = 上 的 


Young 图 [和 1 ,As，… ,和 ,| 构造 出 标准 Young AF, 把 它 作用 于 无 迹 张 量 子 空间 , 即 可 得 
到 具有 Young 图 所 标记 的 置换 对 称 性 的 Sp(2m) 群 不 可 约 张 量 , 这 种 不 可 约 张 量 的 全 体 
就 构成 了 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表 示 空 间 . 

与 正 交 群 类 似 , 可 以 证 明 只 有 Young HLA, A2, 0t, A,] 的 列 数 a<m(m =2n) 才 能 


给 出 非 零 的 不 可 约 张 量 , 因而 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表示 记 为 (1, Aas =", An) COY A, = 
k). 
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可 以 证 明 Sp(2m) 群 不 可 约 表示 4 和;，,，…, An) 的 维 数 为 
D( (Ars Aas An》) 
_ 一 人; +m -t+lT (À; - À, +k — i) (À; + À, +2m +2 — i — k) 
LT m-i+l +, (k-i)(2m+2 -i-E) 
在 下 面 的 表 中 给 出 了 几 种 Sp(2m) 群 不 可 约 表示 的 维 数 . 


(12. 5. 12) 


12.5.1 JUP Sp(n) 群 的 不 可 约 表 示 维 数 


k k (0020304) D(cic,cac'a) 
0 (00) 1 0 (0000) 1 
1 (10) 4 1 (1000) 8 
2 (20) 10 2 (2000) 36 
1 (11) 5 (1100) 27 
3 3 (2100) 160. 


(1110) 


4. U(n) 群 不 可 约 表 示 对 Sp(n) (n=2m) 群 的 分 解 

Sp(2m) 群 是 VU(2m) 群 的 子 群 , 因而 U(2m) 群 不 可 约 表 示 [ 和 A ， As，…, 和 A,] 的 具有 
[A ，A2z，…， A,] 对 称 性 的 张 量 空间 对 Sp(2m) 是 可 约 表示 空间 ,可 以 约 化 为 5p(2m) 群 
不 可 约 表示 空间 的 直 和 . 

如 果 U(2m) 群 不 可 约 表示 为 [A1, As,…, A,, 0,，…， 0], Bl Young 图 的 行 数 不 超过 
m, 此 时 U(2m) 群 不 可 约 张 量 包括 无 迹 子 空间 , 它们 构成 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表示 《Ai， 
Àr, s Àn) 而 余下 的 无 迹 张 量 , 包括 收缩 一 次 为 无 迹 张 量 的 部 分 , 它们 给 出 Sp(2m) 
群 ( > 和 A; - 2 ) 秩 无 迹 不 可 约 张 量 , 它们 给 出 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表示 (a1, 0,,…, G.) 


i=l 


(wsm), Ye = (Fai 2). RHO, o =, RER: 


《aa， O2, "5 0,》 OO[11] 包 括 [A1 ,Az， ”9 Àn] 
U(2m) 群 不 可 约 张 量 中 剩余 部 分 还 存在 经 过 两 次 收缩 后 的 无 迹 张 量 ， 它 们 又 给 出 


Sp(2m) 群 的 不 可 约 表 示 《o1', os',…, 0;')( Do = (Xà, -4) )， 而 且 满足 条 件 


《or oa ,04 )@[11]@[11] 包 括 [A , Az. ts An] 
如 此 分 解 到 最 后 就 得 出 了 Sp(2m) 群 的 全 部 不 可 约 表示 . 
! 比如 5(8) 群 不 可 约 表示 [2111] 分 解 为 Sp(8) 群 的 不 可 约 表示 为 
U(8) —Sp(8) 
[2111] = (21112 @ (1110> @ (2100> @ (1000) 
如 果 区 (2m) 群 的 不 可 约 表示 为 [A，A2 ，…，An，An+l，…，As] ,这 种 不 可 约 表示 
不 包括 无 迹 张 量 , 因而 它 本 身 不 能 构成 5p(2m) 群 的 不 可 约 表 示 . 然而 把 它们 收缩 一 次 “ 
或 二 次 或 三 次 之 后 , 总 可 得 到 无 迹 张 量 , 给 出 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表示 (ol ，az，…， 
om). 此 时 


(T, O02, 
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`... Ta [11]6@…[11] 包 括 [Ai， À>, ` Àn] 


通过 这 种 连续 操作 就 可 把 LA ，A2 ，…， A LERDEN Sp(2m) 群 的 不 可 约 表示 . 
如 U0(8) 群 的 不 可 约 表示 [22211 |] 的 分 解 为 


U(8)— Sp(8) 
[22211] = (1110) @ (2100) @ (1000) 


关于 Sp(2m) 群 不 可 约 表示 的 详细 讨论 , 可 参阅 Hamermesh 的 著作 . 
在 下 面 的 表 中 给 出 了 Un) RER] Sp(n) 群 不 可 约 表示 分 解 的 一 些 具体 的 例子 . 


| 


12.5.2 几 种 U(n) 群 不 可 约 表示 对 Sp(n) 群 的 分 解 


《00) (11) 
(10) (21) 


(000) (110) 
(100) (210) 
(100) (111) 
(000) <110> (220) 
(200) (110) (211) 
(100) (210) (111) (221) 
(100) (111) (210) 
(200) (211) (222) 
(000) (110)? (220) (211) 
(200) (110) 


(00) (11> (22) 
(20) (11) 


[0] 
[1] 
[2] 
[11] 
[21] 
[111] 
[22] 
[211] 
[1111] 
[221] 
[2111] 
[222] 
[2211] 
[21111] 
[2221] 
[22111] 
[211111] 
[2222] 
[22211] 
[221111] 


(0000) 

(1000) 

(2000) 

(0000) (1100) 

{1000} (2100) 

(1000) (1110) 

(0000) (1100) (2200) 
(2000) (1100) (2110) 
(0000) (1100)(1111) 
(1000) (2100) (1110) (2210) 
(1000) (2100) (1110) (2111) 
(2000) (2110) (2220) 
(0000) (1100)? (2200) (2110) 1111) (2211) 
(2000) (1100) (2110) (1111) 

(10005 (2100) (1110) (2210) (2111) (2221) 
(1000) (2100) (1110)? (2210) (2111) 
(1000) (2100) (1110) 

(0000) (1100) (2200) (1111) (2211) (2222) 
(2000) (1100) (2110)? (1111) (2220) (2211) 
(0000) (1100)2 (2200) (2110) (1111) 
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12.5.2 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表示 与 Lie 代数 法 


在 (9. 8. 18) 式 中 给 出 了 Lie 代数 sp(2m,C) 的 基 矢 , CHJ mA Cartan 子 代数 的 基 矢 
为 
H, =E; -Enj nsjo j=1, 2, ee, m 
因而 Cartan 子 代数 中 任 一 元 素 可 写 为 


H(L, l, 00, la) = Y eH, (12. 5. 13) 
(9.8. 18) 式 给 出 sp(2m,C) BJIR +(e; te), £20, j<k=1, 2,…, m WDE m 3# 
的 , m 个 素 根 为 w; =e, -eiis Qn =2eni=1,2, =, m-1. 由 定理 10.2.5 最 高 权 A 的 分 
量 
_ 2(Aa,) 
i (ai, a) 


为 非 负 整数 . 由 此 可 得 到 


2 A, í “i+ : 
ps laan) IA TA, i=1,2, =, m-1 
(ei1—eir1, @ e1) 
An = Á,, 


A, -An M An 均 为 非 负 整数 ， 因而 
A ZAS ZA, 
A, 为 最 高 权 在 基 矢 (e , e@ ，…， em) 中 的 分 量 , 即 
À = > Ae (12. 5. 14) 
因而 可 用 (4 = 4，42，…， A，) 来 表示 最 高 权 ， 从 而 可 标记 Sp(2m) 群 的 不 可 约 表示 . 
对 于 以 (ol， 0s,"…, om) 标记 的 具有 这 个 Young 图 的 置换 对 称 性 的 无 迹 张 量 构 成 了 
Sp(2m) 群 的 不 可 约 表 示 . 


利用 Sp(2m) 群 的 元 素 
Z = eflO 9, s en) 
作用 于 上 述 张 量 , 经 过 与 12.2 节 中 UV(n) 群 的 类 似 的 计算 , 可 得 到 最 大 权 为 
A = Y oe 


从 而 证 明 用 Young 图 (ol o2, +, Y 标记 的 不 可 约 表示 的 最 高 权 为 (cr , Ti, `" 
On? 

我 们 所 讨论 的 Sp(2m) 群 是 Lie 代数 sp(2m,C) 的 紧 致 实 形 USp(2m) ， 相 应 的 紧 臻 
Lie 群 Sp(2m) (RWA USp (2m) ) 的 矩阵 即 是 辛 矩阵 又 是 单 模 酉 矩阵. 因而 Sp( 2m) 的 任 
意 元 素 4e Sp(2m), 都 可 由 Ue Sp(2m) 对 角 化 , 而 得 到 
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21 


22 


UAU-' = 


因而 yp(2m) 群 的 共 斩 类 以 (e，e:， 
=(0;, O2, "`° cu) 的 特征 标 为 


(el， Ers `° Em) = 


EFP h, =o, +m-i+l. 


…， En) 标记， 由 此 可 得 到 Sp(2m) 不 可 约 表示 《ogo)》 


h -h h -h 
le" -e 1 ， e, ETE m | 
m 1 -1] 


rw (12.5.15) 
le" -em el -E 


第 十 三 章 Lorentz 群 


本 章 只 对 Lorentz 群 做 些 简要 讨论 , 并 给 出 狭义 相对 论 中 的 Lorentz 变换 . 


13.1 Lorentz 群 及 其 Lie 代数 so(3, 1) 


13.1.1 Lorentz 群 的 定义 


在 11.1.2 节 中 曾 简单 说 明 非 紧 致 Lie 群 U(m, p) 和 0(m, p), Æ n 3Ë Eucilid 空间 
R, 中 , 保持 二 次 形 
(x,y) = Ya, 


不 变 的 全 部 变换 构成 0(n) 群 ， 这 些 变换 的 矩阵 表示 为 n xn 的 正 交 和 矩阵 . 如若 m =4, WJ 
为 4 维 Eucilid 空间 的 正 交 群 0(4). 对 于 4 HER Eucilid 空间 度 规 张 量 为 


100 0 
lo10 0 2g 
E 001 0o? EF 
0 0 0 -i 
则 保持 二 次 形 
(x, y) = #gy = Jtg = sy -ao (13.1.1) 


不 变 的 全 部 变换 构成 so(3, 1) 群 , 相应 Lie 代数 为 s0(3， 1). 这 种 群 就 是 Lorentz 群 , 通 
常 记 为 L(4). 
当 4 x4 AE AeL, 由 于 它 保持 二 次 形 (13. 1. 1) 不 变 , 由 此 得 到 


Ax gAy = šÀgAy = tgy (13.1.2) 
即 要 求 L(4) 群 的 所 有 4 x4 EREN E 28 F 
AgA =g (13.1.3) 


(13. 1.3) 式 也 可 作为 Lorentz 群 的 定义 , 即 所 有 满足 条 件 (13. 1.2) 式 的 4 x 4 HERET pÀ 
Lorentz 群 . 


有 的 书 上 取 
-1 0 0 O 
0 -1 0 O 
E=| 0 -1 0 
0 0 1 


所 得 二 次 形 为 


— y v ` 
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(x, y) =- Xa, + Xay4 
与 上 述 结果 是 完全 等 价 的 . i 
(13. 1. 2) 式 的 分 量 形式 为 
(Ax, Ay) = Y aiy! -xys = Ea = Xa) (13.1.2') 
容易 得 到 
(Ax, Ay) = > ( Yaya ~ ayaa) XYs 
< 为 矩阵 4 的 矩阵 元 , 由 此 得 到 


D ayi T Kaya = > ( > agi 一 aG); 
因而 要 求 | 
a f-1, j=k=4 
2, yta ~ dyta = ali j=k=1,2,3 
(13. 1.4) 式 给 出 了 Lorentz PERJE RE 4 对 和 矩阵 元 的 约束 , 使 得 16 个 矩阵 元 只 有 6 个 独立 
变化 的 , 因而 L(4) 群 为 6 个 参数 的 Lie 群 . 
下 面 证 明 满 足 条 件 (13. 1. 3) 的 矩阵 确实 构成 群 . 
(1) 4 x4 的 单位 矩阵 五 显然 满足 (13. 1.3) 式 , 因而 L(4) 中 包括 单位 元 . 
(2) A eL(4) 时 它 的 道 为 


(13. 1.4) 


A~ =g Åg (13.1.5) 
因为 
AA" =484g = gg = E 
AA =gAgA = gz = E 
因而 容易 得 到 
À gA =(gAg)'geAg = gAgggfg 
=gAgAg = ggg =g 
RA ez(4)、 


(3) ÆA, BeL(4), I 
ÁB gAB = B ÀgAB = B gB =g 

即 4B eL(4), 即 和 矩阵 集合 L(4) 是 封闭 的 . 

(4) 矩阵 运算 满足 结合 律 

这 就 证 明了 Z(4) 是 一 个 群 . 

13.1.2 Lorentz 群 的 Lie 代数 

由 满足 (13.1.3) 式 的 4x4 矩阵 构成 的 Lorentz 群 , 它 的 无 穷 小 生成 元 .多 满足 条 件 

gbg= — ` (13.1.6) 

因而 é RURA AA = e, 即 
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A= Y. T 
于 是 可 证 明 a 
AgA = Y ret =g 
因此 Lorentz 群 的 Lie 代数 o(3，1) 为 
p(3, 1) ={28, 18 = —-g.#g| (13.1.7) 


H z 的 定义 容易 看 到 LZ Ej A 有 相同 的 对 角 元 , 但 是 (13. 1 5) 式 又 要 求 a - é, 
因而 .如 只 能 是 对 角 元 为 零 的 4x4 SEE. 它们 只 能 有 如 下 形式 , 即 
0 — Q3 Q2 Bi 


-Q Qi 0 Bs 
BB B Bb 0 
其 中 a, 2, Os, Bi, B2, B3 为 任意 实 参 数 . 
通常 取 如 下 的 6 个 矩阵 为 Lie 代数 o(3, 1) 的 基 矢 ,， 即 


00 0 0 0 0 1 O 0 -1 0 0 
æ =|0 0 -71 0) A, = 0 000 g=]! 0 0 0 
0 1 0 0 -1 0 0 O 0 0 00 
00 0 0 0 00 0 0 0 0 0 
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 
罗 =|0000 gg=10001, 罗 -|0000 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 
1000 0 1 1 O 0 0 1 0 
(13.1.8) 


容易 证 明 a, B; 之 间 满 足 如 下 的 交换 关系 , B 
[.&,, £] = Eigr 
LE, B] = ~ Enk 
LZ., 6] = Epb (13.1.9) 
由 第 九 章 可 知 它们 构成 Lie 代数 o(3, 1), 其 中 gj 为 反对 称 张 量 ， 
l, ¿j k31,2,3 的 偶 置 换 
em =l -1，i,j, 上 为 1, 2, 3 的 奇 置 换 (13.1. 10) 
0, ”其它 
由 (13. 1.9) 式 可 看 到 ia,, i=1,2,3| 构 成 o(3, 1) 的 子 代数 o(3). 它们 构成 的 Lie 
群 0(3) 为 L(4) 的 子 群 ,这 个 子 群 的 矩 阵 上 共有 形式 
0 


R 9 Re 0(3) (13.1.11) 
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13.1.3 Lorentz 群 的 紧 致 性 和 连通 性 
1. Lorentz 群 是 非 紧 致 Lie 群 
由 .及 的 指数 映射 可 得 到 L(4) 群 的 元 素 ,， 如 
10 0 0 
ET 0 h a EL(4) (13. 1. 12) 
0 O sihb coshb 


对 于 名， D, 也 可 得 到 类 似 形式 的 矩阵 . 由 于 双 曲 函数 coshb 和 sinhb FERRA, 因而- 


Lorentz 群 是 非 紧 致 Lie 群 . 这 一 点 由 (13. 1. 4) 式 也 可 以 看 到 |. 
2. Lorentz 群 的 连通 性 
由 ÀgA =g, AeL(4) 可 得 到 4eL(4) 的 行列 式 为 
det(AgA) = — (detA)’=detg= -1 
因而 | 
det4 = +1, Ae L(4) (13.1.13) 
单位 元 五 的 行列 式 为 1, detg = -1, E, ge L(4)， 因 而 Lorentz 群 是 非 连通 的 . 

由 (13. 1.4) 式 可 以 得 到 az, 1, 因而 得 到 cu >1 和 au < -1 两 种 情况 .因此 可 把 

Z(4) 群 的 矩阵 分 为 四 类 

L! :detA = 1, ay 全 1，1Li:ded =-1, ay >il 

L! :detA = 1, ay S-1, Ll:detA =-1, ap -1 
它们 构成 L(4) 群 的 相互 不 连通 的 四 个 叶 ( 每 个 叶 上 的 元 素 是 连通 的 )， 即 Lorentz 群 是 非 
连通 的 , 包括 四 个 连通 叶 . 

ZL1 叶 上 的 元 素 构 成 (4) 群 的 子 群 ， 称 为 固有 Lorentz 群 ( proper lorentz group) ,一般 
TPS L, 

如 果 把 Lorentz 群 的 4 维 空间 前 3 维 认为 是 空间 坐标 , 第 4 维 认为 是 时 间 坐 标 , 则 z 
eL(4) 代 表 时 间 反 演 . S= -gsZ(4) 则 为 空间 反 演 , 而 -已 =Sg = gS 为 时 空 反 演 . 这 样 
可 看 到 固有 Lorenz 群 作为 上 (4) 群 的 子 群 不 包括 时 间 反 演 (g) , 也 不 包括 空间 反 演 (5). 
而 第 二 叶 L1 上 包括 空间 反 演 $5 而 不 包括 时 间 反 演 (aw 宇 1, g 不 在 此 叶 上 ). 第 三 叶 L! 上 
包括 时 间 反 演 , 而 不 包括 空间 反 演 (S$ = -z, aa 之 1). 第 四 叶 二 上 即 包括 空间 反 演 也 包 
括 时 间 反 演 ， 当然 也 包括 时 空 反 演 . 

容易 证 明 , 这 四 个 叶 都 可 由 固有 Lorentz 群 Li (或 4) 经 过 5S, g A-E ma, BU 

l Ll = SL! = Ll S 
L} = (- E)LÍ = L! (-— E) (13.1. 14) 
L! = gLi = Ll g 

固有 Lorentz Ë L! (Lp) J: Lorentz 群 的 子 群 , 因为 子 群 Li 中 包括 了 ou 20 的 全 部 单 
模 和 矩阵， 容易 证 明 这 些 矩 阵 中 包括 了 它们 的 全 部 共 生 类 , 因而 L1 还 是 L(4) 的 不 变 子 群 
商 群 Z4)ALp = {，- EE, g， S| 为 阶 为 四 的 分 立 群 ， 即 

L(4) = Li@erLi® SLI®(- E)LI 
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L(4)/Lp = [E, - E, g, s| (13. 1. 15) 

在 Lorentz 群 的 四 个 不 连通 的 叶 中 , 箭头 了 或 + 代表 时 间 轴 的 取向 . 亦 即 当 a, 21 

时 , 箭头 向 上 (人 ) 表 示 时 间 向 前 流逝 ,因而 称 为 “前 向 类 时 ”的 ;而 ou 和 -1, 箭头 向 
( + ) , 表示 时 间 向 后 流逝 , 也 称 “ 后 向 类 时 ”的 . 


13.2 Lorentz 群 的 参数 化 


Lorentz 群 包括 6 个 连续 参数 ,可 以 对 固有 Lorentz $$ L! (或 L) 进行 参数 化 , 通过 
-五 , 5， 就 可 得 到 整个 Lorentz 群 了 . 

下 面 讨论 一 种 最 常用 的 参数 化 方法 (定理 13. 2. 1) , 为 此 , 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 1 车 4eL'i, 则 4eS0(3)( 这 里 S0(3) 群 的 元 素 4 指 (13.1.11) 式 描述 的 4x 
4 和 矩阵) 的 充 要 条 件 是 cu = 1. 

证 明 由 (13.1.4) 式 得 到 


3 3 
> aa = > a = a -1 
i=l i=l 
HFAeL!, 因而 aa 21, 因此 当 且 仅 当 aw =1 时 ， 
3 3 
Y an = > a = 0 
s! £ 


这 便 证 明了 此 引 理 . 
引 理 2 若 4, Ate LI, WJ 


A=A'R, ReS0(3) (13.2.3) 
的 充 要 条 件 是 
Ae=A'e (13.2.4) 
其 中 e WER 
(0) 
0 
e= 0 (13.2.5) 
1 
证 明 4e =4'e 意味 着 
G14 a 
Ae= a =4'e= aa 
a34 a34 
044 ay 
Ella, =a, aa =a, a =a, aa =aa. 如 果 Ae=A'e, 则 
R = (A') A e SO0(3) (13.2.6) 


H(A) =g Â g, 立即 可 证 明 (13.2.9) 式 . 反之 如 果 4 =4'R, 由 于 he =e, 即 可 得 到 
Ae =A’'Re = A'e 
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这 就 证 明了 此 引 理 . 
定理 13.2.1 固有 Lorenz L1 的 任意 元 素 4eL'! 都 可 表示 为 
A=R,(expb2)R,, R,, R, e S0(3) (13.2.1) 
其 中 exp (08, ) H (13. 1. 12) 式 描述 的 矩阵 , R, R, 为 (13. 1. 11) 式 描述 的 4x4 的 S0(3) 
群 的 矩阵 ， 


0 

l R, 0 
R.(e, B, y) = : 0 , i=1,2 (13. 2.2) 

0 0 0 1 


R,(e, B, y) HF Euler fi a, B, y 表示 的 S0(3) 群 的 矩阵 , R, 的 Euler 角 为 m +5 Bis 


0, R, 的 Euler AH az, B,, Ya 
(13.1. 16) 式 给 出 了 固有 Lorentz 群 的 参数 化 ， 它 由 6 个 连续 参数 ay Bis @, B,, V2 
FN b 所 描述 . 
证 明 (1) A=R (exp. Z )R, e L. 
取 (13. 2. 1) 式 的 行列 式 ， 即 
det[ R, ( expb.#,) R, ] = detR,det( expb.#,) detR, =1 
务 一 方面 
[Riexp(b.@)R, lu = (Ri)a(exp(bB)) (BR), 
=[exp(b.@) ])& = coshb > 1 
这 便 证 明了 (13. 2. 1) 式 描述 了 工 ! 的 元 素 . 
(2) 取 5=0, 此 时 ou =coshb =1, 由 引 理 1 可 证 明 (13.2.1) 式 包括 了 Li 的 子 群 
SO(3) 的 所 有 元 素 . I 
(3) (13.2.1) 式 穷尽 了 Li 的 所 有 元 素 . 为 了 证 明 这 一 点 取 4 eL 的 元 素 , ou > 1, 


则 

aa tan taa =a -l=r>0 (r =a, -1>0) (13.2.7) 

为 证 明 这 一 点 取 4 EL+，au >1, W 

a, taya tas -ah -l=r>0 (rE) =a} — 1) (13.2.8) 

于 是 
at -r=1 
即 al, = (coshb)2, AMi r = (sinhb)2, 这 样 便 可 得 到 
b =lu[ a, + (a, - 1)12 ] (13.2.9) 


这 说 明 由 au EEA b. 
男 一 方面 由 (13.2.7) 式 看 到 了 选择 一 个 球 坐 标 系 (y, 0, 2) , < 


al = rsingcosp a = rsingsinp az, = rcos0 


它们 满足 方程 (13. 2. 7)， 由 第 一 章 给 出 的 Euler 角 表 达 的 转动 矩阵 R. (e +, 0, 0) (9 


1 
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+> 0, 9 为 Euler 角 , p0) HEZA 


0 Q14 
0 ay 
R, = 
G34 
Ga ag | 


ER Rapt, e L] ， 而 容易 证 明 ' 
| R expb BE = Ae 
由 引 理 2 存在 一 个 Re SO(3), {EA =R expb ZR e Ll, pA e Ll aa>1, 因而 4 作用 
| FER e, 则 为 


Ay ' 
由 引 理 1 就 证 明了 定理 13.2. 1， 从 而 固有 Lorentz 群 L1 的 元 素 可 由 (13. 2. 1 ) 式 表示 . 
虽然 当 8 =0 时 , 4(a, Bi, 0, œ, B,, y.) eSO(3) 与 L1 中 的 5=0 的 元 素 并 非 一 一 
对 应 . 但 是 这 些 不 是 一 一 对 应 的 点 , 形成 群 空间 的 一 个 较 低 维 的 流 形 ， 因 而 , 不 影响 不 
变 测度 , 亦 即 不 影响 用 这 种 参数 化 研究 Lorentz 群 的 问题 . 


13.3 Poicare 群 与 Lorentz 变换 i 
13.3.1 Poicare 群 


如 果 把 时 间 和 空间 看 成 是 4 维 的 实 流 形 (manifold) , 称 这 个 4 维 实 空间 为 Minkowski 
空间 . 其 中 向 量 x% = (x, ° X>, Xs, x4) = (x, x4) |, X = (x, , Xz, xs ) 为 空间 坐标 Xa =ct, t 为 
时 间 坐 标 , c 为 真空 中 光速 , xi(i =1, 2, 3, 4) 取 遍 所 有 实数 , x 即 为 Minkowski 空间 M” 
中 的 点 . 

在 Minkowski 空间 中 选 定 一 组 坐标 系 , 则 两 个 点 x 和 y 间 的 时 空 距离 的 平方 定义 为 


|x — yl = >, (s, = y) = (z, ~ y) = (4-7) g(x-y) (13.3.1) 
其 中 


Xa 
如 果 对 于 另 一 个 坐标 系 27, 在 这 个 坐标 系 中 点 x* 和 y BRA x, y, 如果 


| 
x x, 
|x 
| x= 5 = (xi, %3, X3, X4) (13.3.2) 
| 
x-yl = lz -y (13.3.3) 
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则 称 坐 标 系 I "相对 于 多 是 惯性 坐标 系 ， 如 果 坐 标 系 Z "相对 于 坐标 多 是 惯性 坐标 系 ， 
则 两 个 坐标 系 间 坐标 的 变换 为 
x'=Áx+r (13.3.4) 
分 量 式 为 
x = S aan tra i=1,2,3,4 (13.3.4') 
k=1 


其 中 a; 为 4x4 和 矩阵 4 WERE, Ag 1(4), r=(r,, rx, Ts, 74) 为 一 个 4 维 向 量 . 
如 果 坐 标 系 多 与 坐标 系 多 间 坐 标 间 的 变换 具有 (13. 3.4) 式 的 形式 , MHZ ' 也 是 一 
个 惯性 系 . 
由 惯性 系 的 定义 可 得 到 如 果 Z A Z ERER, 9" 对 少 ' 也 是 惯性 系 , MI HI 
也 是 惯性 系 ， 因 而 Minkowski 空间 M) 中 的 一 点 P, 在 惯性 系 Z, ,9 中 的 坐标 为 


# , , 
= ( 》 arau% + ayr,) + a 
1 ¿=1 


= > ( aan) +( È ar, +r) 
因而 惯性 系 9 “中 的 坐标 必 直 接 由 多 坐标 变换 而 得 到 , 可 写 为 


Ed _ n ” 
a, = >》 qam, +r; 
k 


比较 上 述 两 式 得 到 
A"=A'A, r=AT+tr’ (13.3.5) 
与 5.1 节 讨 论 的 Eucilid 群 E° 相似 把 Minkoski 空间 的 非 齐 次 变换 记 为 
{144rjx = x' (13.3.6) 
分 量 形式 为 


4 
x; = Y ax, +r, Á e L(4), re M 
k=1 


而 Minkowsk 空间 M) 中 非 齐 次 变换 14047 5 {Alr 之 积 由 (13.3.5) 定 义 , 即 
A'i} {Alr} =!A'AJA'r +i (13.3.7) 
(13.3.7) 式 与 五 ?和 群 元 素 之 积 (5. 1.7) 在 形式 上 是 一 致 的 . 

由 (13. 3.7) 式 可 看 到 |41a} 的 逆 为 14tr = {A7 -A r}, WAIE} (为 4x4 
单位 矩阵 ) 为 恒 等 变换 ,因而 全 部 保持 Minkowski 空间 时 空 距离 不 变 的 变换 {41r| 构成 一 
个 群 , 称 为 Poicare HE, 记 为 P(4) 群 或 非 齐 次 Lorentz 群 (与 之 相对 应 Lorentz ## L(4) +H, 
称 为 齐 次 Lorentz 群 , 因为 它 给 出 Minkowski 空间 的 齐 次 变换 ). 

Poicare 群 P(4) 保 持 Minkowski 空间 两 点 * 与 y 间 时 空 距离 不 变 是 显而易见 的 ,因为 


x' = [Al r}x =4x +r 
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— s 
于 是 
|= y = y) gl -y’) 
= A(x -7) gA(x - y) 
= (x-y) AgA(x - y) 


= (=y) g(x - y) 
E3A8e0(3),r=(r,, rz, rs, 0) 时 得 到 Poicalre 群 的 子 群 , 它 同 构 于 Euciled # g), 


13.3.2 Lorenz 变换 及 其 物理 意义 


为 了 说 明 狭 义 相对 论 中 的 Lorentz 变换 ,下面 给 出 关于 固有 Lorentz R L! R A WA 


一 个 分 解 形式 . 
定理 13.3.1 固有 Lorentz 群 L1 的 任 一 元 素 4eLt 都 可 唯一 地 表示 为 
A=V(b)R, ReS0(3) (13.3.8) 
其 中 
V(b) =exp(b,.#, +b, 8, +b, 8) (13.3.9) 


Dis Br, A HEA Lorentz 群 的 Lie 代数 so(3,，1) RER. Vb) 称 为 速度 变换 . 
证明 由 定理 13. 2. 1 的 (13. 2. 1) 式 知道 每 个 4 ezZi 都 可 表示 为 
A=R,(e,, Bı, O)exp( bZ )R, (a, B,, Y2) 
上 一 节 中 已 指出 
a =rsinBicosa,, qa = rsinalsin6; ， a3 = rcosBG， 

aa = coshb, r=sinhb, b=0 (13.3. 10) 

把 (13.2. DREH 
A= R,exp(b.Z@,) RI'R R, 


并 令 

B(t) =Ri(@, Bı, 0)exp(b.Z)R (oí, Bi, 0)™ (13.3.11) 
当 4 取 所 有 实数 时 , B(1) 构 成 L! 的 一 个 单 参数 子 群 .而 

BBD| =R Ca, B, 0)BBR Cm, B 0) (13.3.12) 


称 为 在 上 =0 的 邻 域内 , B) HEE Cake Y TH BO). 
在 (13.3.11) 式 中 代入 R, b Ri' 的 表达 式 , 立即 得 到 
R (e,, Bı; 0)5B2R Ca, Bi, 0)” 


coso,cos fr - sino, cosalsinB， 


— sin, 0 cosB; 
0 0 0 


0 
sinaicosB! cosal sinaisinB, 0 
0 
1 
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0 0 0 OWcosacosB: sina,cos3, -~ sing, 0 
.8 0000 ~ sing; cosa 0 0 
0 0 0 ll ceosaisin8， singsing, cosB! 0 
0010 0 0 0 1 
0 0 0 beosa sinB! 
0 0 0 bsina sinB 
7 0 0 0 bcosß, 
beosaisinBr bsing, sing, beosB! 0 


= bcosasin8,.#, + bsine,, sinb, 2, + beosß, B 

注意 D, B, .多 是 (13.1.8) 定 义 的 为 4x4 ER 令 : 
1 =rcosalsinB| ， b, =rsinalsin8B| ， b, = rcosg; 
由 切 和 矩阵 (13. 3. 12) 得 到 和 矩阵 B(b 为 
B(1) =exp[ (5, +b, +b, 8,] =V( 纱 ) 
令 :=1, W | 
A=Wb)R R,=V(b)R, R=R,R, 

这 便 证 明了 此 定理 . 
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(13.3.13) 


(13.3.14) 


(13. 3. 15) 


(13.3. 15) 式 表示 非 奇异 抢 阵 4 e L 1 WIERNE Vo) 和 一 个 正 交 矩阵 
R 之 积 , 这 种 分 解 为 极 分 解 ， 因 为 B, B, B EIPRE, 因而 V( b) EEEE. 


对 于 Mincowski 空间 M) 中 的 一 点 x& = (x, ct), 4eLi 使 之 变 为 


(13.3.16) 


x; Xi 
Ax=V(b)R| lav 
Xs xs 
ct ct 
x, x, 
BP < 的 空间 坐标 * = | x, 经 历 一 个 转动 R 变 为 x' =| x, |, 然后 再 进行 速度 交换 V(5). 
X3 žy 
对 于 空间 坐标 原点 x&= (0, 0, 0) 在 时 刻 上 时，Mincowski 空间 的 点 为 
0 
0 
x= 
， 0 
ct 


经 过 VO 的 变换 为 


一 7777 7 77 7 7 7 7 U C C í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í í | 
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oy fx 
0 x, x! 
V(b)| ` |= =| ,) (13.3. 17) 
0 x ct 
3 
ct cat 


H (13.3. 9) 式 可 得 到 


0 sinhbcosa sing, 
0 inhbsi i , 
(b) _ sinhbsina, sing, _ (z) (13.3. 18) 
0 sinhbcosß, ct 
a coshb 
因而 
t' = coshbt 
sinhbcosaisinB， cosa, sinf, 
; . . ' , Sinhb| . . 
x' =ct| sinhbsingsinB! |= ct Si sing, sin, (13.3. 19) 
sinhbcosß; cosß, 
令 
X' =W (13.3.20) 
| 则 
sinhb b b 
=C hb 5 = ctanhb ñ (13.3.21) 
5 已 为 8 方向 上 的 3 维 单位 向 量 . 
按 定义 sinhb =r, coshb =V1 +r; 于 是 
: cr + +? b 
=———b, b= (13.3. 22) 
(Vl +r) b 
或 
-全 
1 
sinh; =—— —, coshb =———s, x=lVI (13.3.23) 
V1 -r/e 1 -vw /ce : 


如 果 速 度 沿 空间 坐标 z 方向 , 则 5 =b, =0, b=b,, 于 是 (13.3.17) 式 变 为 
1 0 0 0 
V(b) =expbß; = |0 1 coshb sinhb 
0 O sinhb coshb 


1 0 0 0 

-00 0 0 , y = -r/e (13.3.24) 
0 0 l/y wy 
0 0 vy i/y 


由 此 得 到 交换 、 
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x x 
, 
, |=x(b)| 7 
z. 
ct’ ct 
为 
; z + nt t +zv/ e 


x =x, Y =y, z = Ed t= 
J1 - V1 - Ze. 


(13.3.25) 


这 就 是 一 般 狭 义 相对 论 中 的 Lorentz 变换 . 

(13. 3.25) 式 的 物理 意义 是 惯性 系 多 中 的 点 x = (0, 0,0, c), 在 以 速度 变换 V) 
决定 的 另 一 个 惯性 系 I PEAK x. 固有 Lorentz 群 L1 的 一 般 元 素 4 = V(b) R, 表明 
Lorentz 变换 实质 上 是 先进 行 一 个 空间 转动 , 然后 再 进行 速度 变换 . 

在 相对 论 出 现 之 前 , 都 认为 时 间 与 空间 是 完全 无 关 的 , 分 别 独立 的 , 也 就 是 绝对 空 
间 和 绝对 时 间 的 观念 ， 然 而 在 包括 了 时 间 和 空间 的 Minkowski 四 维 空间 中 ,时间 与 空间 
是 紧密 相关 的 ，(3. 3. 25) 式 给 出 了 这 种 联系 , 这 是 时 空 概念 上 的 一 次 革命 性 飞 阮 . 


13.4 SL(2) 群 与 L1 群 同 态 


在 第 十 章 中 已 经 讨论 了 SU(2) 群 与 S0(3) 群 司 态 , mE SU(2) 群 是 $0(3) 群 的 二 重 
HAE, 与 此 十 分 类 似 , SL(2) 群 也 与 71 群 同 态 , 并 且 是 51 的 二 重 覆 盖 群 。 下 面 就 讨论 
这 一 问题 . 

13.4.1 Lie 代数 s1(2) 53 so(3, 1) 同 构 

固有 Lorentz E L! 的 无 穷 小 生成 元 是 由 (13. 1.8) 式 给 出 , 它们 构成 Lie 代数 s0(3)， 
(13. 1.9) 式 给 出 它们 的 代数 结构 . 

全 部 迹 为 零 的 2 x2 复 和 矩阵 
a a ) , QsyeC 


构成 了 Lie 代数 (2), 把 它 看 到 实 Lie 代数 是 6 维 的 ( 复 Lie 代数 是 3 维 的 ) ， 基 矢 
可 取 为 


(13.4.1) 


任 一 迹 为 零 的 2 x2 复 和 矩阵 都 可 表示 为 
6 (as + ios) aas + i( G, +a) 
2“, i m -as) +i(o -oa) - (os + ias) 
容易 证 明 (13. 3. 26) 式 给 出 的 Lie 代数 s1(2) 的 基 矢 满足 交换 关系 (13. 1.9), 因而 Lie 代 
数 :1(2) 与 (3，1) 同 构 . 


Je tO), ai E R 


—— - — _ - — 一 一 


,显然 和 也 是 Hermitain R, 而 且 
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13.4.2 SL(2) 群 与 1 群 的 同 态 关 系 


Lie 代数 sl(2) 的 基 矢 为 无 穷 小 生成 元 的 Lie 群 是 SL(2) F, 即 由 2 x2 和 矩阵 构成 的 
BE. 由 于 sl(2) 与 so(3, 1) 同 构 , 因而 5L(2) 群 与 1 群 局 部 同 构 . 但 在 整个 上 它们 同 态 ， 
而 并 非 同 构 . 下 面 讨论 这 一 问题 . 


Xi 


x 
Mincowski 空间 M® 中 任意 一 点 x = 2 ,可 映射 为 一 个 2 x 2 的 Hermitain EPE 2, 
MX4 
即 
=% +X, X, — iX, 
¿= . =%`, eR (i=1,2,3,4) (13.4.2) 
. Ma tix, — X + XA 
AB £ 的 行列 式 为 


detë =x; -x1 — 2 -%3 = — (x, z) = -XB (13.4.3) 
即 Hermitain 矩阵 多 与 Mincowski 空间 中 的 点 一 一 对 应 , 而 且 3 的 行列 式 等 于 向 量 x 长 度 
的 负 值 . 通过 这 种 映射 可 把 SL(2) 群 对 Mincowski 空间 的 作用 转换 为 SL(2) 群 对 2 x2 的 
Hermitain 矩阵 的 作用 . 

取 SL(2) 群 的 任 一 元 素 2 x2 单 模 复 矩 阵 

= 引 ， e6—-yB =1, e, B, y, óe C 
Fi4ERI ç 为 
484+ = (13.4.4) 


Ú , I , . t 
—X, tX “X, — X; 

at 
x= 1 。7 , , 
X3 + X; Xa + X4 


Ax = x' (13.4.5) 


因而 (13. 4. 4) 式 等 价 于 


由 于 
det%' = detAdetšdetA t =det& (A HAREE) (13. 4.6) 


亦 即 4 变换 - 冯 ' 时 保持 的 行列 式 不 变 , 因而 A 一 定 对 应 于 保持 Mincowski 空间 向 量 长 


度 不 变 的 一 个 Lorentz 群 的 元 素 L, e L(4). 
为 了 具体 看 到 4 对 应 于 什么 样 的 乙 ， ip 3. > 式 , 由 
AšzA4* 


第 十 三 章 Lorentz 群 639 
X4 一 和 aa” aß” a*B BBN %73 
, . F 
X, — ix ` a` * * j| xs — x 
` || Py Bè |% (13.4.7) 
Xs 十 ix2 ay B y æð B 6 || z fz, 
Xa +X, yy y8" y'6 66° Ax tx, 
另 一 方面 
4 =i -1 0 0 1 和 
xs 一 2 -i 1 0|>: 
- : ' |= Bx (13.4.8) 
X, + X> i 1 0 Xs 
x, +X, 0 0 1 x, 
而 矩阵 B 的 道 为 
-1 0 0 1 
B= i -i 0 (13.4.9 
20 1 1 O . 4.9) 
0 0 1 
因而 由 (13. 4.7) 式 得 到 f 
x= aa oB a’B B’ a 
x. * aó ` * * x 
?BY @% By BB j|” (13. 4. 10) 
x3 ay By a's B*8 | |x; 
xi yy” y8 y8 óS" 7 (xa 
2 Q 
由 此 得 到 与 4 = (3 和 相对 应 的 Lorentz 群 的 变换 Lile, B, y, 5) 为 
oa” ap’ aB BB 
Lila, B, y, 6) = 有 -< aô By: Pô = (L, L,, Ls, 013.4. 11) 


ay By a'g B8 
yy" y8” y's 51 
其 中 。 
1 * * * * 
> (ae -yy -BB +88’) 


| Im( of * 

L = Im(ay" +B'6) Re(a8" 
1 一 * * , L, = 

Re(- ay* +B8*) Im( oë `° 


H- aa +B -yy +88") Im( a8" 


+ yó ` ) 
-By ) 


+B"Y) 


+36”) 
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1 `k * * * 
| Rel- aß" + y6°) z (ew - 8B" + yy” + 8°) 


In(a "ó +B" y) Im(a *y + 8" 6) 


L, = , L, = | 
Re(a6* +B'Yy) Re(a*y + B°) 
Re(&ß* + yó ` ) Haa’ + BB” + yy ° +88‘) 
(13. 4. 9) 式 表示 与 4 对 应 的 [L(a, B, y, 6) lua A 
[L,(e, B, y, 6) lu = 二 (aa +BB* +88* +yy’ )>0 (13.4. 12) 
而 且 
detL, (a, B, Y» ó) = detB`'detLy (a, B, Y» ô) detB = detL, (a, B. Y> ó) , 
其 中 
aa“ aß“ e" 8 BB” 
det (w, B, y, 8) =de 97 $B By Pô 
a'y B'y a'é6 B'ó 
yy yê” 7y “5 ó6 “ | 
slaaf BITTasafe BY -1 
| (3 s) | a|. A) 
因而 
detL(a, B, y, ô) =1 (13.4.13) 
(13. 4. 12) ÅF (13. 4. 13) 式 说 明 与 5L(2) 群 元 素 4 相对 应 的 Lorentz 群 元 素 L(a， 
B, y, 8) e L". i 
如 果 
入 =4824” => wx =L,(e,B, y, ô) 
则 
£" =A R'A = A'ARA* A'* = (A'AJA(A'4) = x" = Las 
其 中 


A'A = CH B’ x B = a'a +BY oa'B +BY = A” H Ta n 8” 
(5 sj oa By 8 Ca”, B", y", 8") 
因而 SL(2) 群 的 元 素 与 51 群 的 元 素 之 间 确 实 存 在 一 种 同 态 映 射 ， 即 

SL(2)=L:! 


A= 8 240, B, y, 6) 


A" = A'A = (< P) (e, g, y’, 6’)L (a, B, y, 8) = Le( a”, B, y", 8") 
, Y 
但 是 这 种 映射 不 是 一 对 一 的 ， 只 是 一 种 同 态 映射 .如 


PA E, EeSL(2) 
| ， > -|。 小 =| - ° e 


0 


snim.. 
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容易 得 到 
1000 
0100 
Le(1,0,0,1)= 0010 =L;(-1,0,0, -1) (13.4. 14) 
0001 
群 1= E, 名 | 构成 SL(2) 与 51 间 映 射 同 态 核 , 因而 商 群 
SL(2)/I=L! (13.4.15) 


在 (13. 2.1) 式 中 我 们 把 工 ; 的 元 素 表 示 为 
4(ai， Bi, 0, œ, Bı» yx, b) =R,(e,, Bi 0)exp( bB ) R, (oo ， B2; Y2) 
参数 变化 范围 为 b>0, 0<a, e, <2T, 0 三 6, ， B, <=, osy <2v. 


SL(2) 群 的 无 穷 小 生成 元 cs = | N" °) LLR B, 相对 应 , 而 0 的 指数 映射 为 


exp( bc; ) -5 A 
0 e? 
因而 与 相对 的 SL(2) 群 的 元 素 为 
U(a, Bi, O, œ, B,, Y2, b) =U(o,í, Bi, 0)exp(bos) Ula, B2, Ya) 
在 (3.1.10) 式 中 已 给 出 与 转动 RK(a, B, y) 相 对 应 的 SL(2) 群 的 子 群 SU(2) 群 中 的 元 素 
为 . 
cos Be-iarna -sin Be ia-7)2 
(13. 4. 16) 


sin 


Ula, B, y) | 


B itary) B itera 
e cos =e 
2 2 


因而 SL(2) 群 的 元 素 可 写 为 
U(e,, Bi, 0, œ, B,, Y2) =U(o, Bi, 0)exp(bo;)U(e,, B,, Y2) (13.4.17) 
由 (13. 3. 42) 式 和 (13. 2. 1) 式 看 到 
Ula, Bi, 0, œz, B23 yx; b) 
4 1 9 1，0， 2° H2? 2. 
U( œ, Bi, 0, w,, B,, y, +2T， 5 (a, B %, Bas Yas D) 
而 U(e,, Bi 0, Q2, B, , Y2 +27, b) = -U(a, Bi, 0, C2， B, , ?72， b), 上 式 可 表示 为 
Ula, Bi 0, Q2, B2; Y2» b) 
EU( a, Bi, 0, Q2, B. , Y2» b) 
这 也 证 明了 {E, E| H 5L(2) 群 与 11 群 的 同 态 核 . 
这 就 证 明了 SL(2) 群 是 L1 的 二 重 覆 盖 群 ,这 一 点 与 SU(2) 群 是 $0(3) 群 的 覆盖 群 
是 完全 相似 的 .因而 可 用 讨论 SL(2) 群 不 可 约 表示 的 方法 讨论 固有 Lorentz 群 L1 的 不 可 
约 表示 . 


ae. Bi, 0, œ, B2» Yx, b) 


结束 语 一 一 物质 世界 的 对 称 性 


群 论 是 研究 对 称 性 的 一 门 数 学 分 枝 , 本 书 前 面 十 三 章 关 于 群 论 的 基本 理论 为 研究 物 
质 世 界 的 对 称 性 提供 了 数学 工具 .在 本 书 结束 时 , 简单 概要 地 讨论 一 下 物质 世界 的 对 称 
性 和 由 这 些 对 称 性 导致 的 物理 规律 . 

1982 年 1 月 4 日 , 国际 著名 物理 学 家 杨振宁 教授 在 香港 大 学 所 作 的 《对 称 与 20 世纪 
物理 学 的 演讲 中 曾 说 道 :“ 发 展 到 近代 , 我 们 已 经 知道 这 个 观念 ( 指 对 称 性 ) 是 晶体 学 、 
分 子 学 、 原 子 学 、 原子核 物 理 、 化 学 、 粒子 物理 学 等 现代 科学 的 中 心 观 念 ， 近年 来 对 称 性 
变 成 了 决定 物质 间 相 互 作用 的 中 心思 想 . ” 杨 教授 在 中 国 科 学 院 的 一 次 学 术 报 告 中 也 曾 
说 过 “对 称 性 的 研究 是 20 世纪 物理 学 发 展 的 主旋律 可 见 物质 世界 的 对 称 性 在 科学 上 
有 多 么 重要 . 

物质 世界 的 对 称 性 , 大 体 上 可 归纳 为 如 下 的 四 类 , 即时 空 对 称 性 、 置 换 对 称 性 、 动 
力学 对 称 性 、 内 豪 对 称 性 和 规范 对 称 性 , 每 一 个 对 称 性 都 导致 了 一 种 物理 规律 . 


一 、 四 维 时 间 - 空 间 的 对 称 性 及 相关 物理 规律 


现实 空间 为 三 维 空间 , 时 间 为 一 维 空间 , 把 时 间 和 空间 一 起 讨论 就 构成 了 时 - 空 四 维 
空间 ， 即 Minkowski 空间 .任何 一 个 物理 现象 均 为 四 维 空间 中 的 一 个 “点 ”Minkowski 空 
间 中 全 部 保持 两 点 距离 不 变 的 非 齐 次 线性 变换 构成 Poicare 群 P(4) , 可 用 Poicare 群 来 研 
究 四 维 空间 的 对 称 性 .Poicare 群 是 四 维 时 空中 最 大 的 线性 变换 群 . 

Poicare 群 有 丰富 的 子 群 ,它们 都 描述 了 四 维 时 空 的 一 定 的 对 称 性 , 并 导致 了 一 定 的 
物理 规律 .下 面 分 别 讨论 它们 . 

(一 ) 四 维 时 空中 时 间 的 对 称 性 | 

如 果 只 讨论 四 维 时 空中 的 时 间 ( 这 是 一 个 一 维 空间 ), 可 得 到 两 个 有 关 时 间 的 对 称 
性 , 它们 都 是 Poicare 群 的 子 群 . 

1. 时间 平 移 对 称 性 与 时 间 平 移 群 

时 间 平移 可 定义 为 么 , 它 作 用 于 时 间 :得 到 

Ît=t=t+t 
全 部 时 间 平移 构成 一 个 一 维 的 平移 群 , 如 果 物 理 体 系 具 有 时 间 平 移 对 称 性 , 则 物理 体系 
具有 能 量 守 性 的 性 质 , 亦 即 物理 体系 能 量 守 性 来 源 于 时 间 平 移 对 称 性 . 

2， 时 间 反 演 对 称 性 与 时 间 反 演 群 

把 时 间 : 变 为 -i, 称 为 时 间 反 演 , 描述 时 间 反 演 可 用 算 子 人 , 大 作用 于 态 函 数 YA 
Rip =" , 时间 反 演算 子玉 与 单位 元 构成 时 间 反 演 群 {E, É). 如 果 物 理 体 系 具有 时 间 


— — - —— ——ə a əoƏ— . . 
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反 演 对 称 性 , 导致 Kramers 简 并 , 即 : 奇 数 Femi 子 体系 若 具 有 时 间 反 演 对 称 性 时 , 体系 
至 少 是 二 度 简 并 的 . 


(二 ) 空间 对 称 性 


如 果 只 讨论 四 维 时 空中 的 三 维 空间 , 此 时 三 维 空间 中 的 保持 距离 不 变 的 非 齐 次 线性 
变换 构成 三 维 空间 的 Euclid ## E(3) , 它 也 是 P(4) 的 子 群 . 

1. 平移 对 称 性 

Euclid 群 的 一 个 平移 子 群 为 空间 平移 群 勾 ,具有 平移 对 称 性 的 物理 体系 具有 动量 守 
恒 的 性 质 . 

2. 0(3) 与 S0(3) 群 

Euclid 群 中 由 齐 次 线性 变 构成 的 子 群 为 0(3) 群 , 它 的 单 模子 群 为 S0(3) 群 , 或 称 为 
三 维 旋转 群 ， 具有 旋转 对 称 性 的 物理 体系 轨道 角 动 量 守恒 . 

3. 空间 群 与 晶体 对 称 性 

如 果 限 定 Eucilid 群 (3) 中 的 平移 为 有 限 值 , 即 | zr] >0. 就 得 到 了 空间 群 , 第 五 
章 已 证 明了 全 部 空间 群 只 有 230 个 , 它们 决定 了 晶体 空间 结构 . 

4. 点 群 与 分 子 结构 

如 果 在 0(3) 中 , 限定 转动 角度 为 有 限 值 , 则 得 到 了 点 群 。 点 群 决 定 了 分 子 的 空间 结 
构 和 对 称 性 . 


(三 ) 相对 论 的 时 空 对 称 性 


如 果 在 Poicare 群 P(4) 中 只 保留 齐 次 线性 变换 , 则 得 到 Lorentz 群 . 这 种 时 空 之 间 的 
关系 是 相对 论 的 理论 基础 . 

注意 上 面 所 说 的 宇 称 是 标记 现实 空间 中 左右 对 称 性 的 物理 量 ,比如 具有 空间 反射 对 
称 性 的 电子 体系 均 存 在 宇 称 守恒 ， 这 个 宇 称 与 基本 粒子 的 内 裹 宇 称 在 物理 意义 上 是 完全 
不 同 的 . 


二 、 全 同 粒子 置换 对 称 性 及 其 物理 规律 


物质 计 界 中 存在 大 量 基 本 粒子 , 如 电子 、 原 子 、 中 子 、 介子 等 等 .每 一 类 基本 粒子 中 
所 有 的 单个 粒子 都 是 完全 相同 而 不 可 区 分 的 , 因而 称 为 全 同 粒子 ， 由 一 类 全 同 粒子 构成 
的 物理 体系 显然 任意 置换 粒子 体系 是 不 发 生变 化 的 , 从 对 称 角 度 说 就 是 全 同 粒 子 具 有 置 
换 对 称 性 , 描述 这 种 对 称 性 的 群 就 是 个 对 象 的 置换 群 S., n 为 体系 中 的 粒子 数 ， 由 于 
基本 粒子 具有 置换 对 称 性 , 而 把 基本 粒子 分 为 Fermi PH Bose F. 由 于 Fem 子 任意 置 
换 两 个 粒子 具有 反对 称 性 ,因而 Femi 子 遵守 Padi 不 相 容 原理 , 而 Bose 子 具 有 置换 对 
称 性 , 因而 不 受 Pauli 原理 的 限制 , 而 且 Fermi 子 体系 遵从 Fermi-Dirac 统计 ，Bose 子 遵从 
Bose-Einstein 统计 . 
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三 、 动 力学 对 称 性 与 动力 学 群 


前 边 讨论 的 除 全 同 粒子 置换 对 称 性 之 外 , 完全 是 物理 体系 在 时 间 空 间 变换 下 所 具有 
的 对 称 性 ， 除 了 这 些 对 称 性 之 外 , 物理 体系 内 部 的 相互 作用 还 存在 其 它 对 称 性 , 这 些 对 
称 性 是 由 体系 的 动力 学 性 质 造 成 的 , 称 为 动力 学 对 称 性 , 相应 的 群 称 为 体系 的 动力 学 群 
( dynamical groups). 在 基本 粒子 中 , 由 于 基本 粒子 存在 的 空间 非常 之 小 , 通常 的 现实 空 
间 的 对 称 性 已 退 居 为 次 要 的 地 位 ,因而 主要 的 是 动力 学 对 称 性 . 下面 仅 对 动力 学 对 称 性 
的 一 个 例子 做 些 简单 说 明 . 

氢 原 子 的 动力 学 对 称 性 和 动力 学 群 

氢 原 子 是 由 一 个 电子 和 一 个 质子 构成 的 最 简单 的 量子 体系 ， 质 于 和 电子 之 间 考 虑 
Coulonb 作用 ,因而 体系 的 Hanilton 算 子 为 

A h: e 


H= -5-0-7 (1) 


+ m r 
在 忽略 自 旋 的 情况 下 本 征 函 数 为 

Pam (r) = R,(r) ECO, e) (2) 
能 量 本 征 值 为 


E,= -5 (3) 
其 中 称 为 主 量 子 数 , 1 称 为 角 量子 数 , m, 称 为 磁 量 子 数 ， 对 于 一 定 的 n, 1 可 取 0, 1, 2, 


…, n-1, 对 一 定 的 1, m Wl, 1-1, 1-2,…，-1, 因而 退化 度 为 2 (空间 退化 度 为 
P (2141) = m ,每 个 电子 自 施 退 化 度 为 2)， 

(1) 式 给 出 的 Hamiltion 算 子 具有 S0(3) 群 的 对 称 性 ， 因 而 本 征 函数 (2) 中 出 现 角 动 
量 量子 数 ! 及 其 分 量 m. BÆ SOG) 对 称 性 应 当 要 求 退化 度 为 2(27+1) 而 不 是 2m2 = 
2 (21 + D)， 不 同 XL=0，1， 2… 吕 的 态 具有 相同 能 量 本 征 值 并 不 是 由 S0(3) 对 称 性 


得 到 的 , 这 种 偶然 退化 出 现 的 原因 是 什么 呢 ? 回答 这 个 问题 要 研究 (1) 式 给 出 的 Hamilt- 
ion 算 子 还 有 什么 其 它 对 称 性 . 


IMi 


在 用 经 典 力学 研究 天 体 运 动 的 Kepler 问题 中 ,出 现 一 个 守恒 的 向 量 Runge-Lenz 
HEA, 它 为 
APSL pE (4) 
m r 


其 中 .为 动量 , 工 为 角 动量 , V(r) = -二 为 行星 绕 便 星 旋转 的 势能 ， m 为 行星 质量 .这 


个 问题 与 氧 原子 问题 在 动力 学 上 是 一 样 的 ， 因 而 把 经 典 的 Runge-Lenz 向 量 量子 化 可 得 到 
量子 体系 的 Runge-Lenz 向 量 所 对 应 的 厄 米 算 符 ， 即 


— vv U EPP er 
A=; (P xL-LxP) -7 


结束 语 一 一 物质 世界 的 对 称 性 645 


ÀP == (Ë +) +e (5) 
可 以 证 明 量 子 Runge-Lenz 向 量 算 符 与 Hamiltion 丰 交换 ， 即 
[A, ñ] =0 (6) 
而 且 
LA = AL =0 (7) 


经 过 计算 可 证 明 角 动量 算 符 也 与 Runge-Lenz 算 符 A 之 间 存 在 如 下 交换 关系 ， 即 
[ L, h L;] = iE glr, [L,, 4,] = iE ZA, 
[A,, A,] = -2iĝE pL (8) 
在 交换 关系 (3 ) 的 第 三 式 中 出 现 Hamilton 算 符 Â, 为 了 避免 这 一 问题 , 重新 定义 算 符 M, 
即 令 
h-E 9) 
从 而 交换 关系 (8) 变 为 


{ L; ] = iE aLr, [L, M,] = iE,M,, [M;, M;) = ib Li;, XE < 0 时 
[L,, L;] = iE pEr, [L;, M,] = iE aM, [M;, M,] =- IE aLr XE > 0 RJ 


(10) 
为 了 更 清楚 地 看 清 这 一 问题 , EXAMI AJ, 令 
j-p, F=- G1) 
此 时 (10) 式 给 出 的 交换 关系 变 为 
Jis J) =iBah, CJi, Dl=igalh, [J,J]=0 (12) 


由 第 十 一 章 讨论 的 SU(2) 群 理论 , 可 看 出 了 为 一 个 SU(2) 群 的 无 穷 小 生成 元 , j' 为 另 一 
个 SU(2) 群 的 生成 元 , 由 它们 生成 直 积 群 SU(2) @SU(2). 由 第 九 章 讨论 的 理论 可 得 到 
7 和 了 的 6 个 算 符 为 S0(4) 群 的 无 穷 小 生成 元 , S0(4) 群 与 SI(2)@SU(2) 群 局 部 同 构 . 

由 于 

[Ê, 2]=0, [Â,Â]=0 
因而 
[#, jf.] =[B, j] =0, i=x,y,z (13) 

这 表明 氢 原 子 Hamilton 具有 S0(4) 群 的 对 称 性 , 称 这 种 对 称 性 为 动力 学 对 称 性 , 称 
SO(4) 群 为 氢 原 子 的 动力 学 群 . 

第 十 一 章 已 指出 S7(2) 群 的 Casimir AFA P, 它 的 本 征 值 为 j(j +1) ,30(4) 群 的 
两 个 Casimir 算 子 为 


ĉ =P +J = +É), 6, =L - Ñ = P - j° (14) 
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因而 Â, 的 本 征 值 为 j(j+1) +O +1). 由 于 (6) 中 第 二 个 Casimir 算 子 6, =l - Ñ =0, 
因而 要 求 j=j', 因此 得 到 SO(4) 8 Casimir 算 子 Ô, 的 本 征 值 C, 为 

C =jG+1) HOP+D =20+1D j=0, E, 1 (15) 
利用 (5) 式 (9) 式 和 (10) 式 可 得 到 


A PR + 1 ç: lz _ di 1 
Ciad +J =z -774 ) = -7677 (16) 
EREA Å EEE E RET Â, 因而 得 到 
20+D= -让 -二 
由 此 得 到 
-_ 1 ,0 工 
PE DE J=0， > l (16) 
由 于 J=0, 方 , 1，…, 因而 (2+1) =0, 1, 2, =, $2 +1 =n, 于 是 
-- 1 p= ... 
= -x n=0,1,2, (17) 


n=(2j+1), j} SO(4)82 B] 2J3OoRbnin[ i, j] = [;, i], 它 的 退化 度 为 (2 +1) (2; +1) 
=(2j +1)° = 也 就 是 说 氧 原子 具有 动力 学 群 S0(4) 的 对 称 性 , 因而 SO(4) 群 不 可 约 
表示 [j, 门 的 基 矢 是 所 原子 的 本 征 态 , 由 于 2Z 改 =0, 限定 了 只 有 j=j 的 不 可 约 表示 
[j, 门 才 是 真正 的 本 征 态 . 这 个 不 可 约 表示 的 维 数 是 n= (2 +1) , AME n? 重 退化 的 . 
SO(4) 群 的 不 可 约 表示 [j, 让 分 解 到 子 群 SO(3 ) 的 不 可 约 表示 的 分 解 规则 为 
l, j] =(0)@(1)@(2)@-:: a) 

这 恰 是 在 一 定量 子 数 确定 的 能 级 中 包括 角 量 子 数 1=0, 1, 2…n 一 1 的 退化 态 的 对 称 性 
根源 . 

在 Wyboure 所 著 “Classical Groups for Physicists” 一 书 中 称 SO (4) 为 氢 原子 的 “退化 
群 ”, 而 称 SO(4, 2 ) 为 动力 学 群 . S0(4) 是 S0(4, 2) 的 子 群 . 利用 群 论 的 方法 S0(4, 2) 
群 某 个 不 可 约 表示 的 一 个 基 矢 利用 升降 阶梯 算 符 可 得 到 SO(4, 2) 群 这 个 不 可 约 表示 所 
包括 的 子 群 SO0(4) 各 种 不 可 约 表示 的 基 ( 如 本 书 第 十 二 章 讨 论 的 , 由 SU(2) 群 一 个 特定 
J 的 基 天 利用 升降 算 符 1. , /可 得 到 不 可 约 表示 了 的 全 部 基 矢 ). 在 这 个 意义 上 S(4, 2) 
群 反映 氧 原子 更 深刻 的 对 称 性 ,但 是 从 动力 学 对 称 性 来 看 , 称 S0(4) 群 为 动力 学 群 是 完 
全 可 以 的 , 其 它 一 些 讨论 动力 学 对 称 性 的 书 也 多 数 称 S0(4) 群 为 动力 学 群 . 

一 般 来 讲 ， 一 个 物理 体系 如 果 有 具有 某 种 空间 变换 的 对 称 性 , 它 的 能 级 退化 度 与 这 个 
群 的 不 可 约 表 示 的 维 数 相同 , 退化 来 源 于 这 种 对 称 性 .如 果 体 系 的 能 级 退化 度 大 于 对 称 
群 的 不 可 约 表 示 的 维 数 , 一 般 称 为 偶然 退化 ”如 果 偶 然 退 化 是 有 明显 规律 的 , 就 预示 着 
体系 除了 具有 一 定 的 空间 变换 对 称 性 外 , 还 存在 着 更 大 的 对 称 性 , 也 就 是 说 存在 以 空间 
对 称 群 为 子 群 的 动力 学 群 ,因而 这 种 偶然 退化 并 不 偶然 , 而 是 来 源 于 动力 学 对 称 性 . 

对 原子 分 子 体系 的 动力 学 对 称 性 有 兴趣 的 读者 可 参阅 Wulfman 的 论文 “Dynamical 
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Groups in Atomic and Molecular Physics”. 

本 节 的 目的 不 在 于 具体 讨论 一 定 物理 体系 的 动力 学 对 称 性 和 动力 学 群 ,而 在 于 说 明 
一 定 物理 体系 除了 它 所 具有 的 时 - 空 对 称 性 外 , 体系 内 部 相互 作用 , 具体 表现 为 Hamilton 
算 子 的 形式 , 还 可 能 具有 更 高 的 对 称 性 . 描写 这 种 对 称 性 的 群 已 是 抽象 空间 中 的 群 了 ， 
从 而 说 明 本 书 第 十 二 章 中 所 讨论 的 抽象 空间 中 的 各 种 群 ,特别 是 一 些 酉 群 对 描述 物理 体 
系 是 很 有 用 的 . 


基本 粒子 的 内 豪 空 间 与 内 豪 空间 的 对 称 群 


基本 粒子 (如 电子 、 质 子 、 中 子 、 介子 、 光 子 等 等 ) 体 系 , 在 它们 之 间 的 相互 作用 下 
不 仅 具 有 在 时 间 空间 中 的 运动 变化 规律 , 还 具有 由 这 些 基本 粒子 固有 属性 决定 的 体系 的 
固有 性 质 的 变化 规律 ,基本 粒子 的 这 些 固有 属性 称 为 内 京 属性 (intinsic property). EI 
代 物 理学 的 研究 中 , 这 些 内 店 的 变化 规律 都 可 抽象 为 表示 内 豪 属 性 的 物理 量 , 在 一 定 内 
课 空 间 中 的 运动 变化 规律 (注意 内 亭 空 间 与 现实 空间 是 完全 不 同 的 , 只 是 研究 基本 粒子 
而 引入 的 抽象 的 数学 空间 )， 这些 内 豪 空 间 在 一 定 相 互 作用 下 , 具有 一 定 的 对 称 性 , 称 为 
内 店 对 称 性 (intrinsic symmetry) , 相应 的 群 称 为 内 豪 群 (intrinsic groip)， 因 而 不 仅 现实 时 
空中 的 变换 群 可 用 来 研究 物理 体系 的 时 空运 动 性 质 , 对 于 基本 粒子 体系 也 可 以 用 内 豪 空 
间 的 对 称 性 来 研究 内 识 性 质 ， 迄今 为 止 , 描述 基本 粒子 内 豪 性 质 的 内 豪 空间 都 是 各 种 维 
数 的 西 空间 , 内 记 群 为 各 种 维 数 的 SU(N) 群 .因而 第 十 二 章 所 讨论 的 SU( N) 群 大 量 地 应 
用 于 基本 粒子 J 理学 之 中 . 

详细 记 任 这 些 问题 已 远 远 超 出 了 本 书 的 范围 , 下 面 只 对 内 豪 性 质 和 内 豪 对 称 性 做 一 
些 简单 记 冀 识 性 的 说 明 ， 目的 是 使 不 了 解 基本 粒子 物理 的 读者 看 到 各 种 抽象 SU(N) 群 在 
研究 基本 粒子 物理 学 中 的 应 用 . 


(一 ) 电子 自 旋 与 自 旋 空间 的 SU(2) 群 


作为 电子 的 内 豪 属 性 , 电子 有 自 旋 , 但 是 这 种 自 旋 与 天 体 运 动 中 除 公转 之 外 的 自身 
转动 , 从 而 具有 一 定 自 旋 角 动量 , 是 有 本 质 区 别 的 . 电子 自 旋 绝 不 是 描述 它 在 现实 空间 
中 的 转动 , 而 是 这 种 内 豪 性 质 可 用 一 个 完全 抽象 的 二 维 西 空间 中 的 旋 量 来 描述 .描述 自 
旋 对 称 群 是 二 维 西 空间 中 的 SU(2) 群 . 在 非 相对 论 性 的 原子 理论 中 , 可 认为 电子 在 三 维 
现实 空间 和 描述 自 旋 的 二 维 西 空间 中 运动 ， 当 不 考虑 自 旋 与 轨道 间 的 相互 作用 时 , 这 两 
个 空间 是 完全 独立 的 . 原子 体系 具有 SO0(3) @SU(2) 的 对 称 性 . 这 就 是 原子 理论 中 的 S-L 
图 像 ,能 级 退化 度 为 (25 +1) (2L+1). 当 考 虑 自 旋 与 轨道 的 相互 作用 时 , 这 两 个 空间 发 
生 了 相互 作用 , 此 时 对 称 性 变 为 S0(3)@SU(2) DSU(2) (空间 的 S0(3) 局 部 同 构 于 
SU(2) ) , 因而 原子 体系 的 对 称 群 为 SUC), 这 个 SC(2) 群 的 无 穷 小 生成 元 为 工 +S = J. 
在 这 种 图 像 下 ,能 级 由 S, L, J 和 M, 标记 , 退化 度 为 2J +1. J=1L-81, IL - SI +1, 

., L +S. 
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(=) 同位 施 与 同位 施 空 间 的 SU(2) Ë | 
原子 核 是 由 于 若干 质子 和 中 子 在 核 力作 用 下 形成 的 稳定 粒子 ,原子 和 中 子 具有 相同 
的 自 旋 (J= 方 ) , 而 质量 也 十 分 相近 , 它们 的 差别 只 是 电荷 不 同 , 质子 带 一 个 单位 的 正 电 


荷 ， 中 子 电荷 为 零 . 因而 可 把 它们 看 成 是 一 种 粒子 -核子 ,而 质子 和 中 子 为 核子 的 不 同 状 
态 . 可 用 具有 SU(2) 对 称 性 的 二 维 本 空间 描述 它们 , 这 种 内 豪 空 间 称 为 同位 旋 空间 , 这 
种 内 豪 性 质 称 同位 旋 . 在 同位 旋 空间 中 可 把 质子 (p) 和 中 子 (”) 表示 为 两 个 状态 ， 即 


1 0 
. 17) = fb In) = [,| 
这 两 个 状态 是 SU(2) 群 不 可 约 表示 [ 过 | 的 基 矢 ,因而 核子 的 同位 旋 [为 二 


在 强 相互 作用 中 还 发 现 寿命 仅 有 10 s Hn NT, 这 种 介子 有 三 种 带电 类 型 ， 即 
7* ,Tw ,7 ,它们 分 别 带 一 个 正 电荷 、 没 有 电荷 和 带 一 个 负电 荷 , 而 其 它 性 质 基本 相 
同 . 因而 也 可 把 它们 视 为 同位 旋 空 间 中 不 可 约 表示 为 1 的 三 个 状态 , BB 下 介子 的 同位 旋 
为 1, 它 包括 三 个 分 量 , 即 1 =1,0, -1. 其 它 一 些 介子 也 可 按 同 位 旋 分 类 , 

实验 证 明 在 强 相互 作用 下 , 同位 旋 空 间 是 有 SU(2) 群 的 对 称 性 的 , 因而 SU(2 ) 群 在 
基本 粒子 强 相互 作用 研究 中 是 有 重要 作用 的 . 

在 研究 高 能 粒子 中 , 物理 学 家 还 在 内 豪 空 间 中 引入 了 SU(3) 群 、SU(4) 群 和 SU(6) 
群 . 这 都 表明 了 抽象 的 SU( N) 群 在 物理 学 中 有 着 重要 应 用 . 

在 研究 基本 粒子 内 豪 性 质 时 , 除了 在 内 豪 空间 中 引 人 各 种 SU( N) 群 外 , 还 有 一 个 分 
立 的 二 阶 群 , 这 就 是 描述 内 豪 空间 镜像 反射 性 质 的 宇 称 (parity) , 为 了 与 电子 体系 在 现实 
空间 中 的 宇 称 相互 区 别 , 严格 说 应 当 称 为 内 豪 宇 称 (intrinsic parity). 实验 已 经 证 明 , 在 
强 相 互 作用 下 ,内 豪 空间 具有 镜像 反射 对 称 性 , 因而 宇 称 守恒 , 而 在 弱 相 互 作用 下 内 襄 
空间 不 具有 这 种 对 称 性 , 因而 在 弱 相 互 作用 下 字 称 不 守恒 . 


(三 ) 规范 群 


描述 基本 粒子 内 豪 空间 对 称 性 的 菜 种 对 称 群 SU( N) , 第 九 章 已 说 明 它 有 m= -1 
个 连续 参数 qr, i=1,2,…, m. 因而 有 m 个 无 穷 小 算 子 , 它们 构成 相应 Lie 代数 su( N) ， 
JJ SU(N) 群 元 素 的 矩阵 表示 为 

gla) = e: 

# o 是 遵从 Lorentz 变换 的 时 空 四 维 空间 点 x 的 函数 , 则 为  (*) ,此 时 SU( N) 就 称 为 定 
域 规范 群 (local gauge group) , 这 种 定义 在 与 Lorentz 时 空 正 交 的 内 豪 空间 中 的 规范 群 , 把 
基本 粒子 内 豪 属性 与 现实 的 时 空 联系 起 来 .基本 粒子 在 具有 相对 论 变换 性 质 的 时 空 与 具 
有 特定 SU(N) 对 称 性 的 内 豪 空 间 中 运动 , 这 一 点 与 原子 体系 中 电子 在 具有 S0(3) x 
SU(2) 对 称 性 的 现时 空间 和 内 豪 自 旋 的 二 西 空间 中 运动 是 完全 相似 的 . 规范 对 称 性 在 现 
代 基 本 粒子 物理 中 有 广泛 和 重要 的 应 用 . 
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8.2.1 CNP 群 与 分 子 点 群 
8.2.2 等 价 平衡 构 型 与 人群 
8.2.3 QPl 和 Ms 群 的 关系 
8.3 QGPl 群 和 Ms 群 对 非 刚性 分 子 光谱 的 应 用 
8.3.1 CHBBF2 分 子 及 其 光谱 
8.3.2 CH 一 CHB 分 子 及 其 光谱 
8.3.3 2H 分 子 及 其 光谱 
8.4 准 刚性 分 子 振动 光谱 的 群 论 分 析 
8.4.1 准 刚性 分 子 的 振动 光谱 的 简 正 振动 分 析 
8.4.2 和 群 论 方法 解析 简 正 振动 的 理论 基础 
8.4.3 分 子 简 正 振 动 分 析 举 例 
8.4.4 ”配合 物 振动 光谱 的 简 正 振动 解析 
8.4.5 红外 简 正 振动 在 确定 配合 物 构 型 中 的 应 用 
8.4.6 ” 碳 原 子 徐 的 简 正 振动 模式 解析 
第 九 章 ”Li e 群 与 Li e 代 数 基础 
9.1 Li e 群 与 Li e 代 数 
9.1.1 Lie 群 的 定义 
9.1.2 Lie 群 的 连通 性 和 紧 致 性 
9.1.3 典型 Li e 群 及 其 连通 性 与 紧 致 性 
9.2 Lie 群 局 部 性 质 的 Li e 理 论 ，Li e 群 与 Li e 代 数 
9.2.1 Lie 群 的 无 穷 小 生成 元 与 无 穷 小 变换 和 无 穷 小 算 子 
9.2.2 局 部 Li e 群 的 Li e 理 论 
9.2.3 Lie 代 数 
9.3 Lie 代数 的 基本 概念 
9.4 复 半 单 Li e 代 数 的 Cartan 形 式 
9.4.1 Cartan-Veyl Æ, Cartan f RAFFL e 代 数 的 Cart an 形式 
9.4.2 Cartan- Kling 度 规 张 量 与 半 单 Li e 代 数 的 判别 定理 
9.5 半 单 Li e 代 数 根 的 性 质 与 根系 
9.5.1 半 单 Li e 代 数 根 的 性 质 
9.5.2 半 单 Li e 代 数 的 根系 二 与 0 系 
9.6 单 Li e 代 数 与 根 图 
9.6.1 #kr <26% Li e 代 数 
9. 6.2 秩 r>2 的 单 Li e 代 数 
9.7 素 根 ，Dynki n 图 ， 单 Li e 代 数 的 分 类 
9.7.1 素 根 与 Cartan- Veyl 标准 基 
9.7.2 Dynki n 图 与 单 Li e 代 数 的 素 根系 
9.7.3 单 Lie 代 数 素 根系 站 的 Dynki n 图 分 析 
9.8 复数 域 C 上 的 一 般 线性 Li e 代 数 gl (nO 及 其 子 代 数 
9. 8.1 特殊 线性 Li efe2ks| (n+1, © 
9.8.2 正 交 Li e 代 数 o (mO 和 特殊 正 交 Li e 代 数 so (m O 


9.8.3 辛 Lie 代 数 Sp (2n, O 
9.8.4 gl (n O 的 子 代 数 u (n) 和 su (n) 
9.8.5 ”Lie 代数 gl (nO 及 其 子 代数 小 结 
99 典型 Li e 代 数 的 紧 致 实 形 
9.9.1 实 Lie 代 数 的 复 扩充 与 复 Li e 代 数 的 实 形 
9.9.2 紧 致 实 Li e 代 数 
9. 9.3 典型 Li e 代 数 的 紧 致 实 形 
9. 9.4 典型 Li e 代 数 与 紧 致 典型 Li e 群 
9.10 ”典型 Li e 代 数 的 Ferm 子 实现 
9.10.1 Ferm 子 的 产生 和 消灭 算 子 及 其 反 交 换 关 系 
9. 10.2 Ferm 子 体系 的 最 大 Li e 代 数 u (22A ) 
9.10.3 u (22A ) 的 子 代 数 o (4 入 +1) 和 o (4A ) 
9. 10.4 SO (4A ) 群 的 子 群 SUQ (2) ? Sp (2A ) 及 其 群 链 
9.10.5 SO (4A ) 群 的 子 群 U (2 入 ) 及 其 群 链 
第 十 章 ”Li e 群 与 Li e 代 数 的 表示 理论 
10.1 Li e 群 与 Li e 代 数 的 表示 
10.1.1 表示 的 一 般 概念 
10.1.2 群 上 不 变 积 分 与 紧 致 Li e 群 不 可 约 表示 的 广义 正 交 定理 
10.2 半 单 Li e 代 数 的 表示 与 权 
10.2.1 半 单 Li e 代 数 的 表示 与 权 
10.2.2 ” 权 与 根 的 关系 
10.2.3 半 单 Li e 代 数 不 可 约 表示 的 标记 
10.3 典型 Li e 代 数 不 可 约 表示 的 标记 及 其 维 数 
10.3.1 单 Lie 代 数 的 Cheval | ey% 
10.3.2 典型 Li e 代 数 不 可 约 表示 的 标记 
10.3.3 典型 Li e 代 数 不 可 约 表示 的 维 数 
10.3.4 由 最 高 权 计算 权 系 的 方法 
10.3.5 Lie 代 数 An 的 反对 称 表示 与 对 称 表示 
10.4 典型 Li e 代 数 的 直 积 表示 
10.4.1 直 积 表示 
10.4.2 直 积 表示 的 权 系 与 直 积 表示 的 分 解 
10.5 Casi mr 算 子 及 其 本 征 值 
10.5.1 Casi mr 算 子 
10. 5.2 二 阶 Casi mr 算 子 的 本 征 值 
10.5.3 二 阶 Casi mhr 算 子 本 征 值 的 计算 
10.5.4 Lie 代 数 心 (su (3) ) 的 Casi mr 算 子 及 其 本 征 值 
第 十 一 章 ”Li e 代 数 su( 2) , so (3) 和 Li e 群 SU 2) , SO (3) 的 不 可 约 表 示 
11.1 Lie 代 数 Al 的 实 形 
11.1.1 Lie 代 数 Al 的 实 形 
11.1.2 非 紧 致 Le 代数 su (1,1) 和 so (2,1) 
11.2 Lie 群 SU (2) 和 SO (3) 


11.2.1 Lie 群 SU (2) 及 其 定义 域 与 连通 性 
11.2.2 SO (3) 群 及 其 定义 域 与 连通 性 
11.2.3 SU (2) 群 与 SO (3) 群 的 关系 
11.3 ”Lie 代数 su (2) 和 Lie 群 SU (2) 的 不 可 约 表示 
11.3.1 Lie 代 数 su (2) 的 不 可 约 表示 
11.3.2 SU (2) 群 的 有 限 维 不 可 约 表 示 
11.3.3 SO (3) 群 的 有 限 维 西 表示 
11.3.4 SU (2) 和 SO (3) 群 的 表示 矩阵 D (j) (a, Bo y) 的 性 质 与 特征 标 
11.3.5 SU (2) 和 SO (3) 群 的 上 积分 和 不 可 约 表示 的 广义 正 交 定理 
11.3.6 SU (2) 群 有 限 维 不 可 约 表 示 的 完备 性 
11.3.7 O (3) 群 的 不 可 约 表示 
.4 SU (2) 群 的 d ebsch- Gordan 系 数 、 耦 合 基 矢 和 Racah 系 数 
11.4.1 SU (2) 群 直 积 表示 的 不 可 约 表 示 分 解 与 Clebsch- Gor dan 系 数 
11.4.2 角 动 量 的 耦合 与 耦合 基 矢 
11.4.3 d ebsch- Gordan 系 数 的 对 称 性 与 3-j 符号 
11.4.4 ”Racah 系 数 与 6-j 符号 、9-j 符号 
11.5 SO (3) 群 的 不 可 约 张 量 算 子 和 W gner- Eckart 定 理 
11.5.1 SO (3) 群 的 不 可 约 张 量 算 子 
11.5.2 Wgner-Eckart 定 理 
11.5.3 不 可 约 张 量 算 子 矩阵 元 的 选择 定 则 
11.6 SO (3) 群 与 其 分 立 子 群 (点 群 ) 的 关系 
11.6.1 SO (3) 群 不 可 约 表示 (l) 向 子 群 G 的 不 可 约 表 示 (P ) 的 分 解 
11.6.2 SO (3) 点 群 的 群 间 耦 合 系数 
第 十 二 章 ”典型 紧 致 Li e 代 数 的 不 可 约 表 示 
12.1 U (n) 群 和 SU (n) 群 的 不 可 约 表 示 与 不 可 约 张 量 方法 
12.1.1 U (n) 群 变换 下 的 张 量 和 张 量 空间 
12.1.2 ” 张 量 空间 的 约 化 与 不 可 约 张 量 
12.1.3 U (n) 群 不 可 约 表示 的 完备 性 、Young 图 与 不 可 约 表 示 的 维 数 
12.1.4 SU (n) 群 的 不 可 约 表 示 
12.1.5 U (n) 群 和 SO (n) 群 的 特征 标 与 不 可 约 表示 直 积 的 分 解 
12.1.6 U (n) 群 不 可 约 表示 的 标准 化 不 可 约 张 量 基 
12.2 U (n) 和 SU (n) 群 的 不 可 约 表 示 Li e 代 数 方法 
12.2.1 U (n) 群 和 SU (n) 群 的 不 可 约 表 示 
12.2.2 U (n) 群 的 特征 标 
12.2.3 U (n) 群 不 可 约 表示 的 正则 基 一 一 Gelfand 基 
12.3 O (n) 群 的 不 可 约 表示 与 不 可 约 张 量 方法 
12.3.1 O (n) 群 的 不 可 约 张 量 表示 
12.3.2 U (n) 群 不 可 约 表 示 对 SO (n) 群 的 分 解 
12.4 SO (n) 群 的 不 可 约 表 示 Li e 代 数 法 
12.4.1 SO (n) 群 不 可 约 表示 的 最 高 权 
12.4.2 SO (n) 群 不 可 约 表 张 量 表 示 的 最 高 权 
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12.4.3 SO (n) 群 的 特征 标 

12.5 Sp (2m 群 的 不 可 约 表 示 
12.5.1 Sp (2m 群 的 不 可 约 表示 与 不 可 约 张 量 方法 
12.5.2 Sp (2m 群 的 不 可 约 表示 与 Li e 代 数 法 

第 十 三 章 ”Lorentz 群 

13.1 Lorentz 群 及 其 Li e 代 数 so (3, 1) 
13. 1. 1 Lorentz 群 的 定义 
13.1.2 Lorentz 群 的 Li e 代 数 
13. 1.3 Lorentz 群 的 紧 致 性 和 连通 性 

13.2 Lorentz 群 的 参数 化 

13.3 Poi care 群 与 Lorentz 变 换 
13.3.1 Poi care 群 
13.3.2 Lorentz 变 换 及 其 物理 意义 

13.4 SL (2) 群 与 LT 十 群 同 态 
13.4.1 Lie 代 数 sl (2) 与 so (3,1) 同 构 
13.4.2 SL (2) 群 与 L1 十 群 的 同 态 关系 

结束 语 一 一 物质 世界 的 对 称 性 

一 、 四 维 时 间 - 空间 的 对 称 性 及 相关 物理 规律 
(一 ) 四 维 时 空中 时 间 的 对 称 性 
(Z) 空间 对 称 性 
(=) 相对 论 的 时 空 对 称 性 

二 、 全 同 粒子 置换 对 称 性 及 其 物理 规律 

三 、 动 力学 对 称 性 与 动力 学 群 

四 、 基 本 粒子 的 内 豪 空间 与 内 豪 空间 的 对 称 群 
(一 ) 电子 自 旋 与 自 旋 空间 的 SU (2) 群 
(二 ) 同位 旋 与 同位 旋 空间 的 SU (2) 群 
三 ) 规范 群 


